Aux frontiéres de la géométrie :
un monde sans courbure

Francis Lazarus (GIPSA-Lab, Grenoble, CNRS)




Copie fragmentaire des Eléments datée entre le ler et llléme
siecle avant notre ére.



30 BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.

STRAIGHT  /line
() falling  on
two parallel fraight
lines ( and
), makes the alternate
angles equal to one another ; and
alfy the external equal to the in-
ternal and oppofite angle on the
Jame fide ; and the two internal
angles on the fame jfide together
equal to two right angles.

-
For if the alternate angles and be not equal,

draW e, making — (pr. 23).
Therefore ammmss= || (pr. 27.) and there-
fore two ftraight lines which interfe& are parallel to the
fame ftraight line, which is impofiible (ax. 12).
-

Hence the alternate angles and are not

-
unequal, that is, they are equal: = (pr-15);
o = , the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide : if be added to

both, then ‘ - '
(pr- l3)

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of

the cutting line are equal to two right angles.
Q.E.D.



109. — Le décamétre. — Pour mesurer la lon-
gueur des chemins, des champs, il a fallu avoir un
appareil plus long que le métre et le double-métre,

La chaine d'arpentenr plidge (decambtee).

C'est la chaine d'arpenteur. Cette chaine a une
longuenr totale de 10 métres. Elle correspond done
aun décamétre.
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La courbure est donnée par k(s) = ||f"(9)||-
Elle est définie pour des courbes C?.



Courbure d’'une surface
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SUR
LA COURBURE DES SURFACES

PAR M. EULER

Pour connoitre la courbure des lignes courbes, la détermination du
rayon ofculareur en fournic la plus jufte mefure, en nous préfen-
tant pour chaque point de la courbe un cercle, dont la courbure eft
précifément la méme,  Mais, quand on demande Ja courbure d’une
forface, la queftion eft forr équivoque, & point du rout fufceprible
d’une reponfe abfolue, comme dans le cas précédent. Il 0’y a que
les furfaces fphériques dont on puiffe mefurer la courbure, atrendu
que la courbure d'une fphere eft la méme que celle de fes grands cer-
cles, & que fon rayon en peut &tre regardé comme la julte mefure.
Mais pour les autres furfaces on n’en fauroit méme comparer la cour-
bure avec celle d’une {phere, comme on peut roujours comparer la
courbure d'unc ligne courbe avec celle d'un cercle; la raifon en eft
évidente puisque, dans chaque point d’unc furface, il peur y avoir une
infinit¢ de courbures diffiérentes.  On n’a qu'a conlidérer la (urface
d’un cylindre, ol (¢lon les direétions paralleles 4 I'axe il n'y a aucune
courbure, pendant que dans les (ections perpendiculaires 4 Vaxe, qui
font des cercles, la courbure eft la méme, & que route autre fection
faite obliquement & V'axe donne une courbure particuliere. Il en eft
de méme de routes les autres furfaces, ol il peut méme arriver que
dans un fens la courbure foir convexe, & dans un autre concave,
comme dans ce'tes qui reffemblent a une flle.
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Corotrarre L

6. Voild donc la grandeur du rayon oftulateur, tant pour tous
les points de la furfuce que pour toutes les fections faites perpendicu-
lairement 4 la furface dans chacun de (o5 points, le point 7 de la fur-
face érant dérerminé par les quantités p & ¢, & la diverficd des
feétions par l'angle ¢.

Cororrairs IL

7. Le paint 7. d2 la furface érant donné avec la pofirion de
la droite ZI’, qui v eft perpendiculaire & la finfice, chawie Hane
droite EF urée par le point P fournit une telle (ection faite fewn le
plan EPZ.

Reruargue,



Le THEOREMA EGREGIUM
DISQUISITIONES GENERALES

_ CIRCA
SUPERFICIES CURVAS

"AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

SBOCIETATI REGIAE UBLATAE D. 8 OCTOB. 1827.

- 1.’

Disquisitionel, in quibm de directionibus variarum rectarum in
spatio agitur, plerumque ad maius perspicuitatis et simplicitatis fa-
stigium euebuntur, in auxilium vocando superficiem sphaericam
radio = 4 cirea centrum arbitrarium descriptam, cuius singula
puncta repraesentare censebuntur directiones rectarum radiis ad
illa terminatis parallelarum. Dum situs omniunr punctorum in spa-
tio per tres coordinatas determinatur, puta per distantias a tribus
pluhis fixis inter se normalibus, ente omnia considerandae veniunt
directiones axium his planis normalium: puncta superficiei sphae-
ricae, quae has directiones repraesentant, per (1), (2), (3) deno-
tabimus; mutua igitur horum distantia erit quadrans. Ceterum
axium directiones versus eas partes acceptas supponemus, versus
quas coordinatae respondentes crescunt.




Le THEOREMA EGREGIUM

La courbure de Gauss

La mesure de la courbure en un point quelconque d’une
surface est égale a une fraction, dont le numérateur est l'unité,
et dont le dénominateur est le produit des deux rayons de
courbures extrémes dans les sections faites par les plans
normausx.

En d’autres termes :

" RiRp
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Si une surface courbe est développée sur une autre surface

quelconque, la mesure de la courbure en chaque point reste
invariable.
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Si une surface courbe est développée sur une autre surface
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La courbure rigidifie la géométrie




Gall-Peters Projection

Miller Cylindrical Projection Mollweide Projection

Goode's Homolosine Equal-area Projection

Sinusoidal Equal-Area Projection Robinson Projection
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Le monde s’effondre
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Carl F. Gauss leolal Lobachevsky Janos Bolyai

« J'appréhende la clameur des Béotiens, si je voulais exprimer
complétement mes vues. »— Lettre de Gauss a Bessel, 1829.



Le monde s’effondre
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VRAIS PRINCIPES

GEOMETRIE EUCLIDIENNE

PRECVES DE L'TMPOSSIBILITE

GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE

JULES CARTON

PROFESSLUR DE MATHEMATIQUES

an Yyobe impérial do Saint-Omor




Géométries riemaniennes

«...La mesure consiste dans une superposition de grandeurs
a comparer; il faut donc, pour mesurer, avoir un moyen de
transporter la grandeur qui sert d’étalon de mesure pour les
autres. »

B. Riemann, Sur les hypothéses qui servent de fondement
a la géométrie, 1854.
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Géométries riemaniennes

Une métrique riemannienne est la donnée en chaque point p
de I'espace d’'un produit scalaire sur les vecteurs vitesses en p.
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Exemple : le tore carré plat
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Plongement isométrique du tore carré plat

Peut-on représenter isométriquement un tore plat dans E3 ?

-
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Peut-on représenter isométriquement un tore plat dans E3 ?




Plongement isométrique du tore carré plat

Un plongement isométrique C? est impossible !




Plongements isométriques

ANNALS OF MATHEMATICS
Vol. 60, No. 3, Nnvember, 1954
Printed in U.S.A.

C* ISOMETRIC IMBEDDINGS
By Joun Nasu
(Received February 26, 1954)
(Revised June 21, 1954)

Introduction

The question of whether or not in general a Riemannian manifold can be
isometrically imbedded in Euclidean space has been open for some time. The
local problem was discussed by Schlaefli [1] in 1873 and treated by Janet [2] and
Cartan [3] in 1926 and 1927.

This question comes up in connection with the alternative extrinsic and in-
trinsic approaches to differential geometry. The historically older extrinsic atti-
tude sees a manifold as imbedded in Euclidean space and its metric as derived
from the metric of the surrounding space. The metric is considered to be given
abstractly from the intrinsic viewpoint.

This intrinsic approach has seemed the more general, so long as there was no
contravening evidence. Now it develops that the two attitudes are equally
general, and any (positive) metric on a manifold can be realized by an appropriate
imbedding in Euclidean space.
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John F. Nash Nicolaas Kuiper

Théoreme de Nash-Kuiper

Sify : (S, g) — E3 est un plongement strictement court
alors il existe un plongement C' et isométrique de (S, g)
qui peut étre choisi aussi proche que désiré de f.




Plongements isométriques dans E
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John F. Nash Nicolaas Kuiper

Théoreme de Nash-Kuiper

Sify: (T2, (-,-)g2) — E2 est un plongement strictement court
alors il existe un plongement C' et isométrique de (T2, (-, -)y2)
qui peut étre choisi aussi proche que désiré de f.
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Le Projet HEVEA

Vincent Borrelli Boris Thibert

Said Jabrane

Le projet de visualisation est lancé en 2007



Le Projet HEVEA

Said Jabrane Damien Rohmer

Damien Rohmer rejoint le projet en 2012



Le point de vue des relations différentielles

Misha Gromov

La condition d’'isométrie sur f : (T2, (-, -)z2) — E3 s’écrit

of of of of 0 of of
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Misha Gromov

La condition d’'isométrie sur f : (T2, (-, -)z2) — E3 s’écrit

of of

G(U, V7 fu %a a)



Le point de vue des relations différentielles

Une relation différentielle est une condition sur les dérivées
d’une fonction dépendant des paramétres et du point image.
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Le point de vue des relations différentielles

Une solution d’une relation différentielle est une fonction dont
les dérivées satisfont en tout point la relation différentielle. ’
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LIntégration Convexe de Gromov

Gromov 73-86

Si une trajectoire posséde une dérivée dans I'enveloppe
convexe d’'une relation différentielle ouverte alors il existe une
solution de la relation aussi proche que désirée de la trajectoire.

O
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Gromov 73-86

Si une trajectoire posséde une dérivée dans I'enveloppe
convexe d’'une relation différentielle ouverte alors il existe une
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LIntégration Convexe de Gromov

hi(Nt) = v(t)(cos(at cos(2rNt))7 + sin(a¢ COS(ZWNt))ﬁ)



LIntégration Convexe de Gromov

hi(Nt) = v(t) ( cos(ag cos(2nrNt))7 + sin(ay cos(27rNt))ﬁ)

f(x) i= f(0) + / " h(INE})dt

0

Lintégration convexe crée des corrugations de fréquence N. |




LIntégration Convexe de Gromov

hi(Nt) = v(t)(cos(at cos(2wNt))7 + sin(a¢ cos(27rNt))z7>

£(x) = £(0 / h({Nt})d

Lintégration convexe crée des corrugations de fréquence N. |




Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version a 1 parameétre du cas unidimensionnel. ]
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Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version a 1 parameétre du cas unidimensionnel. ]

e

Les longueurs ne sont allongées que dans une seule direction.



Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version a 1 parameétre du cas unidimensionnel. ]

On applique I'intégration convexe dans une autre direction.



Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version a 1 paramétre du cas unidimensionnel. J

Un produit scalaire en dimension 2 est déterminé par 3
nombres (eq, €1), (€1, €2), (€2, €2).

Sa matrice (I[f: g) dépend de 3 coefficients.

On applique l'intégration convexe dans 3 directions distinctes. J




Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version a 1 paramétre du cas unidimensionnel. J

Un produit scalaire en dimension 2 est déterminé par 3
nombres (eq, €1), (€1, €2), (€2, €2).

Sa matrice (I[f: g) dépend de 3 coefficients.

On applique l'intégration convexe dans 3 directions distinctes. J

Pour assurer un plongement court, le nombre de corrugations
N doit augmenter a chaque itération.
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Intégration Convexe bidimensionnelle

Probléme : La relation différentielle des isométries est
“fermée”. Mais l'intégration convexe exige une relation fermée.
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Intégration Convexe bidimensionnelle

A la limite, on obtient un plongement isométrique. J




Intégration Convexe bidimensionnelle

Lalgorithme

Pouri=1a

@ Corruguer dans trois directions pour satisfaire la relation
différentielle du “i-eme cercle épaissi” en choisissant les
nombres de corrugations pour conserver un plongement
court.




Implémentation

On code un plongement f : T2 — R3 par sa valeur aux points
d’une grille.




Implémentation

Par un calcul local on évalue les 4 premiers nombres de
corrugations a

611
69311
20914595
6572411478

Avec 10 échantillons par oscillations cela nécessite une grille
de (10 x 6572411478)? ~ 4.310'° sommets !



Implémentation

On réduit ces nombres a

12
80
500
9000

Ce qui nécessite déja (10 x 9000)? ~ 10 milliards de sommets !



Implémentation

q rll"'

Le centre National Suisse de Supercalcul a Lugano
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Une forme inédite

Létude du plongement isométrique du tore carré plat révéle une
géométrie a mi-chemin entre une fractale et une surface lisse :
chaque point admet un plan tangent mais I'application de
Gauss possede une structure fractale.
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Pour en savoir plus

RYTHMES SCOLAIRES : I'avis des scientifiques
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Plongement isométrique C° du tore carré plat

(c) R. Ferréol (c) V. Zalgaller



