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Copie fragmentaire des Éléments datée entre le Ier et IIIème
siècle avant notre ère.
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Courbure d’une courbe

La courbure est donnée par k(s) = ‖f ′′(s)‖.
Elle est définie pour des courbes C2.
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La courbure de Gauss
La mesure de la courbure en un point quelconque d’une
surface est égale à une fraction, dont le numérateur est l’unité,
et dont le dénominateur est le produit des deux rayons de
courbures extrêmes dans les sections faites par les plans
normaux.

En d’autres termes :
K =

1
R1R2



Le THEOREMA EGREGIUM

Isométrie
THEOREMA EGREGIUM
Si une surface courbe est développée sur une autre surface
quelconque, la mesure de la courbure en chaque point reste
invariable.
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Le monde s’effondre

Carl F. Gauss Nikolai Lobachevsky János Bolyai

« J’appréhende la clameur des Béotiens, si je voulais exprimer
complètement mes vues. »– Lettre de Gauss à Bessel, 1829.
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Géométries riemaniennes

« . . .La mesure consiste dans une superposition de grandeurs
à comparer ; il faut donc, pour mesurer, avoir un moyen de
transporter la grandeur qui sert d’étalon de mesure pour les
autres. »
B. Riemann, Sur les hypothèses qui servent de fondement
à la géométrie, 1854.
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Une métrique riemannienne est la donnée en chaque point p
de l’espace d’un produit scalaire sur les vecteurs vitesses en p.
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Plongement isométrique du tore carré plat

Peut-on représenter isométriquement un tore plat dans E3 ?
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Plongement isométrique du tore carré plat

Un plongement isométrique C2 est impossible !
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Plongements isométriques dans E3

John F. Nash Nicolaas Kuiper

Théorème de Nash-Kuiper

Si f0 : (S,g)→ E3 est un plongement strictement court
alors il existe un plongement C1 et isométrique de (S,g)
qui peut être choisi aussi proche que désiré de f0.
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John F. Nash Nicolaas Kuiper

Théorème de Nash-Kuiper

Si f0 : (T2, 〈·, ·〉E2)→ E3 est un plongement strictement court
alors il existe un plongement C1 et isométrique de (T2, 〈·, ·〉E2)
qui peut être choisi aussi proche que désiré de f0.
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Le Projet HEVEA

Vincent Borrelli Boris Thibert

Saïd Jabrane

Le projet de visualisation est lancé en 2007



Le Projet HEVEA

Vincent Borrelli Boris Thibert

Saïd Jabrane Damien Rohmer

Damien Rohmer rejoint le projet en 2012



Le point de vue des relations différentielles

Misha Gromov

La condition d’isométrie sur f : (T2, 〈·, ·〉E2)→ E3 s’écrit

〈 ∂f
∂u
,
∂f
∂u
〉
E3

= 1, 〈 ∂f
∂u
,
∂f
∂v
〉
E3

= 0, 〈 ∂f
∂v
,
∂f
∂v
〉
E3

= 1
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Misha Gromov

La condition d’isométrie sur f : (T2, 〈·, ·〉E2)→ E3 s’écrit

G(u, v , f ,
∂f
∂u
,
∂f
∂v

) = 0
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Une relation différentielle est une condition sur les dérivées
d’une fonction dépendant des paramètres et du point image.
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L’Intégration Convexe de Gromov

Gromov 73-86
Si une trajectoire possède une dérivée dans l’enveloppe
convexe d’une relation différentielle ouverte alors il existe une
solution de la relation aussi proche que désirée de la trajectoire.
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L’Intégration Convexe de Gromov

ht(Nt) = v(t)
(

cos(αt cos(2πNt))~τ + sin(αt cos(2πNt))~ν
)

f (x) := f0(0) +
∫ x

0
ht({Nt})dt

L’intégration convexe crée des corrugations de fréquence N.
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Intégration Convexe bidimensionnelle

On utilise une version à 1 paramètre du cas unidimensionnel.

Un produit scalaire en dimension 2 est déterminé par 3
nombres 〈e1,e1〉, 〈e1,e2〉, 〈e2,e2〉.

Sa matrice
(

E F
F G

)
dépend de 3 coefficients.

On applique l’intégration convexe dans 3 directions distinctes.

Pour assurer un plongement court, le nombre de corrugations
N doit augmenter à chaque itération.
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On utilise une version à 1 paramètre du cas unidimensionnel.

On applique l’intégration convexe dans une autre direction.
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Intégration Convexe bidimensionnelle

À la limite, on obtient un plongement isométrique.

L’algorithme

Pour i = 1 à∞
Corruguer dans trois directions pour satisfaire la relation
différentielle du “i-ème cercle épaissi” en choisissant les
nombres de corrugations pour conserver un plongement
court.
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À la limite, on obtient un plongement isométrique.

L’algorithme
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Implémentation

On code un plongement f : T2 → R3 par sa valeur aux points
d’une grille.

(xi,yi,zi)



Implémentation

Par un calcul local on évalue les 4 premiers nombres de
corrugations à

611
69311

20914595
6572411478

Avec 10 échantillons par oscillations cela nécessite une grille
de (10× 6572411478)2 ≈ 4.3 1019 sommets !



Implémentation

On réduit ces nombres à

12
80

500
9000

Ce qui nécessite déjà (10× 9000)2 ≈ 10 milliards de sommets !



Implémentation

Le centre National Suisse de Supercalcul à Lugano





































Une forme inédite

L’étude du plongement isométrique du tore carré plat révèle une
géométrie à mi-chemin entre une fractale et une surface lisse :
chaque point admet un plan tangent mais l’application de
Gauss possède une structure fractale.
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Pour en savoir plus

http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/borrelli/Hevea/

http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/borrelli/Hevea/


Plongement isométrique C0 du tore carré plat

(c) R. Ferréol (c) V. Zalgaller


