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ā
 âbçrë¹ò � b êXîØ÷ b̄ ! äzêXò�å'ã êïë¹ì¶îØóQé¶ç�é¶ãJãÎòsãQîùå�æØç½å�ãQâbñØë � � � � æ.çNë¹æØãQâ�å'çrë�å�ò�êEå'æ a′ ö&ç6å	�®çrçrîå�æØç-çrî.÷ØòCãQì¶îÎå'ë�ãQð

a
ì¶ë�èrãQä-ò.ñ=å'çu÷°08þ/�m0�&Jý�å'æ.ç-òCãQéÇô�óQãQî�êXé(ë¹è�æØçuäïê � E�� � æØçïóQâbç6ôYë¹æ.êX÷Øçu÷YâbçróÎì¶ãQîöCç6å.�®çuçrî

a
êXîØ÷

a′
ì¶ë�èrñ=å®êQîØ÷zò�êXë�å'çr÷zãQîïå'æØç�ãÎòØò&ãÎëbìÇå�ç�ëbì¶÷.ç
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 h′′(0, .)  âbçrë¹ò �
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4g
ë¹çrè6å�ãQâbë�èrñ�å�öÎô
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ãQîYå'æØçrë¹çïóQçrî.çrâ¹êEå�ãQâbë�êXîØ÷Yå'æ.çrì¶â�ì¶î;)Jçrâbë¹çrëNèrãQâbâ¹çrë¹ò&ãQî.÷Øë½å'ã�ê�æØãQäïã/å'ãQòÎô�èré�êXë¹ë½å'æ�êEå�èuêXî

ö&çïâbçuêQé¶ì[�rçr÷�öRô�êùé¶ãJãQò��"ìÇå'æ
O(|w|) çr÷ØóQçrë � ­¦�=ñØìA)QêXé�çrîÎå'éÇôRõ w èrãQâ¹âbçrë¹ò&ãÎîØ÷Øë½å'ã�êùé¶ì¶ð�å�ãQð v0

êEå�ê
÷Øì¶ë�å�êXî.èrç

O(|w|) ð8âbãQä vε0 �¶�ã���õÎìÇå�ì¶ë � î.ã���îéBA@ F õÎò � @�» F1H å'æ.ê/åOêXîÎô�òØâbãÎò&çrâ1ë¹ñØö.ëbçFå�ãQð.å'æØç®óQçuîØçrâ¹ê/å'ãQâbë(èrãÎîØë�å'ìÇå'ñ�å'çrë�ê�ö�êXë¹ì¶ëð8ãQâ®ê�ð8âbçrç�ë¹ñØöØóÎâbãQñØòøì¶îzå'æ.ç�ð8ñ.îØ÷�êXä-çrîRå�êXéCóQâbãÎñØò ãQð M �U� æ.çrîØèrç"å'æØç�î=ñØä�öCçrâ¯ãQðjâbçr÷.ñØèrçr÷¯�®ãQâb÷.ëãQð(é¶çrî.ó/å'æ
m
ãQî�å�æØç

p
óQçrî.çrâ¹êEå�ãQâbë�êXîØ÷�å'æØçuì¶â"ì¶î;)Rçrâbë¹çrë�ì¶ë

Ω((2p − 1)m) � � ñ�å"å'æ.çrë¹ç�èrãQâbâbçuëbòCãQîØ÷å'ãïêXë�äzêXîÎôùé¶ì¶ð�å'ë�ãÎð)å'æ.ç½ö.êXë¹çròCãQì¶îÎå"ê/å"ê-÷Øì¶ë�å�êXî.èrç
O(m)

ð8âbãQä
vε0 �

á.ñØâ¬å�æØçrâ¹ä-ãQâbçQõ��®ç�èuêQî�êXëbë¹ñ.ä-ç�å'æ.ê/å�ë¹ãQäïç�ëbæ.ãQâ¬å'çuë¬å"é¶ãJãÎò�ì¶î�ê�ë¹è�æ.çräïê-æ�êXë�ë¹ì[�rç
Ω(n)

õ.çrìÇå�æØçrâ
èrãQîØë¹ì¶÷Øçuâbì¶îØó½ê 
�é�êXâbóQç � æ�êXîØ÷.é¶ç  ì¶î-êX÷Ø÷.ìÇå'ì¶ãQî�å'ã"å'æØç®ò.âbç�)�ì¶ãÎñØë¹éÇô�ç�)Rã � çr÷-ë¹äïêXé¶é�æ�êXîØ÷.é¶çrë ! ãQâ(ê�ëbì¶äïòØé¶ç

�1 



" � E ¬ ­
áoì¶óÎñØâbç�@�@�� " � " èuêXî.ãQîØì¶èuêQé�ë�ô�ë�å'çrä s

èrãQäïòØñ�å'çr÷ùöÎô:å�æØç�êXé¶óQãQâ¹ìÇå'æØä ãQð £ ê1�uêXâbñ.ë�ý�2C�;�[�©BA@{¤ H<��� æØçö�êXë¹çrò&ãÎì¶îÎå"ì¶ë"ãQîøå'æ.ç�ö�êXè � ë¹ì¶÷.ç�ãQð±å'æØçN÷ØãQñ.öØé¶ç�å�ãQâbñØë � � � f(s) � E¢� f2(s) � ¬ � f3(s) = f4(s) � ­´�� æØç½é¶ãJèuêXé�ãÎò=å'ì¶äïì[�uêEå'ì¶ãQî:�4êXë�êXòØòØé�ì¶çr÷ å'ã�å'æ.ì¶ë4ãQò=å�ì¶äïêXé�ë�ô�ë�å'çrä å�ã�óQçFå�ê�óQçuãJ÷Øçuëbì¶è½ë�ô�ë�å'çuä ãQî å'æØçë¹ñ.âbð·êXèrç  F õ »�»�»-ë�å�êXâ�ãQò=å'ì¶äïì[�uêEå�ì¶ãQîØë��®çrâ¹ç½òCçrâbð·ãQâbä-çu÷ ! �
é�ãJãQò:ç�6ØòØâbçrë¹ë¹çr÷ êXë®êNé�êXâbóQç�òØâbã=÷ØñØè6å®ãQð�ë¹äïêQé¶é&é¶ãJãQò.ë ��« çrî.èrç"ë¹æØãQâ¬å�çrîØì¶î.ó½å�æØì¶ë�é¶ã=ãQò��®ãQñ.é¶÷��²� $ 0�
 $ 0ì�î;)RãQéA)Rç�èrãQî.ë¹ì¶÷Øçrâbì¶î.ó

(2p− 1)Ω(n) )Rçrâ�å'ì¶èrçrë �
� S�Ç(�Ø�ÀQFÝ��Ã��Ç(�rÆ à Ü �®�Cà¹Ý Ü

� ç4ë¹æØã�� æØçuâbç�å�æ.êEå � æ.çrãQâbçrä ��æ.ãQé¶÷Øë#��ìÇå'æ.ãQñ=å(å'æ.ç4êX÷.÷ØìÇå'ì�ãQî.êXé.êXë¹ë¹ñØäïò=å'ì¶ãQî-ãQî�å�æØç4èrãQäïòØñ=å6êEå'ì¶ãQî
ãÎð�å'æØç�çré¶çräïçrîÎå�êXâ�ôÙë�å'çrò

fj(s)
÷Øçrë¹èrâ¹ì¶ö&çr÷�ì¶î å'æ.ç�òØâbã=ãQð"ãÎð�å�æØì¶ë-å'æØçrãÎâbçrä���æØçrâ¹ç��®ç�äïêrôÙæ�ê�)Rç

|sj | = |f(s)j |
��æ.ì¶é¶ç

sj 6= f(s)j ��� ã�òØâbã�)Rç�å'æØì¶ëNâbçrë¹ñØéÇåKõjìÇåNë¹ñ/¾ïèrçrë�å�ãùòØâbã�)Rç�å'æ�êEå���æ.çrîØç�)Rçrâ�êë�ôØë¬å�çrä ãQð4é¶ãJãÎòØë
s
æ�êXëNå'æØç:ë'êXäïç:é¶çrîØó/å�æ�êXë

f(s)
õ±å�æØçrî

s
ì¶ë�ãQò=å�ì¶äïêXé �,« çrâ¹çuêXð�å'çuârõ��®ç êXë¹ë¹ñØäïç

|s| = |f(s)| �¦� æ.ç½é¶ã=ãQò ti ì¶ë�ë¹ì¶ä-ò.é¶çQõØæ.ãQä-ã/å�ãQòØì¶è�å'ã si õ�êXîØ÷�êXë�ëbæ.ãQâ¬å�êXë�ò&ãÎëbë¹ì¶ö.é¶ç �� ìÇå'æ.ãQñ=å(é¶ãQë¹ëoãQð.óQçrîØçrâ'êXé¶ìÇåmôRõ-�®çÜ��âbìÇå'ç f = a◦f̄j ◦b◦fj ◦c
õ=�"æØçrâ¹ç

a
õ
b
êXîØ÷

c
êXâbç¯èrãQäïò&ãÎëbìÇå�ì¶ãQîØë

ãÎð.çué¶çrä-çrîRå�êXâ¬ô�ë�å�çròØë1ã/å�æØçrâ±å'æ�êXî
fj
êQîØ÷

f̄j � E¯æ.êQîØóQì¶î.ó"å'æØç®ãQâbì¶çrîRå�êEå'ì¶ãQî-ãQð sj �®ãQñØé¶÷�ì¶î.÷Øçrçr÷-êQé¶é¶ã��
��½



å'ãzì¶î;)Rçuâ¬å�å'æ.çNãJèrèrñ.âbâbçrî.èrçrë�ãQð
fj
êQîØ÷

f̄j
ì¶î
f � � ô�âbç ú ì¶î.÷Øç�6Øì¶îØó-å'æØçNé¶ã=ãQòØë"ãQð s õ�ì¶ð1î.çrèrçrë¹ë'êXâ¬ôRõ(�®çèuêXî êXé¶ë¹ã�êXë¹ë¹ñØäïç�å'æ.ê/å

fk
ãJèrèrñ.âbë�öCçrð8ãQâ¹ç

fl
ì¶ð
k < l � £ ç6å q ∈ [0, 4g] � � ðCå'æ.ç q å'æ:çué¶çrä-çrîRå�êXâ¬ôzë�å'çuòì¶î

f
èrãQî.ë¹ì¶ë¬å�ë®ãQðjâbçrò.é�êXèrì¶îØó-ê�é¶ãJãQò

`
öÎôøê�ë¹æØãQâ¬å�çrâ¯é¶ã=ãQò

`′
ì¶î:å'æØç�èrñØâbâ¹çrîÎå�ë¬ôØë�å'çräùõ��®ç�ë'êrôzå'æ.ê/å

`′�m�;�.ý'� $ ý'&:��2C2�0c�ïý q êXî.÷ å'æ.êEå ` &10i���m�;�.ý'� $ ý'&:��2C2�0c�ïý q � � î�ò.êXâ¬å�ì¶èrñØé�êQârõ=å'æØç½é¶ã=ãQòØë�ì¶î s êXò.ò&çKêXâbçr÷êEå4å'ì¶äïç��uçrâbãïêQîØ÷
s1
÷Øì¶ë'êXò.ò&çuêQâbçr÷�êEå�å'ì¶ä-ç�@ �

" èrâbãQë¹ë¹ì¶îØó��®ãQâb÷ w ì¶ëïë'êXì¶÷ �¶ý�9�2 j ò $ ýz&Xÿ(�'ýz&  âbçrë¹ò � $ 0«ü1��2 j ò $ ý'&Xÿ(�'ýz& ! ì¶ð w = gj(w)
 âbçrë¹ò �

w = ḡj(w) ! �
+�ù��,�.-°ÿ~h ï©��ý $ ýøýK	�0i��2ª������0c�?�r�«ý¯�ã
�
�� t′i ð �a
1��
�2<
m��0<��2<
,�Qþ3&sþ�
é�ã
XþJüJý $ 2ª�a�Qþ ti ð ��ÿ(���¨2ª�a�;2
[s/ti] $ ý'&Xÿ(��ý��>2<
 [s/t′i] ð �Xþ�&?9�
 $ �Qþ/� j ∈ [1, 2g] ð [s/t′i]

0c�>�«ý�9�2
j
ò $ ý'&Xÿ(��ý'&��

132�4547698 7 ñ.òØòCãQë¹ç4å'æ�êEå4êNé¶çrð?å j ú âbçr÷.ñØè6å�ì¶ãQî:ì¶ë¯ò&ãQë¹ë¹ì¶öØé¶ç�ãQî [s/ti]
ð·ãQâ�ë¹ãQä-ç

j ∈ [1, 2g] �#� æ.çrî�õêXë�ì¶î-å'æ.ç�òØâbãJãÎð�ãQð £ çrä-äzê�@�»�õ��®ç�èuêXî:ç�6�æØì¶ö.ìÇå®êXîzçuä-ò=å¬ôïé¶çrîØë�öCãQñØîØ÷.çr÷zöÎô
sj
êXî.÷

ti
õ;��ìÇå�æ

ti
å'ã

å'æØç½é¶çrð�å�ãÎð
sj � E®êXé¶éCå�æØç½ëbçuóQä-çrîRå'ë4ãÎð sj êXî.÷ ti ö&ãQñ.îØ÷Øì¶î.ó�å�æØì¶ë4é¶çrî.ë s̄j êXî.÷ t̄i õØâbçrë¹òCçrè6å'ìA)RçuéÇô �U� çëbæ�êXé¶é.òØâbã�)Rç®å'æ.ê/å

s̄j
êXî.÷

t̄i
æ.ê�)Rç®å'æ.ç4ë'êXä-ç�é¶çrî.ó/å'æ � � å¦�"ì¶é¶éØð8ãÎé¶é¶ã���å'æ.ê/å¦�®ç�èuêXîïä-ã=÷Øì¶ð�ô ti ��ìÇå'æ.ãQñ=åè�æ.êXî.óQì¶îØóïìÇå'ë�é¶çrîØóXå'æ�îØãQâ4ìÇå�ë�æØãQäïã/å'ãQòÎôùèré�êXë¹ë®å'ãïòØâbãJèuçrçr÷ å�ã�å'æ.ç½é¶çrð�å

j ú âbçr÷.ñØè6å�ì¶ãQîùì¶î [s/ti] �7 ñ.òØòCãQë¹ç�å'æØç4ð·êXèFå'ãQâ c öCçrð8ãQâbç fj ì¶î f ì¶ë�èrãQä-òCãQë¹çr÷-ãQð p çré¶çräïçrîÎå�êXâ�ô�ë�å'çròØë � á.ãQâ�êXîÎô q ∈ [1, p]
õ

÷ØçFí.î.ç
cq
êXë½å'æ.çïèrãÎä-òCãQëbì«å'ì¶ãQî ãQð�å'æ.ç

q
í.â¹ë�å�çré¶çräïçrîÎå�êQâ¬ô�ë¬å�çròØë ��� çïë¹æØã�� öRô�ì¶îØ÷Øñ.è6å'ì¶ãQî ãQî qå'æ.êEå

t̄i
èuêQî�ö&ç�âbçrò.é�êXèrçr÷�öRô�ê ò.êEå'æ

τq
�"ìÇå'æså'æ.ç�ë'êXäïç�é¶çrîØóXå'æYêXë½êQîØ÷�æ.ãQä-ã/å�ãQòØì¶è�å'ã

t̄i
õO�"æØì¶è�æ

èrâbãQë¹ë¹çrë�îØãïé¶ãJãQòùãQð
cq(s)

õ.ð8ãQâ�êXîRô
q ∈ [1, p] �  � ð j = 1

õ=å�æØçrî
c
ä�ñØë�å�öCç�êXîùçräïò=åmôùèrãQä-òCãQë¹ìÇå'ì¶ãQî

êXîØ÷ å�æØçrâbç�ì¶ë�îØã/å�æØì¶îØó�å'ã-ò.âbã�)Rç � !E¯ãQî.ë¹ì¶÷Øçrâ
τq
êXë¯ì¶îïå'æØç"ì¶îØ÷.ñØè6å'ì¶ãÎîzæÎô�òCã/å'æ.çrë¹ì¶ëuõ;��ìÇå'æ

q < p � £ çFå ` öCç4å'æØç"é¶ãJãQòïå'æ�êEå®êQòØò&çKêXâbçr÷êEå å'ì¶äïç
q + 1 � ¹ îØéÇô

`
èuêXî èuâbãQë¹ëzå�æØçwé¶çrî.ëøö&ãQñ.îØ÷Øçu÷ öRô

τq
êXîØ÷

s̄j

�êQòØòØéÇôØì¶îØó å'æ.ç�:QãQâb÷.êXî

èrñØâ	)Rç�å'æ.çrãQâbçrä+å'ã  ê é¶ì¶ð�åNãQð ! å'æØì¶ë½é¶çrî.ëuõO�®ç-ë¹çrç�å�æ.êEå [cq+1(s)/τq]
â¹çr÷Øñ.èrçrë�å'ã:å�æØç�çräïò=åmô¡�®ãQâb÷

 ò&ãQë¹ë¹ì¶öØéÇô�ñØë¹ì¶îØózç�6=å'âbçräzêXé)âbçu÷ØñØèFå'ì¶ãQîØë�ì¶ð1ãQîØçNèrãQâbî.çrâ�ãQð±å'æ.ç�é¶çrî.ë�ì¶ë"ê-é¶ì¶ð?å�ãQðjå'æ.ç�ö.êXë¹çròCãQì¶îÎå ! � � ôå'æØçïä-ì¶î.ì¶äïêXé¶ìÇå¬ôYãQð
`
õoêXé¶é�é¶çrîØë¹çrëNö&ç6å.�®çuçrî

τq
êXîØ÷

`
æ�ê�)Rç�å'æØçuì¶â�å	�®ã�ëbñ.öØò�êEå'æØë�ãÎð�ç��=ñ.êXé�é¶çrî.ó/å'æ�õ

êXîØ÷��®çNèuêXî�ìÇå'çrâ¹ê/å'ìA)RçréÇô�âbçuä-ã�)Rç�êXé¶é�å'æØçNèrâbãÎëbë¹ì¶î.óQë�ö&çFå.�®çrçrîùå'æ.çrä �º� æØì�ë�òØâbã=èrçrë¹ë�âbçrò.é�êXèrçrë τq öÎô

001
1

s̄j

τq
`

`
`

τq+1

áoì¶óQñØâbç�@{�a� � æØç�ì¶îØ÷Øñ.è6å'ì¶ãQî�ë�å'çròùì¶î £ çuä-äzê:@{½ �
ê�æØãQäïã/å'ãQò.ì¶è½ò�êEå'æ

τq+1
ãQðjå'æØç�ë¹êQä-ç½é¶çrî.ó/å'æøå'æ�êEå�÷Øã=çrë�îØã/å�èrâ¹ãQë¹ë

cq+1(s)

Øë¹çrç�áoì¶óQñ.âbç�@{� �

�1D



2233
sjrj

`

ti

L

L′

4455
sjrj

ti

L′

L′′

t̂i

áoì¶óÎñØâbç¥@�¤�� � æØç"ë¹ìÇå'ñ.êEå�ì¶ãQî:ãQî-å�æØç"é¶çrð�å®èuêXîØî.ã/å®ãJèrèrñ.â��jå'æ.ç�é¶ãJãÎò ` ä�ñ.ë�å¯æ�ê�)Rç"÷Øì¶ë'êXòØòCçuêXâbçu÷zö&çuð8ãQâbç
rj
êXò.ò&çuêXâ¹çr÷�
JæØçrî.èrç

`
æ.êXë�êXîïì¶îØ÷.ç�6  êXë�ê�é¶ã=ãQòïãQð

s ! ë¹äïêQé¶é¶çrâ1å'æ�êXî j êXîØ÷ïèuêXî.îØã/å�ð8ãQâ¹ä êXîïçrä-ò�åmôé�çrîØë´��ìÇå�æ
ti
êXë�å'æ.ì¶ëä�®ãÎñØé¶÷sçrìÇå'æ.çrâ�èrãÎîÎå'â¹êX÷.ì¶è6å"å'æ.êEå

[s/ti]
ì¶ë"é¶çuð�å ú â¹çr÷Øñ.èrçr÷�ãQâ�å'æ�êEå j ì¶ë�ä-ì¶îØì¶äzêXé©õ÷.çròCçrîØ÷Øì�îØó-ãQî å�æØç½ãQâbì¶çuîÎå�êEå�ì¶ãQî�ãQð

` �

� ô:ì¶îØ÷.ñØè6å'ì¶ãÎî�õ��®ç�èuêXî â¹çròØé�êXèuç t̄i öÎô ê�ò.êEå'æ τp ��ìÇå'æ:å'æØç�ë'êXäïç�é¶çrî.ó/å'æøêXë4êXî.÷ æØãÎä-ã/å'ãQò.ì¶è�å'ã
t̄i
õ���æØì¶è�æøèrâbãQë¹ë¹çrë®îØã�é¶ãJãQòøãQð

cp(s) = c(s) � á.ñØâ�å'æØçrâ¹ä-ãQâbçÎõ s̄j êXîØ÷ τp ð8ãQâ¹ä ê�é¶çrîØëº��ìÇå'æ τp å'ã�å'æØçé�çrð�å½ãQð
s̄j � � çrèKêXñØë¹ç |sj | = |f(s)j |

öRôsêQëbë¹ñ.ä-ò=å�ì¶ãQî�õ
sj = c(s)j

ä�ñ.ë�å�æ�ê�)RçNå'æ.ç�ë'êXäïç�é�çrîØó/å'æ�êXë
fj(c(s))j � � å�ð·ãQé¶é¶ã���ë4å'æ.êEå s̄j èuêXîØî.ã/å�öCç½é¶ãQî.óQçrâ¯å�æ.êXî τp ��« çuîØèrç |s̄j | = |τp| = |t̄i| �
+Üù��,�.-°ÿ�x ï©��ý $ ý ý
	�0i��2ª������0c�?�O�¶ý¯�ã
�
�� t′i ð �a
���
�2<
���05�¯2<
,�Xþ�&�þ�
¡�ã
XþJüJý $ 2ª�a�Xþ ti ð ��ÿ(���¨2ª�a��2
[s/ti] $ ý'&Xÿ(�'ý��î2<
 [s/t′i] ð �Xþ�&?9�
 $ �Xþ(� j ∈ [1, 2g] ð [s/t′i]

0c� $ 0«ü1��2 j ò $ ý'&Xÿ(��ý'&��
132�45456d8 áØâ¹ãQä å�æØç�òØâ¹ç�)�ì¶ãQñ.ë"é�çrä-äzê��®ç�èuêXîwêXë¹ë¹ñØäïç�å'æ�êEå

[s/ti]
ì¶ë�é¶çrð�å ú âbçr÷Øñ.èrçr÷ ��7 ñ.òØòCãQë¹çå�æ.êEå1ê�âbì¶óQæÎå

j ú â¹çr÷ØñØèFå'ì¶ãQîNì¶ëjòCãQëbë¹ì¶ö.é¶ç � E¯æØã=ãQë¹ç j ä-ì�îØì¶äïêQéRêXäïãQîØó4å'æ.ç�òCãQë¹ëbì¶ö.é¶çOâbì¶óQæÎå j ú âbçu÷ØñØèFå'ì¶ãQîØë �� æØçrî)õ;�®ç"èuêXî ç�6�æØì�öØìÇå®êQî:çrä-ò�åmôzé¶çrîØë L ö&ãQñ.îØ÷Øçr÷:öÎô sj êXîØ÷ ti õ���ìÇå'æ ti å�ã½å'æ.ç"âbì¶óQæÎå®ãÎð sj � E4êXé¶éêQóÎêXì¶î
s̄j
êXîØ÷

t̄i
å'æ.ç�å.�®ãïâbçrë¹òCçrè6å'ìA)Rç�ëbñ.öØò�êEå'æØë�ãQð

sj
êXîØ÷

ti
ö&ãÎñØîØ÷.ì¶îØó�å'æ.ì¶ë4é�çrîØë �

" ë�ð8ãÎâ £ çrä-äzêÓ@=½=õU�®ç:ë¹æ.êQé¶é�ò.âbã�)Rçzå'æ.êEå-ë¹ãQä-ç ò.êXâ�å�ãQð ti õ(ì¶îØèré¶ñ.÷Øì¶î.ó t̄i õ(èuêXî�ö&ç ä-ãJ÷.ì«í.çr÷�"ìÇå'æØãQñ�å-è�æ.êXî.óQì¶îØó�ìÇå'ë�é¶çrîØó/å�æ�îØãQâ�ìÇå�ë�æ.ãQä-ã/å�ãQòÎôAèré�êQëbë�å'ãwò.âbãJèrçuçr÷ å'ã�û êEåïé¶çuêXë�å�û êsâ¹ì¶óQæÎå
j úâ¹çr÷Øñ.è6å'ì¶ãQî�ì¶î

[s/ti] �áØãÎé¶é¶ã���ì¶îØó å'æ.ç�òØâbã=ãQðOãQð £ çräïäïê,@{½=õr�®ç�èuêQîYêXë¹ë¹ñØäïç�å'æ.êEå
t̄i
èuâbãQë¹ë¹çrë½îØãøé¶ãJãQòYãQð

c(s) � ·(ñ�å
rj = fj(c(s))j �*� ç-æ.ê�)Rç�å'æ.ç-ð8ãQé¶é¶ã��"ì¶îØó�ë¹ìÇå'ñ.ê/å'ì¶ãQî�
 s̄j êXîØ÷ t̄i ð8ãQâbä å'æ.ç-é¶çrîØë L ��ìÇå'æ

t̄i
å'ãøå'æØç

â¹ì¶óQæÎå½ãQð
s̄j
õ�êQîØ÷

rj
ì¶ë�ãQî�å'æ.ç�é�çrð�å½ãQð

sj

�é¶ç6å½ñ.ë�èKêXé¶é L′ å'æ.ç�ëbò�êXèrç�öCãQñØîØ÷.çr÷wöÎô sj êXîØ÷ rj � � ðOêèuãQâbîØçuâ�ãQð L ì¶ë¯ì¶îÎå�çrâbì¶ãQâOå'ã sj õRå�æØçrîzå'æØç"é�ãJãQò ti çrîRå'çrâbë L′ å�æØâbãQñ.óQæïå'æ.ì¶ë¯èrãQâbî.çrâ¯êQîØ÷:ä�ñØë�å®ç�6ØìÇå L′å�æØâbãQñ.óQæ�ê-ò&ãQì¶îRå�ì¶îRå'çrâbì¶ãQâ®å'ã

rj
�(ìÇå"èuêXîØî.ã/å�ç�6�ìÇå"êQèrâbãQë¹ë

sj
êXë®å�æØì¶ë��®ãQñ.é¶÷�çrìÇå'æØçuâ4èrãQîRå'â¹êX÷.ì¶è6å4å�æ.êEå

[s/ti]
ì¶ë�é¶çrð?å ú âbçr÷.ñØèrçu÷ùãQâ¯å�æ.êEå j ì¶ë�ä-ì¶î.ì¶äïêXé �  7 çrç�áoì¶óQñØâ¹ç�@�¤�õ.é¶çrð�åKõ.ð8ãQâ�êXîùì¶é¶é¶ñ.ë¬å�â¹êEå'ì¶ãQî � !

« çrî.èrçQõ�å�æØçrâbç�êXâbç�ê�ë¹ñØö.ò.êEå'æ t̂i ãQð ti èrãQîRå�êXì¶î.ì¶îØó t̄i êXîØ÷ ê�ë¹ñ.öØò.êEå�æ r̂j å'æ�êEåzð8ãÎâbä êYé¶çrî.ë
L′′ ⊂ L ∪ L′ 
Øë¹çrç�áoì¶óQñ.âbç�@�¤ØõØâbì¶óÎæÎå �#� ç�í�âbë�å�èré�êXì�ä å'æ�êEå t̂i êXîØ÷ r̂j æ.ê�)Rç�å'æØç�ë¹êQä-ç½é¶çuîØó/å'æ �

�1¸



sj

r̂j

u

v v′

L′′`

áoì¶óQñØâbç�@ F � � æØç�ì¶îØ÷Øñ.è6å'ì¶ãQî�ë�å'çròùì¶î £ çuä-äzê:@�D �
132�45476i456 np�pl$k76d�Ø�Nl$�Î8 ·�ñ=å

s′ = b(fj(c(s))) ��7 ñ.òØòCãQë¹ç b ◦ fj ◦ c ì¶ë�èrãQäïò&ãQë¹çr÷ ãÎð p çré¶ç úä-çrîÎå6êXâ¬ôùë¬å�çròØë � £ ç6å ` öCç�ê�é�ãJãQòøå'æ.ê/å"êXò.ò&çuêXâ¹çr÷�êEå�å'ì�ä-ç q õØð·ãQâ4ë¹ãQäïç q ∈ [0, p] �#� ç½èrãÎîØë¹ì¶÷Øçrâ�êëbñ.öØò.ê/å'æ
u
ãQð
` ∩ L′′ �"ìÇå'æ å�æØç½ð8ãQé¶é�ã���ì¶îØóïòØâ¹ãQò&çrâ�åmô  · ! � u ì¶ë�ê�è�æ.ãQâb÷ùãQð t̂i êXî.÷�õØì¶ð u èrâbãQë¹ë¹çrë L′ õå'æØçNç�6Jå�çrîØë¹ì¶ãQî�ãQð

u
ì¶î
`
é¶çuê�)Jçrë L′ å'æØâbãÎñØóQæ sj � £ çFå v ö&ç½å'æ.ç�ë¹ñ.ö.êXâbèNãQð t̂i ë¹ñØë�å�êXì¶î.çr÷�öÎô u �C� çëbæ.ã�� öRôøì¶îØ÷.ñØè6å�ì¶ãQîùãQî
q
å'æ.êEå

u
êXî.÷

v
æ.ê�)Jç½ç��Jñ�êXé�é¶çuîØó/å'æ �� ð

q = 0
õ=å�æØçrâbç½ì¶ë�îØã-ë¹ñØö.ò.êEå'æ

u
ãQð
`
��ìÇå'æ å'æ.ç½òØâbãQòCçrâ¬åmô  · ! ð8ãQâ ` ì¶ë4ì¶î s êXî.÷ùèuêXîØî.ã/å�èrâbãQë¹ë

sj
 î.ãQâ L öÎô êXë¹ë¹ñØäïò=å'ì¶ãÎî ! ��7 ãØõ�ëbñ.òØòCãQëbç�å'æØç�ì¶î.÷Øñ.è6å'ì¶ãQî æÎôØò&ã/å'æ.çrë¹ì¶ë¯ì¶ë�å'âbñ.ç�ð8ãQâ¯ë¹ãQä-ç q ≤ 0

êXîØ÷
èrãQîØë¹ì¶÷Øçuâ¯å'æ.ç½é¶ãJãQò

`
å�æ.êEå"êQòØò&çKêXâbçr÷�êEå4å'ì¶äïç

q + 1 � £ ç6å u êQîØ÷ v ö&çNêXë�êXö&ã�)Jç � � ôøâ¹çròØé�êXèuì¶îØóØõ.ì¶ðîØçrèrçrë¹ë'êXâ¬ôJõ
u
öÎô�êXî�ì¶îØî.çrâbäïãQë¬å(ë¹ñØö.ò.êEå�æ�ãQð

`
ì¶î�å�æØç¯é¶çrî.ëoð8ãÎâbä-çr÷�öRô

u
êXîØ÷

v
õ=�4ç�èKêXî�êXë¹ë¹ñØäïçOå'æ.êEå

`
÷ØãJçuë�îØã/å4èrâbãQë¹ëOå'æØì¶ë¯é¶çrîØë � � ð&å�æØç"é¶çrîØë¯ì¶ë¯çrä-ò�åmô:êEå�å'ì¶äïç q+ 1

õRå'æ.çrî��®ç"ä�ñ.ë�å¯æ�ê�)Rç |u| = |v| öRôå'æØç�ä-ì¶î.ì¶äïêXé¶ìÇåmôsãÎð
` � ¹ å'æØçrâg��ì¶ë¹çQõ�å�æØì¶ë�é¶çrî.ë�èrãQîÎå6êXì¶îØë�ëbñ.öØò�êEå'æØë�ãQð�é¶ãJãQòØë"å'æ.êEå�êXò.ò&çuêXâ¹çr÷söCçrð8ãQâ¹ç

` �´� æØçrë¹ç�ëbñ.öØò�êEå'æØë"æ.ê�)Rç�å'æ.çNâbç��=ñØì¶âbçr÷sòØâ¹ãQò&çuâ¬åmô  · ! ��ìÇå'æsâbçrë¹ò&çuè6å�å'ãïå'æØçrë¹çNé�ãJãQòØë�êQîØ÷�õ&öÎôùå'æ.çì¶îØ÷Øñ.è6å'ì¶ãQî-æRô�ò&ãXå'æØçrë¹ì¶ëuõXå�æØç6ô�ä�ñ.ë�åOæ.ê�)Rç®å'æØç4ë'êXäïç4é¶çrîØóXå'æØëOêXë1å'æØç4ë¹ñ.ö.êXâbèrë�ãQð
v
å'æ.ç6ô�ë¹ñØë�å�êXì¶î ��� çèuêXî å'æJñ.ë®âbçuòØé�êXèrç

v
öÎôùê�æØãÎä-ã/å'ãQò.ì¶è�êXâbè

v′
��ì«å'æùç��Jñ.êQé�é¶çrîØóXå'æøë¹ã�å'æ.êEå4å'æØç½é¶çrîØë4öCç6å.�®çrçuî

u
êXîØ÷

v′
ì¶ë¯çräïò=åmô êEå�å�ì¶ä-ç

q+ 1

�áoì¶óQñ.âbç¥@ F ÷.çròØì¶èFå'ëOå'æØç�ë¹ìÇå'ñ.êEå�ì¶ãQî � � å®ð·ãQé¶é¶ã���ë®ð8âbãQä å�æØç"äïì¶îØì¶äzêXé¶ìÇåmô:ãQð

`
å'æ�êEå |u| = |v′| = |v| �¶�ã���õ(é�ç6å

u
ö&çøêXîÙêXâbè ãÎð®å'æ.ç ì¶îÎå'çrâ¹ëbçuè6å'ì¶ãQî ãQð�êsé¶ã=ãQò�ãÎð

s′ = b(fj(c(s)))
��ì«å'æ L′′ �¨� æ.ì¶ëêXâbè ÷ØãJçuë�îØã/å-ì¶îÎå'çuâbë¹çrè6å

rj
ë¹ì¶î.èrç

s′
èrãQîRå�êXì¶î.ë

rj ��« çrîØèrçÎõ u æ�êXëNå'æ.ç êXöCã�)Rç òØâ¹ãQò&çrâ�åmô  · ! êXîØ÷ä�ñØë�å�æ.ê�)Rç�å'æØç�ë¹êQä-ç�é¶çrîØó/å�æsêXë�å'æØçNë¹ñ.ö.êXâbè�ìÇå�ë¹ñØë�å6êXì¶îØë"ãQî
t̂i �´" óÎêXì�î�õ.å'æ.ì¶ë"ä-çuêQîØë�å'æ�êEå?�®ç�èuêXîâbçròØé�êQèrç�å'æ.ç-ë¹ñ.öØò.êEå�æ

t̂i
ãÎð
ti
öÎô�êùæØãÎä-ã/å'ãÎòØì¶èïò�êEå'æ

w
��ìÇå'æ�ç��Jñ.êXéOé¶çrîØó/å�æYë¹ãøå�æ.êEå�î.ã�é¶ãJãQò�ãQð

s′
èuâbãQë¹ë¹çrë�å'æØç�é¶çrî.ë�öCç6å.�®çrçuî

r̂j
êXîØ÷

w � ¶�ã��Nõ w ì¶ë"å�ã:å'æØç�âbì¶óQæRå�ãQð r̂j ë¹ã:å'æ.ç6ôwä�ñØë�å�æ�ê�)Rç�å'æ.çë¹êXäïç�é¶çrî.ó/å'æ�
�ã/å'æ.çrâ	�"ì¶ëbçÎõRå'æ.ç�çré¶çräïçrîÎå�êXâ�ô:ë�å'çrò
f̄j
�®ãQñ.é¶÷ æ�ê�)Rç�î.ç�6Jå4÷ØçrèuâbçuêXë¹çr÷:å'æØç�é¶çrî.ó/å'æ ãQð

rj
õ

ê�èrãQîRå'â¹êX÷.ì¶è6å'ì¶ãQî �
¶�ç�6JåKõ��®ç"èrãQîØë¹ì¶÷.çrâ¯êNèrãQäïò&ãQî.çrîÎå

u
ì¶î
s∩L′ å�æ.êEå®èrâbãÎëbë¹çrë L′′ �¦� æØç�êXâbè u ì¶ë�ë¹ñ.òØò&ãÎâ¬å'çr÷:öÎô:êé¶ãJãQò

h
å'æ�êEå�÷.ì¶ë'êXòØòCçuêXâbçr÷�ö&çuð8ãQâbç

rj
êXò.ò&çuêXâ¹çr÷ ��" óÎêQì¶î�õ�å'æ.ì¶ë�ì¶ä-ò.é¶ì¶çrë®å'æ�êEå u èKêXîØîØãXå�ð8ãQâ¹ä ê-é¶çrî.ë��ìÇå'æ

ti
 öÎô:å'æØç½äïì¶îØì¶äzêXé�è�æØãQì¶èuç½ãQð

j
ãQâ¯å'æ.ç½é¶çrð�å ú âbçr÷Øñ.è6å'ì¶ãQî�ãQð [s/ti] ! ��« çrî.èrç u ä�ñ.ë¬å�öCç½ãQð±ãQîØçãQð)å'æ.ç�å'æ.âbçrç½ð8ãQé�é¶ã���ì¶îØó�åmôØò&çrë  ë¹çrçNáoì¶óQñØâbç�@{¼=õ.é¶çrð�å ! �

@ � ìÇå"çrìÇå'æ.çrâ4èuâbãQë¹ë¹çrë®å'æØç�å.�®ã-èrãÎä-òCãQîØçrîÎå�ë�ãQð t̂i ì¶î L′ õ
¤�»



8899
sjrj

r̂j
u

u

u

v

t̂i

L′

L′′

::;;
sjrj

u

t̂i

L′

L′′

áoì¶óÎñØâbçâ@{¼a� £ çrð�å{� � æ.ç å�æØâbçuç å¬ô�ò&çuëïãQð�èrãQäïò&ãÎîØçrîÎå:ì¶î s ∩ L′ å'æ.êEå:èrâbãÎëbë¹çrë L′′ �?I ì¶óQæRå{� � æØçë¹ñ.öØò.ê/å'æ
t̂i
ãQð
ti
èuêXî�ö&ç�âbçròØé?êXèrçr÷�öÎô:å'æ.ç�å'æ.ì¶è � ÷�êXë¹æØçr÷�èrñØâ	)Jç �

� � ãQâ�æ.êXë�ãQî.ç½ç�6=å'âbçräïìÇåmôøãÎî r̂j õ
¤ � ãQâ�æ.êXë�öCã/å'æùãÎð±ìÇå'ë�ç�6=å'âbçräïìÇå'ì¶çrë�ãQî r̂j �

� î å'æ.ç½é�êXë�å�èuêQëbç¢�®ç�èré�êXì¶ä å'æ.ê/å
u
ä�ñØë�å�æ�ê�)Rç�å�æØç½ë'êXäïç½é¶çrî.ó/å'æ�êQë�ìÇå'ë�è�æ.ãQâb÷

v
ãQî

r̂j �
132�45456�456 np�pl$k76d�Ø�Nl$�Î8 � çøèuêXîÙâbçrë�å'âbì¶èFå�å'ã�å�æØçøèuêXë¹ç¯��æ.çrâbç u ì¶ë-êQî�ì�îØîØçrâ¹ä-ãQë�åzêXâbè�
�å'æØçóÎçrîØçrâ'êXé�èKêXë¹ç½ð8ãQé¶é¶ã���ë�ð8â¹ãQä ê�âbçrèrñ.âbë¹ì¶ãQîùãQî å'æ.ç�é¶ç�)Rçré�ãQð±îØçuë¬å�ì¶îØó-ãQðoêXâbèrë�ãQð)åmô�òCç�¤ � � ð v ì¶ë¯å�ã�å'æØçé�çrð�å�ãQð

u
õ=å�æØçrîùèuãQîØë¹ì¶÷Øçrâ¹ì¶îØó�å'æ.ç½çré¶çrä-çuîÎå�êXâ¬ôøë�å'çuò���æØçuî

h
÷.ì¶ë¹êQòØò&çKêXâbçr÷)õ�ìÇå"ì¶ë4çuêXë¹ì¶éÇôùë¹çrçrî å'æ�êEå

uèKêXîØî.ã/å�öCç�é¶ãQîØóQçuâ�å'æ.êXî
v

Cð8ãQâ�å�æØç�é¶çrîØó/å�æsãQð

h
�®ãQñ.é¶÷sæ.ê�)Jç�÷Øçrèrâ¹çuêXë¹çr÷sã/å'æ.çrâ	��ì¶ë¹ç � ¶"ã��NõCì¶ð v ì¶ëå�ã å'æØç-âbì¶óQæÎåNãQð

u
õ)èuêXé¶é

k
å'æ.ç-é¶ãJãQòwå'æ�êEå�â¹çròØé�êXèuçr÷

h
�"æØçrî

h
÷.ì¶ë'êXòØòCçuêXâbçr÷�êXî.÷�èKêXé¶é

`
å'æØç-é¶ã=ãQò

å�æ.êEåNâbçrò.é�êXèrçr÷
k
��æØçrî

k
÷Øì¶ë'êXòØòCçuêXâbçu÷ �î� ç � î.ã�� å'æ.êEå h ÷.ì¶ë¹êQòØò&çKêXâbçr÷Yö&çuð8ãQâbç rj êQòØò&çKêXâbçr÷)õ kì�ë®å'ã�å�æØç�é¶çrð�å�ãQð

h
õ�êXîØ÷

k
÷.ãJçrë�îØã/å"ì¶îÎå�çrâbë¹çrè6å

sj �C" ë"ê-èrãQî.ë¹ç��JñØçuîØèrçQõ k ì¶îRå'çrâbë¹çrè6å�ë rj êXî.÷�ä�ñØë�åæ�ê�)Rçï÷Øì¶ë'êXò.ò&çuêQâbçr÷�ö&çuð8ãQâbç
rj
êXòØòCçuêXâbçr÷ � � åNð·ãQé¶é¶ã���ë½å'æ�êEå ` ÷ØãJçuë�î.ã/å�ì¶îÎå'çrâ¹ëbçuè6å L′ �¯« çuîØèrçQõ)å'æØçé�çrîØë Lk` ð8ãÎâbä-çr÷söRô k êXîØ÷ ` èrãQîRå�êXì¶î.ë�å'æ.ç�é¶çrîØë�ð8ãQâbäïçr÷söÎô u êXî.÷ v �ä� ç�ç�)RçrîRå'ñ.êXé¶é«ô�ç�6�æØì¶ö.ìÇå½êë¹ì¶äïòØé¶ç�é�ãJãQò

h′
ì¶î Lk` �"ìÇå'æ�å'æØç�ð·ãQé¶é¶ã���ì¶îØóøòØâbãQòCçrâ¬åmô�� h′ ì¶ë�æØãQäïã/å'ãQò.ì¶è�å�ã h õ |h′| = |h| õ�êXîØ÷ h′èuãQîÎå�êXì¶î.ë

u �¦� æ.ì¶ëÜ��ì¶é¶éCì¶îzå'ñ.âbî ì¶ä-òØé«ô-å'æ�êEå u èKêXîØî.ã/å®öCç"é¶ãQî.óQçrâOå'æ�êXî v õ=ë¹ì¶î.èrç"ã/å�æØçrâg��ì¶ë¹ç k èrãQñ.é¶÷æ�ê�)RçïöCçrçrî�ë¹æØãQâ�å'çrîØçu÷ ��� ã�èuãQîØë�å'âbñ.è6å h′ õ��®çzèrãQîØë¹ì¶÷.çrâ�å'æ.ç-é�çrîØë¹çrëNð8ãQâ¹ä-çr÷�öÎô h êXî.÷ ` êXî.÷�ð8ãQâçKêXè�æ�ë¹ñØè�æYé¶çrîØë�ãÎñ=å'ë¹ì¶÷Øç Lk` õO�4ç�âbçrò.é�êXèrç�ì¶î h å'æØç�ë¹ì¶÷.ç�ãQî h öÎôså'æØç�ë¹ì¶÷Øç�ãQî ` 
jë¹çrç-áoì¶óQñØâ¹ç:@�  �� æØì¶ë�èré¶çKêXâbéÇôùòØâbãJ÷.ñØèrçuë�ê-é¶ãJãQò:��ìÇå'æøå'æØç�÷Øçrë¹ì¶âbçr÷�òØâbãÎò&çrâ�åmô �
� çïèuêXî�ç�)JçrîÎå'ñ�êXé¶éÇôYâ¹çròØé�êXèrç t̂i ì¶î ti öÎô�êXî êXâ¹èïì¶îØë¹ì¶÷Øç L′′ å�æ.êEå�ð8ãQé¶é¶ã��"ë½å'æØçïãÎñ=å'çrâ¹ä-ãQë�å�êXâbèrëNãQðå¬ô�ò&ç�¤ùêXëNèrãQîØë¹ì¶÷.çrâbçr÷�ì¶îwå�æØç-é?êXë¬å�èré�êQì¶ä � áoì¶óQñ.âbç�@=¼=õjâbì¶óQæRåKõjì¶é¶é¶ñ.ë¬å�â¹êEå'çrë½å'æØì¶ëNâbçròØé�êXèuçrä-çrîRå �Ã� çãÎö=å�êXì¶î êùë¹ì¶ä-ò.é¶ç-é¶ã=ãQò

t′i
î.ãùé¶ãÎîØóQçrâ�å'æ�êXî êXîØ÷�æØãQäïã/å'ãQò.ì¶è�å�ã

ti � [s/t′i]
ì¶ë�÷.çr÷Øñ.èrçr÷Yð·âbãQä

[s/ti]öRôYêùâ¹ì¶óQæÎå
j ú â¹çr÷Øñ.è6å'ì¶ãQî êXîØ÷�òCãQë¹ëbì�öØéÇôYã/å'æØçuâ½â¹çr÷Øñ.è6å'ì¶ãQî.ë�ì¶ð¯ë¹ãQä-çzêXâbèuë�ãQð s ∩ L′ êXâ¹ç-ãQðOå¬ô�ò&ç�@ �¶"ã/å'ç-å'æ�êEå�å�æØçzì¶îÎå'çrâ¹ëbçuè6å'ì¶ãQî.ëNãQð

t̂i
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