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Introduction

Chemins, cycles, lacets, homotopie, m;

p,q:[0,1] — M avec p(0) = p(1) = q(0) = q(1)

p~gqsidF:[0,1] x [0,1] - M :
Vte[0,1] F(0,t) = F(1,t) = p(0)
Vs €[0,1] F(s,0) = p(s)

Vs €[0,1] F(s,1) = q(s)

Définition
m1(M, x) = ens. lacets de base x modulo ~ avec loi de

concaténation.
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Introduction
Homotopie libre de cycles

c,d : R/Z— M
I|bre
dsi3F :R/Z x [0,1] - M :
Vs €[0,1] F(s,0) = c(s)
Vs € [0,1] F(s,1) =d(s)
Pour tout cycle ¢, un chemin d'approche ¢(0) ~> x définit un
élément [c]| de m1(M, x) a conjugaison prés.

I|br

d ssi [c] et [d] sont conjugués.
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Introduction

Calcul du

m(Tx ) =< a, abal =1>
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Questions topologiques

Test d’homotopie
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Questions topologiques
Test d’homotopie

P @ @ o —

——>— — e

W(f)=a
F IR g < W(f) et W(g) sont conjugués
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Questions topologiques
Test d’homotopie

P @ @ o —

—>— —e
W(f)=a

libi
fFYg e W(f) et W(g) sont conjugués

[Dey and Guha, 1999]

Décision en O(n + ki + ko)
Cas ouverts : M orientable, g(M) =2 ou
M non-orientable, g(M) = 3,4
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Questions topologiques

Systeme canonique

/

< ai, b1, an, bs... , g, bg \[al, bl][az, bz] ... [ag, bg] >
[Vegter and Yap, 1990], [Lazarus et al., 2001]

Calcul d'un systéme canonique en temps optimal O(gn).
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Questions topologiques
Systeme canonique

ad 'bc dc1a ! b1
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Questions topologiques

Systeme canonique

[...]cZYalct aXW

a —

... [c.d]ZYXW

[

Francis Lazarus Homotopie et optimisation de courbes



Questions métriques et optimisation

Plus petit graphe des coupe

Pb: Calcul d'un sous-graphe de longueur minimal dont le
complémentaire est un disque topologique.
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Questions métriques et optimisation

Plus petit graphe de coupe

[Erickson, Har-Peled, 2002]

NP-difficile par réduction du pb du sous-arbre de Steiner.
O(log? g)-approximation en O(g?nlog n) time.
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Questions métriques et optimisation

Plus petit systeme fondamental

[Erickson and Whittlesey, 2005]

On peut calculer un systeme fondamental de longueur minimale en
temps O(nlog n+ gn)

Francis Lazarus Homotopie et optimisation de courbes



Représentant minimal a homotopie pres

Condition des trois chemins

D — >

[Thomassen 90]
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Représentant minimal a homotopie pres

Condition des trois chemins

> >

[Thomassen 90]
Exemples : Les cycles non-séparateurs, les cycles non-contractiles

Contre-exemples : Les cycles séparateurs non-contractiles, une
classe d’"homotopie

Francis Lazarus Homotopie et optimisation de courbes




Condition des trois chemins invalides

Représentant minimal dans une classe d’homotopie

[Colin de Verdiere et Lazarus, 2002]

Soient S de taille n et genre g et o = max(|ej|)/ min(|ej|). Soit un
lacet simple de taille k. On peut calculer un lacet simple minimal
homotope en temps O(g2ak?(gak + n)log(gak + n)).
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Condition des trois chemins invalides

Représentant minimal dans une classe d’homotopie

[Colin de Verdiere et Lazarus, 2002]

Soient S de taille n et genre g et o = max(|ej|)/ min(|ej|). Soit un
lacet simple de taille k. On peut calculer un lacet simple minimal
homotope en temps O(g2ak?(gak + n)log(gak + n)).

Francis Lazarus Homotopie et optimisation de courbes



Condition des trois chemins invalides

Représentant minimal dans une classe d’homotopie libre

[Colin de Verdiere et Lazarus, 2003]

Soient S de taille n et genre g avec b bords et
a = max(|ei|)/ min(|ej|). Soit un lacet simple de taille k. On peut
calculer un lacet simple minimal librement homotope en temps

O((g + b)2a?(k + n)*log(ak + n)).
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Condition des trois chemins invalides

Représentant minimal dans une classe d’homotopie libre

[Colin de Verdiere et Lazarus, 2003]

Soient S de taille n et genre g avec b bords et
a = max(|ei|)/ min(|ej|). Soit un lacet simple de taille k. On peut
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Condition des trois chemins invalides

Représentant minimal dans une classe d’homotopie

Cas général [Erickson, Colin de Verdiere 2006]
@ Décomposition octogonale
@ Construction de la zone admissible du R.U.

© calcul de p.c.c. dans la zone admissible

eSAS 4 'w'l"‘"
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Condition des trois chemins invalides
Décomposition octogonale
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Condition des trois chemins invalides

Construction de la zone admissible et calcul p.c.c
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Condition des trois chemins invalides
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Condition des trois chemins invalides

Construction de la zone admissible et calcul p.c.c

Analyse : Argument de Dehn pour la taille de la zone admissible.
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Condition des trois chemins invalides

Plus court cycle de partage

[Chambers et al., 2006]

Le calcul d'un pccp est NP-difficile. 1l existe un algorithme de
complexité g%&)nlog n (le probleme est FPT).
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NP-difficulté

Réduction cycle Hamiltonien au cycle séparateur

Graphe grille
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NP-difficulté

Réduction cycle Hamiltonien au cycle séparateur

[Itai et al. 82]
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NP-difficulté
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NP-difficulté

Réduction cycle séparateur a PCCP
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Propriété d'intersections

Configuration défavorable
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Propriété d'intersections

Preuve Il

Compter le nombre maximal de lacets homotopes.
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Propriété d'intersections

Preuve Il

Deux arcs homotopes bordent un disque.
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Propriété d'intersections

Preuve Il

N

A chaque croisement avec une courbe séparatrice, |'orientation est
inversée.
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Propriété d'intersections

Preuve Il
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Propriété d'intersections

Preuve Il

‘~~ "’
Sam -<-”

Le nouveau cycle est simple, 0-homologue, non contractile = cy-
cle de partage plus court avec moins d'intersections = contradiction
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Propriété d'intersections

Conclusion

Problemes essentiels résolus : test homotopie, calcul d'un élément
minimal dans une classe d’"homotopie.

@ Cas non traités pour le test d’homotopie
o Calcul d’un systéme canonique minimal
o Calcul d’une décomposition en pantalons minimale

o Calcul d'une homotopie “minimale” entre deux courbes
homotopes
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