
Persistan
e homologiqueFran
is Lazarus18 mars 20081 MotivationLa notion de persistan
e homologique apparaît dans les arti
les de Robins [5℄ puis de Edels-brunner et al. [3℄ dans le 
adre de la théorie de l'approximation. Dans 
es arti
les et dans laplupart de 
eux qui ont suivis sur 
e thème [2, 4, 1℄ l'aspe
t homologique tend à e�a
er le
ara
tère purement algébrique de la persistan
e. Zomorodian et Carlsson [6℄ en donne unevision 
ertes algébrique, mais au détriment 
ette fois d'une 
larté d'exposition dans sonappli
ation au 
al
ul homologique. Cette vision repose en e�et sur des outils assez lourdsd'algèbre 
ommutative. La se
tion 4 du présent do
ument restitue 
ependant l'essentiel de
ette vision par sou
is de 
omplétude. L'obje
tif de 
e do
ument est de donner un exposésimple de la persistan
e qui préserve la distin
tion entre aspe
ts algébrique et homologique.Il semble que les algorithmes y gagnent en 
larté. À 
et égard, le traitement des transposi-tions dans les �ltrations de 
omplexes simpli
iaux, 
omme exposé à la se
tion 3.3, sembleplus fa
ile d'a

ès que dans l'arti
le original [2℄.On se donne une �ltration d'un 
omplexe simpli
ial K :
∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = KCette �ltration induit une suite de morphismes en homologie :

H∗(K1) → . . . → H∗(Kn)où 
haque �è
he est induite par l'in
lusion. Clairement, 
ette suite de morphismes est uninvariant plus ri
he pour la �ltration que la simple 
olle
tion des groupes d'homologie. Onpourra 
onsidérer par exemple deux �ltrations de longueur 2 du tore 
ommençant par un
y
le 
ontra
tile ou non.En travaillant ave
 des 
oe�
ients dans un 
orps on obtient ainsi une 
haîne d'appli
ationslinéaires. On dé�nit de manière naturelle une notion de morphismes entre deux telles
haînes. La question se pose alors de 
lassi�er les 
haînes à isomorphisme près. On vamontrer que la notion d'intervalle de persistan
e fournit un invariant 
omplet.2 Classi�
ation des 
haînes d'appli
ations linéaires2.1 Dé
omposition 
anoniqueOn se donne une 
haîne d'appli
ations linéaires de longueur n entre des espa
es ve
toriels
Ei de dimensions �nies sur un 
orps F donné :1



E1
φ1

→ . . .
φn

→ En+1 (1)Pour tout (i, j) ∈ [1, n + 1]2 on dé�nit φi,j : Ei → Ej 
omme la 
omposition des φk entre
Ei et Ej . Plus pré
isément, on pose� ∀i ∈ [1, n] : φi,i = IdEi� ∀1 ≤ i < j ≤ n + 1 : φi,j = φi+1,j ◦ φi et φj,i = 0.Exemple 2.1 On note F (i, j) la 
haîne

0 → . . . → 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)×0

→ F 1 Id
→ . . .

Id
→ F 1

︸ ︷︷ ︸

(j−i+1)×F 1

→ 0 → . . . → 0
︸ ︷︷ ︸

(n−j+1)×0C'est-à-dire ave
 les notations 
i-dessus : Ek est l'espa
e de dimension 1 sur F pour k ∈
[i, j] et 0 sinon, tandis que φk est l'identité pour k ∈ [i, j[ et l'appli
ation nulle sinon.Le résultat prin
ipal de 
ette se
tion est une dé
omposition 
anonique des 
haînes d'appli-
ations linéaires.Théorème 2.2 Pour toute 
haîne (Ei, φi) de longueur n de la forme (1), il existe ununique multi-ensemble d'intervalles, I, tel que (Ei, φi) est isomorphe à la somme dire
te

⊕

[i,j]∈I

F (i, j) (2)où 
haque intervalle [i, j] apparaît dans 
ette somme ave
 sa multipli
ité dans I. Les inter-valles de I sont appelés intervalles de persistan
e de (Ei, φi).Dans 
ette somme dire
te l'espa
e d'indi
e k est la somme dire
te des espa
es � i
i 0 ou
F 1 � de même indi
e dans les F (i, j). Les appli
ations linéaires sont également obtenuspar somme dire
te des appli
ations � i
i 0 ou l'identité � de même indi
e.Soit I le multi-ensemble d'intervalles de persistan
es du théorème. On note ni,j la mul-tipli
ité de l'intervalle de persistan
e [i, j] dans I. Pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ n on pose
βi,j = rang(φi,j).Lemme 2.3 Pour tout 1 ≤ i < j ≤ n + 1 : ni,j = βi,j − βi−1,j − (βi,j+1 − βi−1,j+1)Preuve : Clairement, 
haque F (k, ℓ) de la dé
omposition 
ontribue pour 1 dans βi,j siet seulement si [i, j] ⊂ [k, ℓ]. Par suite, βi,j − βi−1,j 
ompte le nombre d'intervalles depersistan
e de la forme [i, ℓ] ave
 ℓ ≥ j. Soit en
ore βi,j −βi−1,j =

∑

ℓ≥j ni,ℓ. On en déduitle lemme. 2Le lemme montre l'uni
ité du multi-ensemble d'intervalles dans le théorème. L'existen
e,montrée 
i-dessous, repose sur la notion de base 
ompatible.2



2.2 Bases 
ompatiblesPour x ∈ Ei, on pose
x(j) =

{
φi,j(x) si i ≤ j
0 sinonDé�nition 2.4 Une base 
ompatible pour la 
haîne (1) est la donnée d'une famille X ⊂

⋃

i Ei, l'union étant 
onsidérée 
omme disjointe, telle que pour 1 ≤ i ≤ n + 1 la famille
{x(i) | (x ∈ X) ∧ (x(i) 6= 0)}est une base de Ei.Par la suite on utilise par 
ommodité la fon
tion d'a
tivation a : X → [0, n] telle que

∀x ∈ X : x ∈ Ea(x).Proposition 2.5 Toute 
haîne du type (1) admet une base 
ompatible.Preuve : On pro
ède par ré
urren
e sur la longueur de la 
haîne. Pour une longueur nulle(E1 seul est donné), une base quel
onque de E1 fournit une base 
ompatible. On 
onsidèreune 
haîne du type (1) de longueur n > 0 et on suppose que X est une base 
ompatiblepour la sous-
haîne de longueur n − 1 :
E1

φ1

→ . . .
φn−1

→ En (3)On dé�nit de manière ré
ursive des bases 
ompatibles X0 = X,X1, . . . pour (3). Le but estd'obtenir une base 
ompatible Xk, pour k = |X|, dont les éléments s'envoient dans En+1soit sur 0 soit sur une sous-famille libre de En+1. Pour 
ela on 
ommen
e par ordonner leséléments x0, x1, . . . de X de manière 
ompatible ave
 l'a
tivation, i.e. i < j =⇒ a(xi) ≤
a(xj). On suppose avoir 
onstruit Xi−1 pour un i ≥ 0 ave
 un ordre sur ses éléments
y0, y1, . . . 
ompatible ave
 l'a
tivation.� Si yi(n + 1)

(
= φn

(
yi(n)

)) est nul ou linéairement indépendant de {yj(n + 1)}j<i alorson pose Xi = Xi−1,� sinon, on peut é
rire yi(n + 1) =
∑

j<i λjyj(n + 1) et on pose y′i = yi −
∑

j<i λjyj(i) et
Xi = Xi−1 \ {yi} ∪ {y′i}Clairement Xi est 
ompatible pour (3) : les familles de la dé�nition 2.4 pour Xi sontobtenues par des 
hangements de bases élémentaires à partir des familles 
orrespondantespour Xi−1. On dé�nit de manière évidente l'ordre sur Xi à partir de l'ordre sur Xi−1.On obtient ainsi une base 
ompatible Xk de (3) pour k = |X| et on véri�e que les élémentsnon nuls de {x(n + 1)}x∈Xk

forment une famille libre dans En+1.Il reste à 
ompléter Xk par une base d'un supplémentaire de φn(En) pour obtenir une base
ompatible pour (1). 2Dé�nition 2.6 À tout élément x d'une base 
ompatible, on asso
ie son intervalle de per-sistan
e {i |x(i) 6= 0}. 3



Lemme 2.7 Les intervalles de persistan
e des éléments d'une base 
ompatible 
oïn
identave
 les intervalles de persistan
e du théorème 2.2.Preuve : Il su�t d'adapter la preuve du lemme 2.3 en dé�nissant 
ette fois nij 
ommela multipli
ité de l'intervalle [i, j] parmi les intervalles de persistan
e des éléments d'unebase 
ompatible. 2Preuve de l'existen
e de la dé
omposition 
anonique du théorème 2.2 : Notonstout d'abord qu'une dé
omposition 
anonique admet une base 
ompatible formée, pour
haque F (i, j) de la dé
omposition, d'un générateur de F 1 dans l'espa
e d'indi
e i. L'in-tervalle de persistan
e d'un tel générateur est pré
isément [i, j].Soit une 
haîne de la forme (1). Par la proposition 2.5, on peut 
hoisir une base 
ompatible
X pour 
ette 
haîne. Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistan
e des élémentsde X et soit Y une base 
ompatible de la dé
omposition 
anonique (2) 
onstruite 
omme
i-dessus. On note Fi l'espa
e d'indi
e i dans la dé
omposition 
anonique et on 
onsidèreune bije
tion f : X → Y qui respe
te les intervalles de persistan
e (
f. lemme 2.7). Cettebije
tion induit pour 
haque i un morphisme fi : Ei → Fi obtenu en envoyant la base de Eiasso
iée à X (
f. dé�nition 2.4) sur la base 
orrespondante de Fi via f : fi(x(i)) = f(x)(i).Clairement les fi forment une appli
ation de 
haîne et l'inverse de f induit l'appli
ationinverse. 23 Persistan
e des �ltrations de 
omplexes simpli
iauxOn se donne un 
omplexe simpli
ial K et une �ltration K :

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K (4)de sorte que Ki = Ki−1 ∪ σi où σi est un simplexe de K. Une �ltration équivaut i
i à sedonner un ordre sur les simplexes de K dont les pré�xes sont des sous-
omplexes de K. On
onsidère l'homologie sur un 
orps F , de sorte que les H(Ki) sont des espa
es ve
toriels.Selon l'usage on note C(Ki) (resp.Z(Ki), resp. B(Ki)) l'espa
e des 
haînes (resp. 
y
les,resp. des bords) de Ki. On omet volontairement la dimension pour ne pas alourdir lesnotations. On peut soit la rétablir partout où elle est utile, soit 
onsidérer que les espa
es
C(Ki), Z(Ki), B(Ki),H(Ki) sont des sommes dire
tes de 
es espa
es usuellement pris dans
haque dimension.En 
onsidérant l'appli
ation bord 
omme un endomorphisme de C(Ki), on obtient par laformule du rang d'une appli
ation linéaire :

dim C(Ki) = dimZ(Ki) + dim B(Ki)On en déduit en retran
hant à 
ette équation 
elle pour Ki−1, et en notant que dimC(Ki)est le nombre de simplexes de Ki :
(
dimZ(Ki) − dim Z(Ki−1)

)
+

(
dim B(Ki) − dim B(Ki−1)

)
= 1Les deux termes entre parenthèses étant positifs ou nuls on a pour tout i,1. ou bien dim Z(Ki) = dimZ(Ki−1) + 1 et B(Ki) = B(Ki−1),4



2. ou bien Z(Ki) = Z(Ki−1) et dimB(Ki) = dim B(Ki−1) + 1.Dé�nition 3.1 On dira que l'indi
e i (ou le simplexe σi) dans la �ltration K est positifdans le premier 
as, et négatif dans le se
ond. L'ensemble des indi
es positifs et négatifsde K sont respe
tivement notés P(K) et N (K).Lemme 3.2 Les 
onditions suivantes sont équivalentes
• σi est positif,
• σi est dans le support d'un 
y
le z ∈ Z(Ki) et Z(Ki) = Z(Ki−1) ⊕ Fz,
• ∂σi ∈ B(Ki−1),La preuve est laissée à titre d'exer
i
e. Notons que dans tous les 
as on a

B(Ki) = B(Ki−1) + F∂σi, (5)la somme étant dire
te si et seulement si σi est négatif.Les in
lusions de la �ltration (4) induisent une 
haîne de longueur n entre les groupesd'homologie de 
haque 
omplexe de la �ltration :
H(K1) → . . . → H(Kn) → 0 (6)Lemme 3.3 Tout intervalle de persistan
e de (6) est de la forme [i, j[ ave

(i, j) ∈ P(K) × (N (K) ∪ {n + 1}).De plus, tout indi
e positif (resp. négatif) est la borne inférieure (resp. supérieure) d'ununique intervalle de persistan
e de multipli
ité un.On notera que n+1 n'est pas 
onsidéré 
omme un indi
e négatif et qu'en général plusieursintervalles peuvent se terminer en n + 1.Preuve : On note ni (resp. mi) le nombre d'intervalles de persistan
e de (6) 
ommençant(resp. se terminant) en i. On note également βi le rang du morphisme induit H(Ki) →

H(Ki+1) par l'in
lusion Ki ⊂ Ki+1. D'après la forme 
anonique (2), la dimension de H(Ki)est le nombre d'intervalles de persistan
e 
ontenant i. En partitionnant 
es intervalles en
eux qui 
ommen
ent en i et les autres, on obtient :
dim H(Ki) = ni + βi−1de même, en séparant 
es intervalles en 
eux qui se terminent en i et les autres, on obtient :
dim H(Ki) = mi + βiPuisque B(Ki) ⊂ B(Ki+1) ⊂ Z(Ki) ⊂ Z(Ki+1), l'image de H(Ki) = Z(Ki)/B(Ki) dans

H∗(Ki+1) = Z(Ki+1)/B(Ki+1) est isomorphe à Z(Ki)/B(Ki+1), d'où
βi = dim Z(Ki) − dimB(Ki+1)On en déduit, ave
 dim H(Ki) = dim Z(Ki) − dimB(Ki), que

ni = dim Z(Ki) − dim Z(Ki−1) et mi = dim B(Ki+1) − dimB(Ki)Ces deux égalités permettent de 
on
lure, 
ompte tenu de la dé�nition des indi
es positifset négatifs. 25



Dé�nition 3.4 Le lemme pré
édent permet de dé�nir les appli
ations naissan
e et mort
N : N (K) → P(K) et M : P(K) → N (K) ∪ {n + 1}telles que pour tout indi
e i positif et tout indi
e j négatif les intervalles [i,M(i)[ et [N(j), j[sont des intervalles de persistan
es de (6). On appellera intervalles de persistan
e de la�ltration K les intervalles de persistan
e de la 
haîne induite (6).3.1 Famille 
ompatible des bordsNotre obje
tif est de 
al
uler les signes des simplexes et les intervalles de persistan
e de la�ltration (4) de manière e�
a
e. On introduit pour 
ela la notion de famille 
ompatibledes bords.Dé�nition 3.5 Une famille 
ompatible des bords pour la �ltration (4) est une famille

{xj}j∈J , J ⊂ [1, n], de 
y
les de K véri�ant les 
onditions1. ∀i ∈ [1, n], {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)} est une base de B(Ki),2. Notons ν(j) l'indi
e maximal des simplexes du support de xj. Alors ∀i, k ∈ J, i 6=
k =⇒ ν(i) 6= ν(k).Lemme 3.6 La fon
tion ν dé�nie 
i-dessus 
oïn
ide ave
 la fon
tion N de la dé�ni-tion 3.4.Preuve : La 
ondition 1 
i-dessus et la note suivant l'équation (5) montrent que J =

N (K). Le lemme 3.2 montre également que pour tout j ∈ J , ν(j) ∈ P(K). On dé�nit des
y
les zi ∈ Z(Ki) pour tout i ∈ P(K) 
omme suit :
• Si i ∈ P(K) \ ν(J), on 
hoisit zi tel que Z(Ki) = Z(Ki−1) ⊕ Fzi (
f. lemme 3.2).
• Sinon, i = ν(j) pour un 
ertain j ∈ J et on pose zν(j) = xj.On laisse au le
teur le soin de véri�er que les 
lasses d'homologie des zi (pris dans H(Ki))forment une base 
ompatible pour (6) au sens de la dé�nition 2.4 et que les intervalles depersistan
e des zν(j) sont de la forme [ν(j), j[. 2Proposition 3.7 Toute �ltration admet une famille 
ompatible des bords.La preuve est donnée par l'algorithme qui suit.Exer
i
e 3.8 Montrer que N(i + 1) = i implique que σi est une fa
e de σi+1.3.2 AlgorithmeLe lemme 3.6 
i-dessus indique qu'il su�t de 
onstruire une famille 
ompatible des bordspour 
al
uler le signe de 
haque simplexe et les intervalles de persistan
e d'une �ltration.La 
onstru
tion se fait par ré
urren
e sur la taille n de la �ltration. Le 
as n = 1 est trivialpuisque l'unique simplexe de la �ltration est né
essairement positif. Supposons don
 avoir
onstruit une famille 
ompatible des bords {xj}j∈J pour la sous-�ltration K′ :

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn−16



On désigne par N : J → P(K′) la fon
tion de naissan
e asso
iée. Supposons pouvoir
al
uler une dé
omposition du bord de σn sous la forme
∂σn =

∑

j∈J

αjxj + xn (7)de sorte que1. ou bien xn est nul,2. ou bien l'indi
e maximal des simplexes du support de xn n'est pas dans N(J).Si xn est nul alors B(Kn) = B(Kn−1) (
f. (5)) et {xj}j∈J reste une famille 
ompatible desbords pour K. Sinon, 
'est le 
as pour {xj}j∈J ∪ {xn}.Notons que toute famille 
ompatible des bords forme une base é
helonnée de ve
teurs surla base 
anonique des simplexes (
f. 
ondition 2 de la dé�nition 3.5). La dé
omposition (7)peut don
 s'obtenir par la méthode du pivot de Gauss dé
rite par le pseudo-
ode suivant :
y := ∂σn

i := indi
e maximal des simplexes du support de yTant que ( (y 6= 0) ∧ (i ∈ N(J)) )
j := N−1(i)
α :=
oe�
ient de σi dans y
β :=
oe�
ient de σi dans xj

y := y − (α/β)xj

i := indi
e maximal des simplexes du support de yFin tant que
\∗ y 
ontient xn à la sortie de la bou
le ∗\Analyse de la 
omplexité On sto
ke 
haque 
y
le xj par la liste des 
oe�
ients de sessimplexes dans un tableau indexé par les n simplexes de K. On représente la fon
tion Npar un tableau de taille n ; la 
ase j 
ontient N(j) si σj est négatif et 0 sinon. On sto
keégalement la fon
tion inverse N−1 (= M) dans un tableau de taille n. Le 
al
ul de xn dansl'algorithme pré
édent prend un temps O(n2). On en déduitProposition 3.9 Le 
al
ul d'une famille 
ompatible des bords et de la fon
tion N pourune �ltration de longueur n requiert un temps O(n3) sur une ma
hine F -RAM (i.e. lesopérations élémentaires +,−, ∗,÷ sur F prennent un temps 
onstant). En parti
ulier, onpeut 
al
uler les intervalles de persistan
e de la �ltration dans le même temps.3.3 Transposition dans une �ltrationSoient σi et σi+1 deux simplexes de la �ltration K 
onsidérée tels que σi n'est pas une fa
ede σi+1. Alors on peut former une nouvelle �ltration K′ de K en transposant les ordres de
σi et σi+1. On note

∅ = K ′
−1 ⊂ K ′

0 ⊂ K ′
1 ⊂ . . . ⊂ K ′

n = K
ette nouvelle �ltration et σ′
0, σ

′
1, . . . , σ

′
n ses simplexes. On a ainsi� σ′

j = σj si j 6= i, i + 1,� σ′
i = σi+1 et σ′

i+1 = σi, 7



de sorte que� K ′
j = Kj si j 6= i,� K ′
i = Ki−1 ∪ σi+1.L'obje
tif est i
i de 
al
uler rapidement les intervalles de persistan
e de la �ltration K′ àpartir de 
eux de K. On note M : P(K) → N (K) ∪ {n + 1} la fon
tion de mort pour K et

N ′ : N (K′) → P(K′) la fon
tion de naissan
e pour K′. On suppose disposer d'une famille
ompatible des bords {xj}j∈N (K).
σi et σi+1 sont positifs : En parti
ulier B(K ′

i) = B(K ′
i), d'où B(Kj) = B(K ′

j) pourtout j ∈ [1, n]. La famille {xj}j∈N (K) véri�e trivialement la 
ondition 1) de la dé�nition 3.5.Cas 1 Si M(i) = n + 1 ou si M(i + 1) = n + 1, alors {xj}j∈N (K) véri�e également la
ondition 2) et est don
 une base 
ompatible des bords pour K′. Dans le 
as parti
ulieroù M(i) = n + 1 et M(i + 1) < n + 1 on peut é
rire
xM(i+1) = ασi+1 + βσi +

∑

j<i

βjσj ave
 α 6= 0. (8)Si β = 0 alors N ′(M(i + 1)) = i (puisque σ′
i = σi+1), sinon N ′(M(i + 1)) = i + 1 desorte que N ′ = N .Cas 2 Sinon M(i) < n+1 et M(i+1) < n+1. On peut alors é
rire, en plus de l'équation(8),

xM(i) = γσi +
∑

j<i

γjσj ave
 γ 6= 0On pose alors
x′ = xM(i+1) −

β

γ
xM(i) = ασi+1 +

∑

j<i

β′
jσjCas 2.a Si M(i) < M(i + 1) ou si β = 0, on pose x′

M(i+1) = x′ et x′
j = xj pour

j 6= M(i + 1). On véri�e que {x′
j}j∈N (K) est une famille 
ompatible des bords pour

K′. En parti
ulier N ′(M(i + 1)) = i et N ′(M(i)) = i + 1.Cas 2.b Sinon M(i) > M(i + 1) et β 6= 0. On pose 
ette fois x′
M(i) = x′ et x′

j = xjpour j 6= M(i). On véri�e à nouveau que {x′
j}j∈N (K) est une famille 
ompatible desbords pour K′. En parti
ulier N ′ = N .

σi est négatif et σi+1 est positif : En parti
ulier ∂σi+1 ∈ B(Ki). On peut don
 é
riresur la base {xj}j≤i de B(Ki) :
∂σi+1 =

∑

j≤i

αjxjCas 1 Si αi = 0 alors ∂σi+1 ∈ B(Ki−1), d'où
B(K ′

i) = B(Ki−1)+ < ∂σi+1 > = B(Ki−1)On obtient ainsi une famille 
ompatible des bords {x′
j}j∈N (K′) pour K′ en posant







N (K′) = N (K) \ {i} ∪ {i + 1}
∀j ∈ N (K′) \ {i + 1}, x′

j = xj

x′
i+1 = xi 8



Cas 2 Sinon, αi 6= 0, d'où
B(K ′

i) = B(Ki−1)+ < ∂σi+1 > = B(Ki−1)⊕ < xi > = B(Ki)d'où B(Kj) = B(K ′
j) pour tout j ∈ [1, n]. On en déduit que {xj}j∈N (K) reste une famille
ompatible des bords pour K′.

σi est positif et σi+1 est négatif : On a don

B(Ki) = B(Ki−1) et

B(Ki+1) = B(Ki)⊕ < ∂σi+1 > = B(Ki−1)⊕ < ∂σi+1 >On en déduit
B(K ′

i) = B(Ki−1)+ < ∂σi+1 > = B(Ki+1) = B(K ′
i+1)On obtient ainsi une famille 
ompatible des bords {x′

j}j∈N (K′) pour K′ en posant






N (K′) = N (K) \ {i + 1} ∪ {i}
∀j ∈ N (K′) \ {i}, x′

j = xj

x′
i = xi+1

σi et σi+1 sont négatifs : On é
rit sur la base {xj}j≤i+1 de B(Ki+1) :
∂σi+1 = αxi+1 + βxi +

∑

j<i

γjxjave
 α 6= 0 puisque σi+1 est négatif. Je pose
x′

i = αxi+1 + βxi et ∀j ∈ N (K) \ {i, i + 1}, x′
j = xjCas 1 Si N(i + 1) > N(i) ou si β = 0, je pose également

x′
i+1 = xiCas 2 Sinon, N(i + 1) < N(i) et β 6= 0 et je pose

x′
i+1 = xi+1Dans les deux 
as on a

B(K ′
i) = B(Ki−1)⊕ < ∂σi+1 > = B(Ki−1)⊕ < x′

i > et
B(K ′

i+1) = B(Ki+1) = B(Ki−1)⊕ < x′
i, x

′
i+1 > = B(K ′

i)⊕ < x′
i+1 >Ce qui montre que {x′

j}j∈N (K) véri�e la 
ondition 1) de la dé�nition 3.5. On laisse aule
teur le soin de véri�er la 
ondition 2) dans les deux 
as.Les �gures 1 à 5 illustrent les di�érents 
as de transposition. Les intervalles de persistan
eissus de i ou i + 1 sont représentés en très plein pour la �ltration K et en traits pointilléspour K′. Chaque 
as est également illustré par un exemple simple de �ltration, les indi
esdes di�érents simplexes indiquant leur ordre dans la �ltration K.9
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Fig. 1 � Cas 1 lorsque σi et σi+1 sont positifs. (a) : M(i) = M(i + 1) = n + 1 et i = 1 surl'exemple. (b) : M(i) < n + 1, M(i + 1) = n + 1 et i = 2 sur l'exemple. (
) : M(i) = n + 1,
M(i + 1) < n + 1 et β 6= 0 et i = 1 sur l'exemple. (d) : M(i) = n + 1, M(i + 1) < n + 1 et
β = 0 et i = 2 sur l'exemple.
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Fig. 2 � Cas 2 lorsque σi et σi+1 sont positifs. i = 2 sur tous les exemples. (e) : 
as 2.aave
 M(i) < M(i + 1). On obtient β = 0 si x5 = 3 − 2 et β 6= 0 si x5 = 3− 1. (f) : 
as 2.aave
 M(i) > M(i + 1) et β = 0. (g) : 
as 2.b.10
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Fig. 5 � Cas où σi et σi+1 sont négatifs. i = 4 sur tous les exemples. (n) : 
as 1 ave

N(i + 1) > N(i). On obtient β = 0 si x5 = 3 − 2 et β 6= 0 si x5 = 3 − 1. (o) : 
as 1 ave

N(i + 1) < N(i), β = 0. (p) : 
as 2.Complexité En maintenant l'expression de 
haque xj et du bord ∂σi de 
haque simplexede la �ltration dans la base {xj}, on véri�e qu'un temps linéaire O(n) su�t à la mise àjour des xj , des ∂σi et des intervalles de persistan
e après une transposition.4 Persistan
e algébriqueOn donne i
i une vision plus abstraite de la persistan
e, 
omme développée par Carlssonet al. [6℄.4.1 Dé�nitions, rappels et résultats diversRéféren
es sur les anneaux et modules (gradués) : Notes de Tom Marleyhttp ://www.math.unl.edu/∼tmarley1/905notes.pdfIntrodu
tory Le
tures on Rings and Modules. J. A. Bea
hy. London Mathemati
al So
iety,Student Texts 47.Anneau prin
ipal = Prin
ipal Integral Domain (PID) = anneau intègre (unitaire et 
om-mutatif) dont tous les idéaux sont prin
ipaux (engendrés par un singleton).Théorème 4.1 Tout module de type �ni sur un PID D se dé
ompose de manière uniquesous la forme

Dβ
n⊕

i=1

(D/diD)12



ave
 n, β ∈ ZZ, di ∈ D tels que di | di+1.Anneau ZZ-gradué :
A =

⊕

i∈ZZAi 
omme groupes abéliens (9)
Ai.Aj ⊂ Ai+j (10)Remarque : A0 est un sous-anneau.Le shift A(k) de A par k modi�e la graduation de A de sorte que A(k)i = Ai−k.Module gradué sur un anneau A gradué :

M =
⊕

i∈ZZMi 
omme groupes abéliens (11)
Ai.Mj ⊂ Mi+j (12)Remarque : Chaque Mi est un R0-module.Les éléments de Mi sont dits homogènes de degré i.La somme de modules gradués est un module gradué de manière évidente.

N est un sous-module gradué de M si N =
⊕

i Ni où Ni = N ∩ Mi. C'est équivalent àdire que N admet une famille de générateurs homogènes, ou en
ore que les 
omposanteshomogènes de tout u ∈ N sont dans N .Si N est un sous-module gradué de M , alors M/N est naturellement un module gradué(sur le même anneau A) ave
 (M/N)i = {m + N |m ∈ Mi}. (La graduation de N sert àmontrer que la somme des (M/N)i est dire
te). Notons que (M/N)i ≃ Mi/Ni.Un morphisme f : M → N de modules gradués est un morphisme qui respe
te la gra-duation. Il est de degré d si f(Mi) ⊂ Ni+d. Le noyau et l'image d'un morphisme graduésont des sous-modules gradués. On en déduit que l'homologie d'un 
omplexe de modulesgradués est graduée.Théorème 4.2 (de stru
ture) Tout module gradué de type �ni sur un PID gradué Dest isomorphe (au sens gradué) à une unique dé
omposition de la forme
n⊕

i=1

D(αi) ⊕
m⊕

j=1

(D/djD)(αj)où dj ∈ D est homogène, dj | dj+1 et αi, αj ∈ ZZ.4.2 Persistan
eSi F est un 
orps, alors D = F [t] est un PID gradué ave
 Di = tiF . De plus ses seulsidéaux homogènes sont de la forme tiF [t]. La dé
omposition devient alors de la forme
ℓ⊕

k=1

F (ak, bk)13



ave
 ak, bk ∈ ZZ et 0 ≤ ak < bk ≤ +∞ et où
F (a, b) = (F [t]/(tb−a))(a) si b < +∞ et F (a,+∞) = F [t](a)Dit autrement F (a, b) a des 
omposantes homogènes de degrés a à b − 1 de la forme

F, t̄F, . . . , t̄b−a−1F où t̄ = t mod tb−aF [t] est l'image de t par le quotient.Les intervalles [ak, bk[ déterminent entièrement la dé
omposition et sont appelés intervallesde persistan
e.On a tj−iMi ⊂ Mj. On pose βi,j = dim tj−iMi. D'après la dé
omposition 
i-dessus, il est
lair que βi,j 
ompte le nombre d'intervalles de persistan
e 
ontenant l'intervalle [i, j]. Onen déduit que βi,j −βi−1,j est le nombre d'intervalles de persistan
e de la forme [i, k], ave

k ≥ j. Par suite, le nombre d'intervalles de persistan
e égaux à [i, j[ vaut βi,j−1−βi−1,j−1−
(βi,j − βi−1,j).Notons que si M est un F [t]-module gradué, alors 
haque Mi est un F -espa
e ve
toriel. Onen déduit que les 
omposantes homogènes de l'homologie d'un 
omplexe de F [t]-modulesgradués sont des F -espa
es ve
toriels.4.3 Familles génératri
es 
ompatiblesOn suppose que M est un F [t]-module gradué non-négativement, de type �ni. On 
onsidèreune famille génératri
e B de M formée d'éléments homogènes. On dé�nit ré
ursivementdes familles B0, B1, B2 . . ..� B0 est le sous-ensemble des éléments 0-homogènes de B.� Si Bi = {b0, . . . , bk} et tBi = {tb0, . . . , tbk}, alors Bi+1 est l'union des éléments non nulsde tBi et des éléments de degré i de B.Une famille B est dite 
ompatible si 
haque Bi 
omme 
i-dessus est une base de Mi 
omme
F -espa
e ve
toriel. D'après le théorème de stru
ture M admet au moins une famille 
om-patible : il su�t de prendre un générateur (l'unité de F , qui est de degré ak) dans 
haque
F (ak, bk). Dans 
e dernier 
as on obtient les intervalles de persistan
e en 
onsidérant pour
haque élément e ∈ B sa durée de vie pe, i.e. le plus petit p tel que tpe = 0. L'intervalleasso
ié est alors [deg e,deg e + pe]. Plus généralement,Lemme 4.3 Si B est une famille génératri
e 
ompatible de M , alors M est isomorphe (ausens gradué) à

M =
⊕

e∈B

F (deg e,deg e + pe)Preuve : On 
onsidère l'appli
ation
e ∈ B 7→ l'unité de Fe = F (deg e,deg e + pe).Cette appli
ation s'étend de manière unique en un morphisme gradué de degré 0. Pour levoir, on peut dé
omposer (de manière unique) un élément de M en 
omposantes homogèneset dé
omposer 
haque 
omposante de degré i sur la base Bi. On véri�e qu'en envoyant les
omposantes (des 
omposantes) ainsi trouvées de manière évidente dans M on obtient bienun isomorphisme. 2Ce lemme, ainsi que l'uni
ité du théorème de stru
ture, assure qu'une famille 
ompatibledétermine les intervalles de persistan
e. 14



4.4 Morphismes et familles 
ompatiblesSoit f : M → M ′ un morphisme 0-gradué entre les F [t]-modules M et M ′. Soit B (resp.
B′) une famille génératri
e 
ompatible de M (resp. M ′) telle que f est 'diagonale' dans Bet B′.4.5 Correspondan
eUn module de persistan
e de type �ni est une 
haîne de modules de la forme {Mi, φi}i≥0dont tous les modules sont de type �ni et tel que les φi sont des isomorphismes à partird'un 
ertain rang �ni.Si {Mi, φi}i≥0 est une 
haîne de A-modules, on peut lui asso
ier de manière fon
torielleun A[t]-module gradué M ave
 Mi = Mi, la multipli
ation externe étant dé�nie par
tmi = φi(mi) où mi est un élément i-homogène.Théorème 4.4 (de 
orrespondan
e) Ce fon
teur α est en fait une équivalen
e entre la
atégorie des 
haînes de A-modules de type �ni et la 
atégorie des A[t]-modules de type �nigradués non négativement.La preuve fait appel à la théorie de Artin-Rees en algèbre 
ommutative.Considérons une �ltration K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr. Pour 
haque dimension k on 
onsidère lemodule de persistan
e

Ck(K0) →֒ Ck(K1) →֒ . . . →֒ Ck(Kr)où Ck(Ki) désigne le A-module des k-
haînes de Ki à 
oe�
ients dans A. On note Ck(∗)
e module de persistan
e. L'opérateur bord dé�nit un morphisme ∂ : Ck(∗) → Ck−1(∗).Via la 
orrespondan
e α 
i-dessus, ∂ devient un morphisme de degré 0 entre les modulesgradués Ck = α(Ck(∗)) et Ck−1 = α(Ck−1(∗)). On obtient ainsi un 
omplexe de 
haîne demodules gradués
. . .

α(∂)
→ Ck+1

α(∂)
→ Ck

α(∂)
→ Ck−1

α(∂)
→ . . .La fon
torialité de α implique que l'homologie (graduée) de 
e 
omplexe 
oïn
ide ave
l'image fon
torielle du module de persistan
e de homologies des Ki induit par les in
lusionsde la �ltration.Si A est un 
orps, alors le théorème de stru
ture nous permet d'asso
ier de manière inva-riante des intervalles de persistan
e à une �ltration.Référen
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