
Chapitre 11Algorithmes randomisés inrémentaux
11.1 IntrodutionÉtant donnés un ensemble X d'objets (ex : des points du plan, des droites du plan,. . . ),on s'intéresse à la onstrution d'une ertaine struture géométrique S(X) assoiée à etensemble (ex : l'enveloppe onvexe des points, l'arrangement des droites,. . . ). Le priniped'un algorithme inrémental est de onstruire S(X) réursivement en ajoutant les ob-jets un à un. Plus préisément, si on ordonne les éléments x1, . . . , xn de X , on onstruitréursivement Si = S({x1, . . . , xi}) à partir de Si−1 en insérant xi dans la struture.Un algorithme inrémental est dit randomisé lorsque l'ordre sur les éléments de X estaléatoire. On peut alors onsidérer l'algorithme omme une variable aléatoire sur l'espaedes permutations de X et estimer l'espérane de son oût en temps ou espae. Un telalgorithme est dit de type Las Vegas au sens où l'exéution est aléatoire mais pas lerésultat �nal du alul. La randomisation permet généralement d'obtenir des algorithmesplus simples que dans le as déterministe, tout en onservant des omplexités en moyenneaussi faibles (voire plus faibles) que les omplexités dans le as le pire des algorithmesdéterministes. Le modèle probabiliste, 'est à dire le hoix de la probabilité sur les per-mutations de X , est en général le modèle uniforme. On s'en tiendra ii à e modèle.En partiulier, l'ensemble {x1, . . . , xi} des i premiers objets onstitue un i-éhantillonaléatoire de X dont la probabilité de réalisation est 1/(n

i

). Quiksort est l'arhétype desalgorithmes randomisés inrémentaux.11.2 Le formalismeIl se trouve que la plupart des strutures lassiques renontrées en géométrie algorith-mique, telles que les enveloppes onvexes de points, les arrangements d'hyperplans, les dia-grammes de Voronoi, les déompositions trapézoïdales de segments du plan, et. . . peuventêtre onstruites selon des algorithmes randomisés inrémentaux. Ses algorithmes possè-dent tous les mêmes aratéristiques et peuvent être analysés de manière analogue. Unformalisme abstrait a ainsi pu être développé pour les algorithmes randomisés inrémen-taux. Ce formalisme, introduit par Clarkson et Shor [CS89℄, s'applique aux di�érentes152



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 153strutures itées plus haut et évite des analyses spéi�ques à haque struture partiulière.De manière générale, on onsidère un univers d'objets et un ensemble de on�gurations.Par exemple, pour le problème de l'enveloppe onvexe de points de IRd, les objets sontles points de IRd et les on�gurations orrespondent intuitivement (f. note i-après)aux demi-espaes de IRd. À toute on�guration on assoie un sous-ensemble d'objetset on dit que la on�guration est déterminée par e sous-ensemble. Dans l'exemple quipréède un sous-ensemble de points détermine un demi-espae si son enveloppe a�ne estpréisément l'hyperplan qui borde e demi-espae. Il faut ainsi noter qu'une on�gurationn'est pas à proprement parler un demi-espae mais plut�t la onjontion d'un ensemblede points dont l'enveloppe a�ne est un hyperplan et d'une orientation qui distingue l'undes deux demi-espaes bordés par et hyperplan. Une on�guration admet également unertain sous-ensemble d'objets, disjoint de l'ensemble qui la détermine, en on�it aveelle. Toujours pour le même exemple, un point est en on�it ave tout �demi-espae� quile ontient en son intérieur.Étant donné un sous-ensemble �ni X d'objets, on souhaite onstruire une ertaine stru-ture S(X) formée de l'ensemble des on�gurations déterminées par des sous-ensemblesde X et sans on�it ave les objets de X . On note C0(X) et ensemble de on�gurations.Dans le as du problème de l'enveloppe onvexe, X est un ensemble de points de IRd et
S(X) est l'enveloppe onvexe de es points. Cette enveloppe est onstituée d'un ensem-ble de faettes dont les hyperplans supports sont préisément les bords des demi-espaess'appuyant sur des points de X et ne ontenant auun point en leur intérieur, 'est à diredes demi-espaes de C0(X). On voit ainsi que, sous une hypothèse de position généralesur les objets de X , les éléments de la struture S(X) (ii les faettes) sont en bijetionave les on�gurations de C0(X). Généralement, la struture S(X) que l'on souhaite on-struire est un peu plus rihe que la simple olletion des on�gurations de C0(X). Dansnotre exemple, on peut également vouloir aluler les adjaenes entre faettes. Dans laplupart des as renontrés S(X) est simplement un graphe onstruit sur C0(X).Il est à noter que le formalisme exat des espaes de on�gurations n'est pas totalement�xé dans la littérature. On pourra omparer Clarkson [CS89℄, Mulmuley [Mul00℄ et Ma-tou²ek [SU00, hap. 13℄. En partiulier, la terminologie préédente varie d'un auteur àl'autre. Ainsi, une on�guration est parfois appelée région ou domaine. L'ensemble déter-minant une on�guration est aussi son ensemble de dé�nition ou d'adjaenes (ou enorede 'triggers' en anglais) tandis qu'un objet en on�it ave une on�guration est dit tuerou stopper ette on�guration. Les on�gurations déterminées par des sous-ensembles de
X sont dites réalisables sur X . Les on�gurations réalisables et sans on�it sur X , i.e. de
C0(X), sont dites atives sur X .Voii d'autres exemples importants où le formalisme préédent s'applique.Exemple 11.1 (Arrangement d'hyperplans) Les objets sont les hyperplans de IRd.Un arrangement d'une famille d'hyperplans est onstitué des ellules onvexes de la sub-division de IRd induite par les hyperplans de ette famille. On serait don tenté de dé�nirune on�guration omme une ellule onvexe déterminée par les hyperplans qui la borde.Mais e nombre d'hyperplans n'est à priori pas borné. Or, pour des raisons d'e�aitéalgorithmique, il est important que les on�gurations réalisables soient déterminées parun nombre borné d'objets. Pour remédier à e problème on enrihit l'arrangement en



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 154faisant sa triangulation. Cei peut être fait de manière anonique en triangulant réur-sivement les faes de l'arrangement par ordre roissant sur leur dimension ; haque faeest triangulée par étoilement à partir de son sommet de oordonnées minimales pourl'ordre lexiographique 1. Cei amène à dé�nir une on�guration omme un d-simplexe.Plus préisément, une on�guration est un ouple (σ,H) formé d'un d-simplexe σ et d'unensemble H d'hyperplans inidents à σ (en fait à son bord) tels que σ est dans la tri-angulation anonique de l'arrangement de H. Une telle on�guration est dite déterminéepar H et en on�it ave les hyperplans qui renontrent l'intérieur de σ. On voit main-tenant que les d-simplexes de la triangulation anonique d'un arrangement d'hyperplansen position générale sont en bijetion ave les on�gurations atives de l'ensemble deshyperplans de l'arrangement. L'hypothèse de position générale est aussi importante pourborner la taille des ensembles déterminant les on�gurations réalisables.Exemple 11.2 (Déomposition trapézoïdale de segments du plan) Les objets sontles segments du plan. La struture est la déomposition trapézoïdale obtenue par loison-nement vertial. Une on�guration est un ouple (τ, S) où τ est un trapèze du plan et Sun ensemble de segments inidents à τ et tel que τ soit l'un des trapèzes de la déompo-sition trapézoïdale de S. Cette on�guration est déterminée par S et en on�it ave lessegments qui intersetent l'intérieur de τ . Sous une hypothèse simple de position généralesur une famille de segments, les trapèzes de la déomposition trapézoïdale de ette famillesont en bijetion ave les on�gurations atives sur ette famille.Exemple 11.3 (Intersetion de demi-espaes) Les objets sont les demi-espaes deIRd. Une on�guration est un ouple (p,D) formé d'un point p de IRd et d'un ensemblede demi-espaes dont l'intersetion des hyperplans bordant est p. Une telle on�gurationest dite déterminée par D et en on�it ave tout demi-espae qui ne ontient pas p. Sousune hypothèse de position générale, les sommets du polytope intersetion d'une famille dedemi-espaes sont en bijetion ave les on�gurations atives sur ette famille.Exemple 11.4 (Diagramme de Voronoi du plan) Les objets sont les points du plan(appelés sites). Pour des raisons analogues à l'emploi d'une triangulation anonique d'unarrangement d'hyperplans (f. exemple 11.1) on onsidère la triangulation radiale du dia-gramme de Voronoi de tout sous-ensemble �ni de sites. Elle est obtenue en étoilant haqueellule du diagramme par rapport à son site. Ce qui amène à dé�nir une on�gurationomme une paire (t, S) où t est un triangle et S un ensemble de sites tels que t apparaîtdans la triangulation radiale du diagramme de Voronoi de S et que toute ellule de ediagramme renontre (la l�ture de) t. Une telle on�guration est dite déterminée par Set en on�it ave tout point p tel que t ne soit pas un triangle de la triangulation dudiagramme de Voronoi de S ∪ {p}, i.e. tel qu'il existe un point de t qui soit plus prohede p que des points de S.Exemple 11.5 (Diagramme de Delaunay du plan) Les objets sont les points du plan.Les on�gurations sont les triangles du plan. Un triangle est déterminé par ses sommets1. En fait, puisque l'arrangement omporte des faes non bornées, le bon adre est de plonger IRd demanière anonique dans l'espae projetif, puis de dé�nir un ordre total sur l'espae projetif qui étendel'ordre lexiographique.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 155et en on�it ave tout point intérieur à son erle ironsrit. Sous une hypothèse deposition générale, les triangles de la triangulation de Delaunay d'un ensemble �ni X depoints sont les triangles atifs sur X.Exerie 11.6 Expliitez dans haun des exemples i-dessus la ondition de positiongénérale sur les objets de X a�n que haque on�guration soit déterminée par un nombreborné d'objets, indépendant de la taille de X. Expliitez es bornes.On note P(E) l'ensemble des parties d'un ensemble E.Dé�nition 11.7 Un espae de on�gurations est un quadruplet (O, C, δ, κ) où1. O est un ensemble (on dit aussi univers) dont les éléments sont appelés objets,2. C est un ensemble, dont les éléments sont appelés on�gurations,3. δ : C → P(O) assoie à haque on�guration un sous-ensemble d'objets. Une on-�guration c est dite déterminée par les objets de δ(c).4. κ : C → P(O) assoie à haque on�guration un sous-ensemble d'objets appelé sonensemble de on�its. Une on�guration c est dite en on�it ave tout objet de κ(c).5. ∀c ∈ C : δ(c) ∩ κ(c) = ∅.On appelle degré d'un espae de on�gurations (O, C, δ, κ) le ardinal maximal de δ(c)pour toute on�guration c.Soit X une partie de O. L'espae de on�gurations (O, C, δ, κ) induit sur X un espae deon�gurations (X, C(X), δX , κX) où� C(X) est l'ensemble des on�gurations de C déterminées par des parties de X (i.e. tellesque δ(c) ⊂ X),� δX est la restrition de δ à C(X),� et κX : C(X) → P(X) est dé�nie par κX(c) = κ(c) ∩X.Une on�guration c ∈ C est dite ative sur X si c ∈ C(X) et κ(c) ∩X est vide. On note
C0(X) l'ensemble des on�gurations atives sur X.11.3 Algorithmes statiques11.3.1 Formalisme et analyse randomiséeUn algorithme est dit statique ou hors ligne s'il s'applique à des données onnues àl'avane. Dit autrement, les données sont hargées en mémoire une fois pour toute etne seront plus modi�ées. Relativement au formalisme des espaes de on�gurations, elasigni�e qu'un ensemble �ni X d'objets d'un univers O est donné, et que l'on herhe àonstruire la struture S(X) et don en partiulier les on�gurations atives de l'espaede on�gurations induit sur X . On notera (X, C(X), δ, κ) et espae de on�gurations.Un algorithme inrémental et randomisé fontionne de la manière suivante :(1) On onstruit une permutation aléatoire (x1, x2 . . . , xn) des éléments de X . On pose
Xi = {x1, x2, . . . , xi}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 156(2) On onstruit réursivement S(Xi+1) (et don l'ensemble des on�gurations ativessur Xi+1) en ajoutant xi+1 à S(Xi). Pour ela on doit supprimer les on�gurationsatives à l'étape i (de C0(Xi)) en on�it ave xi+1 et ajouter les on�gurations ativéespar xi+1, 'est-à-dire les on�gurations c ∈ C0(Xi+1) telles que xi+1 ∈ δ(c).Pour failiter la onstrution réursive, on introduit le graphe des on�its Gi entre leson�gurations atives ourantes et les objets non-traités, dé�ni par
Gi =

{

(c, x) : c ∈ C0(Xi) ∧ x ∈ κ(c)
}En partiulier, Gi ⊂ C0(Xi)×(X\Xi) est un graphe biparti. On appellera liste d'adjaenesou liste de on�its d'un noeud de Gi, la liste des voisins de e noeud dans Gi. On note

ℓi(c) (resp. ℓi(x)) la liste de on�its de la on�guration c (resp. de l'objet x) dans Gi. Enpartiulier, ℓi(c) = κ(c). Ces listes permettent de retrouver rapidement les on�gurationsatives de la i-ème étape qui vont disparaître suite à l'ajout de xi+1 : il s'agit préisémentdes on�gurations de ℓi(xi+1).Le aratère statique des données permet de maintenir, en plus de la struture S(Xi),tout ou partie de e graphe des on�its au ours de l'algorithme. L'objetif est de pouvoirreonstituer rapidement la liste ℓi(xi+1). Les détails propres au maintien (d'une partie)du graphe des on�its et de la struture S(Xi) dépendent du problème spéi�que à traiter(déomposition trapézoïdale, enveloppe onvexe, et. . . ). On peut néanmoins analyser demanière générique un algorithme inrémental randomisé et statique en supposant que leoût des diverses mises à jour à l'étape i véri�ela ondition de mise à jour statique : le oût total de l'étape i lors de l'ajout de xiest proportionnel au nombre de di�érenes entre Gi−1 et Gi.Ce nombre de di�érenes inlue1. le nombre ai de on�gurations ativées par xi, i.e. de C0(Xi) \ C
0(Xi−1),2. le nombre a′i de on�its ativés ave es on�gurations (e sont les nouvelles arêtesde Gi qui n'étaient pas dans Gi−1),3. le nombre ti−1 de on�gurations tuées par xi, i.e. de C0(Xi−1) \ C
0(Xi),4. le nombre t′i−1 de on�its tués ave es on�gurations (e sont les arêtes de Gi−1 quine sont plus dans Gi).Puisque toute on�guration ou tout on�it est néessairement ativé avant d'être tué etne peut être tué qu'une fois au plus, on a ompte tenu de t0 = t′0 = tn = t′n = 0 :

∀j ∈ [1, n] :

j
∑

i=1

ti ≤

j
∑

i=1

ai et j
∑

i=1

t′i ≤

j
∑

i=1

a′i. (11.1)Il en résulte que sous la ondition de mise à jour statique, la omplexité d'un algorithmeinrémental statique est proportionnelle au nombre total de on�gurations et on�itsativés au ours de l'algorithme. Pour tenir ompte de l'aspet randomisé, on analyse laomplexité en moyenne, relativement à la distribution uniforme sur les permutations desobjets de X .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 157Lemme 11.8 Soit un espae de on�gurations (X, C(X), δ, κ) de n = |X| objets et dedegré d = maxc∈C(X) |δ(c)|. On note ei = E(|C0(Xi)|) l'espérane du nombre de on�gura-tions atives à l'étape i. L'espérane du nombre total de on�gurations ativées au oursde l'algorithme est majorée par
d

n
∑

i=1

ei
iL'espérane du nombre total de on�its ativés au ours de l'algorithme est majorée par

d2
n

∑

i=1

n− i

i2
eiPreuve de la majoration de l'espérane du nombre de on�gurations atives :On pose Ai = C0(Xi) \ C0(Xi−1) l'ensemble des on�gurations ativées à l'étape i et

ai = |Ai|. Fixons un sous-ensemble Xi ⊂ X de i objets. L'évènement {Xi �xé } désignel'ensemble des permutations de X dont l'ensemble des i premiers éléments oïnide ave
Xi. On a ainsi

E(ai | Xi �xé) = ∑

c∈C0(Xi)

P
(

c ∈ Ai | Xi �xé) = ∑

c∈C0(Xi)

P
(

xi ∈ δ(c) | Xi �xé)La dernière égalité traduisant le fait qu'une on�guration ative à l'étape i ne l'était pasà l'étape i − 1 si et seulement si xi ∈ δ(c). Or P (

xi ∈ δ(c) | Xi �xé) ≤ d/i ar haqueobjet de Xi a la même probabilité 1/i de se retrouver en i-ème position et, par dé�nitiondu degré, au plus d objets sont dans δ(c). D'où
E(ai | Xi �xé) ≤ d

i
|C0(Xi)|et le lemme 1.18 permet de onlure. 2Preuve de la majoration de l'espérane du nombre de on�its ativés : On gardeles notations préédentes et on note a′i le nombre de on�its ativés à l'étape i. On a ainsi

a′i =
∑

c∈Ai

|κ(c)| =
∑

j>i

ajioù aji = |Ai ∩ {c ∈ C(X) : xj ∈ κ(c)}| désigne le nombre de on�gurations ativées àl'étape i et en on�it ave xj . Puisque xj prend toutes les valeurs de X \Xi de manièreéquiprobable, l'espérane E(aji ) ne dépend pas de j (f. exerie 11.9 i-dessous), i.e.
E(aji ) = E(ai+1

i ) pour j > i. D'où
E(a′i) = (n− i)E(ai+1

i )On note Ti = C0(Xi)\C
0(Xi+1) l'ensemble des on�gurations atives tuées à l'étape i+1.Comme ai+1

i = |Ai ∩ Ti|, on a
E(ai+1

i ) =
∑

c∈C(X)

P
(

c ∈ Ai ∧ c ∈ Ti

)

=
∑

c∈C(X)

P
(

c ∈ Ai | c ∈ Ti

)

P
(

c ∈ Ti

)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 158Soit Xi un sous-ensemble de i objets de X et x ∈ X \Xi. On note B(Xi, x) l'ensemble despermutations de X dont l'ensemble des i premiers éléments est Xi et dont le i+ 1-ièmeélément est x. On a égalité entre les événements {c ∈ Ti} et ⋃B(Xi, x), l'union portantsur les (Xi, x) tels que c ∈ C0(Xi) et x ∈ κ(c). Or P
(

c ∈ Ai | B(Xi, x)
)

≤ d/i parun raisonnement analogue à la preuve préédente. D'où P
(

c ∈ Ai | c ∈ Ti

)

≤ d/i (f.exerie 1.21). On en déduit
E(a′i) ≤ d

n− i

i
E(ti)où l'on a posé ti = |Ti|. Par onséquent E(

∑

i a
′
i) ≤ dE(

∑

i
n−i
i
ti). On véri�e aisément quela déroissane de la fontion i 7→ n−i

i
et les inégalités (11.1) impliquent (f. exerie 11.10i-dessous)

E(
∑

i

a′i) ≤ dE(
∑

i

n− i

i
ai)La première majoration du lemme sur l'espérane du nombre ai de on�gurations ativéesà l'étape i permet de onlure. 2Exerie 11.9 Soient X un ensemble de n objets, k ∈ IN et f : Xk+1 → IR. On �xe un

k-uplet d'indies distints I = (i1, . . . , ik) ∈ [1, n]k et on dé�nit n− k variables aléatoires
{fj}j 6∈I sur l'ensemble SX des permutations de X (muni de la probabilité uniforme) par

∀j ∈ [1, n] \ I , ∀σ = (x1, . . . , xn) ∈ SX : fj(σ) = f(xi1 , . . . , xik , xj)Montrer que E(fj) ne dépend pas de j.Exerie 11.10 Soient deux familles de n nombres (ai)1≤i≤n et (ti)1≤i≤n telles que
∀j ∈ [1, n],

j
∑

i=1

ti ≤

j
∑

i=1

aiet soit (αi)1≤i≤n une suite positive déroissante. Montrer que
n

∑

i=1

αiti ≤
n

∑

i=1

αiaiRéférenes- L'état de l'art [Mul00℄ et le livre [Mul94℄ de Mulmuley.- Les artiles fondateurs [CS89, CMS93℄.- Le livre de Boissonnat et Yvine [BY95℄.La notion de graphe d'historique (ou d'in�uene) permet d'étendre le formalisme desalgorithmes randomisés statiques (ou hors-ligne) aux algorithmes semi-dynamiques (ouen ligne) ou dynamiques. La version semi-dynamique permet d'ajouter au ours du tempsdes objets non-spéi�és au début de l'algorithme, e qui n'est pas ompatible ave lanotion de graphe des on�its. Un exemple est fourni par l'algorithme de déompositiontrapézoïdale de la setion 8.2. Dans et algorithme le graphe d'historique est donné parla struture R de reherhe. Un algorithme dynamique gère également la suppressiond'objets au ours du temps. Les référenes i-dessus développent es aspets.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 15911.3.2 AppliationsOn montre ii omment appliquer le formalisme préédent à des exemples de la se-tion 11.2.Déomposition trapézoïdaleOn reprend le adre de l'exemple 11.2. Soit une familleX = {x1, x2, . . . , xn} de n segmentsdu plan telle que deux segments sont soit disjoints soit s'intersetent en une extrémitéommune. On onsidère ii que S(X) est un graphe d'adjaene sur C0(X) où deux on-�gurations sont adjaentes si les trapèzes orrespondants partagent une paroi vertiale.On note que sous une hypothèse raisonnable de position générale, le degré de l'espaede on�gurations est majoré par 4. Compte tenu de la taille linéaire de la déomposi-tion trapézoïdale (i.e. de haque S(Xi)), le lemme 11.8 montre que le nombre moyen deon�gurations ativées au ours de l'algorithme est en O(n) et que le nombre moyen deon�its ativés est un O(n logn) (il su�t de remplaer ei par O(i) dans les formules dulemme). A�n d'en déduire la même omplexité pour tout l'algorithme de déompositionil faut valider la ondition de mise à jour statique. En plus de la déomposition trapézoï-dale S(Xi), on maintient ii le graphe des on�its Gi dans sa totalité. Ce graphe est odésous forme de listes d'adjaenes (de on�its) augmentées de pointeurs bidiretionnels,de sorte que si le trapèze τ est en on�it ave le segment x, l'ourrene de x dans ℓi(τ)pointe vers l'ourrene de τ dans ℓi(x) et vie versa. Voyons les opérations à e�etuerpour mettre à jour S(Xi−1) et Gi−1 suite à l'ajout du segment xi. Il faut� Supprimer les trapèzes ourants en on�it ave xi, .-à-d. traversés par xi, et supprimerles listes de on�its de es trapèzes. Comme noté dans la setion 11.3.1, es trapèzessont préisément eux de la liste de on�its ℓi−1(xi).� Ajouter les trapèzes ativés par xi et les nouvelles relations d'adjaenes liés à estrapèzes et réer les listes de on�its pour es trapèzes.Pour e�etuer es opérations, on proède en deux étapes. Dans une première étape onse limite à subdiviser (en au plus quatre moreaux) haque trapèze ourant traversépar xi ou par les parois vertiales aux extrémités de xi, quitte à onserver des paroisvertiales inutiles (typiquement toute paroi vertiale ourante oupée par xi est sindéeen deux parois dont une seule doit être onservée). On modi�e S(Xi−1) et Gi−1 en aordave es subdivisions. Pour ela on remplae haque trapèze τ qui doit être subdivisépar les (au plus quatre) trapèzes qui le partitionnent et on répartie la liste de on�its
ℓi−1(τ) = κ(τ) entre es trapèzes. Cei prend un temps O(|κ(τ)|). De plus, pour haquesegment x ∈ κ(τ), on remplae τ dans ℓi−1(x) par la sous-liste (de longueur trois auplus) ordonnée de gauhe à droite des nouveaux trapèzes qui partitionnent τ et qui sonttraversés par x. Ce qui prend à nouveau un temps O(|κ(τ)|). La ondition sur l'ordre destrapèzes lors du remplaement permet de supposer que les trapèzes de la liste de on�itsde tout segment sont ordonnés de gauhe à droite le long du segment. Notons que lesrelations d'adjaenes entre et ave les nouveaux trapèzes s'obtiennent aisément en tempsproportionnel à leur nombre.Dans une seonde étape, on supprime les moreaux de parois vertiales inutiles, .-à-d.qui ne passent pas par une extrémité de segment. Cei revient à fusionner ertain destrapèzes introduits à la première étape. Si l'on doit par exemple fusionner les trapèzes
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τ1, τ2, . . . , τk en un trapèze τ ′ il faut fusionner les listes de on�its ℓ(τ1), ℓ(τ2), . . . , ℓ(τk)en une liste ℓ(τ ′) et remplaer haque τj par τ ′ dans toutes les listes ℓ(x) pour x ∈ ℓ(τj).La di�ulté onsiste à supprimer en temps linéaire les répétitions lors de la fusion deslistes et lors des remplaements. On utilise pour ela la propriété d'ordonnanement degauhe à droite des listes de on�its des segments. Plus préisément, on rée une liste
ℓ(τ ′) vide au départ. Puis, on parourt haque ℓ(τj). Pour x ∈ ℓ(τj), on plae x dans ℓ(τ ′)et on remplae dans ℓ(x) la sous-liste ℓ′ de τ1, τ2, . . . , τk (ontenant τj) par τ ′ en tempsproportionnel à |ℓ′|. On supprime de plus x des listes de on�its des trapèzes de la sous-liste ℓ′. Ces suppressions évitent les répétitions dans ℓ(τ ′). Le temps total pris pour etteseonde étape est lairement proportionnel à la somme des tailles des listes de on�its destrapèzes réés à la première étape. Et ette somme est elle-même proportionnel à la tailledes listes de on�its tuées par xi. On valide ainsi la ondition de mise à jour statique.Enveloppe onvexe en dimension d = 2 ou 3On rappelle que pour le problème de l'enveloppe onvexe les objets sont les points de IRdet les on�gurations sont les paires (S, h) où h est un demi-espae et S est un ensemblede points tels que ∂h est l'enveloppe a�ne de S. Une on�guration (S, h) est déterminéepar S et en on�it ave les points ontenus dans l'intérieur de h.Soit alors une familleX ⊂ IRd de n points en position générale, .-à-d. telle que toute sous-famille de d+1 points est a�nement indépendante. On a vu que les hyperplans supportsdes faettes de l'enveloppe onvexe de X orrespondent aux régions atives sur X . Pluspréisément on onsidère ii que S(X) est un graphe d'adjaene sur C0(X) où deuxon�gurations sont adjaentes si les faettes orrespondantes partagent une (d− 2)-fae.En plus de l'enveloppe onvexe S(Xi) on se ontente ii de maintenir un petit sous-graphede Gi. Plus préisément on maintient pour haque sommet x ∈ X \Xi, une faette fi(x)de S(Xi) en on�it ave x, de sorte que fi(x) ∈ ℓi(x). On pose fi(x) = NULL si x estintérieur à S(Xi). On maintient également pour haque faette ative, c, une liste deon�its ℓ′i(c) ⊂ ℓi(c) restreinte aux sommets x tels que fi(x) = c. On maintient de plusun pointeur bidiretionnel entre x et son ourrene dans ℓ′i(fi(x)). Puisque l'ensembledes faettes tuées par x forme un sous-graphe onnexe de S(Xi), on peut identi�er, parun simple parours à partir de la faette fi(x), toutes les faettes en on�its ave x enun temps proportionnel à leur nombre (le degré des sommets de e graphe est borné parhypothèse de position générale).A�n d'appliquer les résultats du lemme 11.8 il faut valider la ondition de mise à jourstatique. Voyons les opérations à e�etuer suite à l'ajout du sommet xi pour mettre àjour S(Xi−1) et les listes de on�its restreintes.� Il faut supprimer les faettes ourantes en on�it ave xi. Comme dérit i-dessus esfaettes s'obtiennent en temps proportionnel à leur nombre à partir de fi−1(xi).� Il faut ajouter les nouvelles faettes inidentes au sommet xi. Soit {ej}j∈J l'ensembledes (d − 2)-faes bordantes, .-à-d. inidentes à la fois à une faette supprimée età une faette onservée. Notons que les faes bordantes ej peuvent être déterminéeslors du parours des faes à supprimer. Les faettes ativées par xi sont de la forme
Conv({xi} ∪ ej). Pour d = 2, {ej}j∈J est réduit à deux sommets et il est aisé d'établirles nouvelles relations d'adjaenes entre arêtes atives. Pour d = 3, les arêtes dans
{ej}j∈J forment un yle et leurs adjaenes induisent elles entre les triangles ativés


