Chapitre 13

Algorithmes randomisés incrémentaux

13.1 Introduction

Etant donnés un ensemble X d’objets (ex : des points du plan, des droites du plan,. .. ),
on s’intéresse a la construction d’une certaine structure géométrique S(X) associée a cet
ensemble (ex : I'enveloppe convexe des points, 'arrangement des droites,. .. ). Le principe
d’un algorithme incrémental est de construire S(X) récursivement en ajoutant les ob-
jets un a un. Plus précisément, si on ordonne les éléments x4, ..., x, de X, on construit
récursivement S; = S({z1,...,2;}) a partir de S;_1 en insérant z; dans la structure.
Un algorithme incrémental est dit randomisé lorsque l'ordre sur les éléments de X est
aléatoire. On peut alors considérer I'algorithme comme une variable aléatoire sur 1’espace
des permutations de X et estimer l'espérance de son coiit en temps ou espace. Un tel
algorithme est dit de type Las Vegas au sens ou l'exécution est aléatoire mais pas le
résultat final du calcul. La randomisation permet généralement d’obtenir des algorithmes
plus simples que dans le cas déterministe, tout en conservant des complexités en moyenne
aussi faibles (voire plus faibles) que les complexités dans le cas le pire des algorithmes
déterministes. Le modeéle probabiliste, c’est a dire le choix de la probabilité sur les per-
mutations de X, est en général le modeéle uniforme. On s’en tiendra ici & ce modéle.
En particulier, 'ensemble {x1,...,x;} des i premiers objets constitue un i-échantillon
aléatoire de X dont la probabilité de réalisation est 1/ (?) Quicksort est 'archétype des
algorithmes randomisés incrémentaux.

13.2 Le formalisme

Il se trouve que la plupart des structures classiques rencontrées en géométrie algorith-
mique, telles que les enveloppes convexes de points, les arrangements d’hyperplans, les dia-
grammes de Voronoi, les décompositions trapézoidales de segments du plan, etc. . . peuvent
étre construites selon des algorithmes randomisés incrémentaux. Ses algorithmes posse-
dent tous les mémes caractéristiques et peuvent étre analysés de maniére analogue. Un
formalisme abstrait a ainsi pu étre développé pour les algorithmes randomisés incrémen-
taux. Ce formalisme, introduit par Clarkson et Shor [CS89], s’applique aux différentes
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structures citées plus haut et évite des analyses spécifiques a chaque structure particuliére.

De maniére générale, on considére un univers d’objets et un ensemble de configurations.
Par exemple, pour le probléme de I'enveloppe convexe de points de R?, les objets sont
les points de R? et les configurations correspondent intuitivement (cf. note ci-apres) aux
demi-espaces de R%. A toute configuration on associe un sous-ensemble d’objets et on
dit que la configuration est déterminée par ce sous-ensemble. Dans 'exemple qui précéde
un sous-ensemble de points détermine un demi-espace si son enveloppe affine est pré-
cisément ’hyperplan qui borde ce demi-espace. Il faut ainsi noter qu'une configuration
n’est pas a proprement parler un demi-espace mais plutot la conjonction d’un ensemble
de points dont I'enveloppe affine est un hyperplan et d’une orientation qui distingue I'un
des deux demi-espaces bordés par cet hyperplan. Une configuration admet également un
certain sous-ensemble d’objets, disjoint de I'ensemble qui la détermine, en conflit avec
elle. Toujours pour le méme exemple, un point est en conflit avec tout “demi-espace” qui
le contient en son intérieur.

Etant donné un sous-ensemble fini X d’objets, on souhaite construire une certaine struc-
ture S(X) formée de l'ensemble des configurations déterminées par des sous-ensembles
de X et sans conflit avec les objets de X. On note C°(X) cet ensemble de configurations.
Dans le cas du probléme de I'enveloppe convexe, X est un ensemble de points de R? et
S(X) est 'enveloppe convexe de ces points. Cette enveloppe est constituée d’un ensem-
ble de facettes dont les hyperplans supports sont précisément les bords des demi-espaces
s’appuyant sur des points de X et ne contenant aucun point en leur intérieur, c¢’est a dire
des demi-espaces de C°(X). On voit ainsi que, sous une hypothése de position générale
sur les objets de X, les éléments de la structure S(X) (ici les facettes) sont en bijection
avec les configurations de C°(X). Généralement, la structure S(X) que I'on souhaite con-
struire est un peu plus riche que la simple collection des configurations de C°(X). Dans
notre exemple, on peut également vouloir calculer les adjacences entre facettes. Dans la
plupart des cas rencontrés S(X) est simplement un graphe construit sur C°(X).

Il est a noter que le formalisme exact des espaces de configurations n’est pas totalement
fixé dans la littérature. On pourra comparer Clarkson [CS89], Mulmuley [Mul00] et Ma-
tousek [SUOO, chap. 13]. En particulier, la terminologie précédente varie d'un auteur a
lautre. Ainsi, une configuration est parfois appelée région ou domaine. L’ensemble déter-
minant une configuration est aussi son ensemble de définition ou d’adjacences (ou encore
de ’triggers’ en anglais) tandis qu'un objet en conflit avec une configuration est dit tuer
ou stopper cette configuration. Les configurations déterminées par des sous-ensembles de
X sont dites réalisables sur X. Les configurations réalisables et sans conflit sur X, i.e. de
C°(X), sont dites actives sur X.

Voici d’autres exemples importants ou le formalisme précédent s’applique.

Exemple 13.1 (Arrangement d’hyperplans) Les objets sont les hyperplans de RZ.
Un arrangement d’une famille d’hyperplans est constitué des cellules convezxes de la sub-
division de R? induite par les hyperplans de cette famille. On serait donc tenté de définir
une configuration comme une cellule convexe déterminée par les hyperplans qui la borde.
Mais ce nombre d’hyperplans n’est a priori pas borné. Or, pour des raisons d’efficacité
algorithmique, il est important que les configurations réalisables soient déterminées par
un nombre borné d’objets. Pour remédier a ce probleme on enrichit [’arrangement par
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sa triangulation. Ceci peut étre fait de maniere canonique en triangulant récursivement
les faces de l’arrangement par ordre croissant sur leur dimension; chaque face est tri-
angulée par étoilement a partir de son sommet de coordonnées minimales pour [’ordre
lexicographique®. Ceci améne a définir une configuration comme un d-simpleze. Plus pré-
cisément, une configuration est un couple (o, H) formé d’un d-simpleze o et d’un ensem-
ble H d’hyperplans incidents a o (en fait a son bord) tels que o est dans la triangulation
canonique de l'arrangement de H. Une telle configuration est dite déterminée par H et
en conflit avec les hyperplans qui rencontrent lintérieur de o. On voit maintenant que
les d-simplexes de la triangulation canonique d’un arrangement d’hyperplans en position
générale sont en bijection avec les configurations actives de l’ensemble des hyperplans de
l’arrangement. L’hypothése de position générale est aussi importante pour borner la taille
des ensembles déterminant les configurations réalisables.

Exemple 13.2 (Décomposition trapézoidale de segments du plan) Les objets sont
les segments du plan. La structure est la décomposition trapézoidale obtenue par cloison-
nement vertical. Une configuration est un couple (1,S) ot T est un trapéze du plan et S
un ensemble de segments incidents a T et tel que T soit l'un des trapézes de la décompo-
sition trapézoidale de S. Cette configuration est déterminée par S et en conflit avec les
segments qui intersectent l'intérieur de . Sous une hypothése simple de position générale
sur une famille de segments, les trapézes de la décomposition trapézoidale de cette famille
sont en bijection avec les configurations actives sur cette famille.

Exemple 13.3 (Intersection de demi-espaces) Les objets sont les demi-espaces de
R?. Une configuration est un couple (p, D) formé d’un point p de RY et d’un ensemble
de demi-espaces dont lintersection des hyperplans bordant est p. Une telle configuration
est dite déterminée par D et en conflit avec tout demi-espace qui ne contient pas p. Sous
une hypotheése de position générale, les sommets du polytope intersection d’une famille de
demi-espaces sont en bijection avec les configurations actives sur cette famille.

Exemple 13.4 (Diagramme de Voronoi du plan) Les objets sont les points du plan
(appelés sites). Pour des raisons analogues a l'emploi d’une triangulation canonique d’un
arrangement d’hyperplans (cf. exemple 13.1) on considére la triangulation radiale du dia-
gramme de Voronoi de tout sous-ensemble fini de sites. Elle est obtenue en étoilant chaque
cellule du diagramme par rapport a son site. Ce qui ameéne a définir une configuration
comme une paire (t,S) ou t est un triangle et S un ensemble de sites tels que t apparait
dans la triangulation radiale du diagramme de Voronoi de S et que toute cellule de ce
diagramme rencontre (la cloture de) t. Une telle configuration est dite déterminée par S
et en conflit avec tout point p tel que t ne soit pas un triangle de la triangulation du
diagramme de Voronoi de S U {p}, i.e. tel qu’il existe un point de t qui soit plus proche
de p que des points de S.

Exemple 13.5 (Diagramme de Delaunay du plan) Les objets sont les points du plan.
Les configurations sont les triangles du plan. Un triangle est déterminé par ses sommets

1. En fait, puisque l’arrangement comporte des faces non bornées, le bon cadre est de plonger R? de
maniére canonique dans l’espace projectif, puis de définir un ordre total sur I’espace projectif qui étende
Pordre lexicographique.
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et en conflit avec tout point intérieur a son cercle circonscrit. Sous une hypothése de
position générale, les triangles de la triangulation de Delaunay d’un ensemble fini X de
points sont les triangles actifs sur X .

Exercice 13.6 FExplicitez dans chacun des exemples ci-dessus la condition de position
générale sur les objets de X afin que chaque configuration soit déterminée par un nombre
borné d’objets, indépendant de la taille de X. Fxplicitez ces bornes.

On note P(F) l'ensemble des parties d’'un ensemble E.

Définition 13.7 Un espace de configurations est un quadruplet (O,C, 6, k) ot
1. O est un ensemble (on dit aussi univers) dont les éléments sont appelés objets,
2. C est un ensemble, dont les éléments sont appelés configurations,

3. 6 :C — P(O) associe a chaque configuration un sous-ensemble d’objets. Une con-
figuration ¢ est dite déterminée par les objets de d(c).

4. k:C — P(O) associe a chaque configuration un sous-ensemble d’objets appelé son
ensemble de conflits. Une configuration c¢ est dite en conflit avec tout objet de k(c).

5. YeeC:d(c)Nk(c)=0.
On appelle degré d’un espace de configurations (O,C, 0, k) le cardinal mazimal de 6(c)
pour toute configuration c.

Soit X une partie de O. L’espace de configurations (O,C, 6, k) induit sur X un espace de

configurations (X,C(X),d0x,kx) ot

— C(X) est l'ensemble des configurations de C déterminées par des parties de X (i.e. telles
que 0(c) C X)),

— 0x est la restriction de 6 o C(X),

— et kx : C(X) = P(X) est définie par kx(c) = r(c) N X.

Une configuration ¢ € C est dite active sur X sic € C(X) et k(c) N X est vide. On note

C°(X) Uensemble des configurations actives sur X.

13.3 Algorithmes statiques

13.3.1 Formalisme et analyse randomisée

Un algorithme est dit statique ou hors ligne s’il s’applique & des données connues a
Iavance. Dit autrement, les données sont chargées en mémoire une fois pour toute et
ne seront plus modifiées. Relativement au formalisme des espaces de configurations, cela
signifie qu'un ensemble fini X d’objets d’un univers O est donné, et que 1’'on cherche a
construire la structure S(X) et donc en particulier les configurations actives de 1’espace
de configurations induit sur X. On notera (X,C(X), 0, k) cet espace de configurations.

Un algorithme incrémental et randomisé fonctionne de la maniére suivante :
(1) On construit une permutation aléatoire (x1, 2. ..,x,) des éléments de X. On pose
Xi = {Il,l’z, Ce ,Ii}.
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(2) On construit récursivement S(X;;1) (et donc l'ensemble des configurations actives
sur X,y1) en ajoutant ;41 & S(X;). Pour cela on doit supprimer les configurations
actives a I'étape i (de C°(X;)) en conflit avec z;,; et ajouter les configurations activées
par x;,1, c’est-a-dire les configurations ¢ € C°(X,,1) telles que x;;; € 6(c).

Pour faciliter la construction récursive, on introduit le graphe des conflits G; entre les

configurations actives courantes et les objets non-traités, défini par

Gi={(c,z) : c€COUX;) Az € K(c)}

En particulier, G; C C°(X;)x (X \X;) est un graphe biparti. On appellera liste d’adjacences
ou liste de conflits d'un noeud de G;, la liste des voisins de ce noeud dans G;. On note
li(c) (resp. £;(x)) la liste de conflits de la configuration ¢ (resp. de 'objet x) dans G;. En
particulier, ¢;(c) = k(c). Ces listes permettent de retrouver rapidement les configurations
actives de la i-éme étape qui vont disparaitre suite a ’ajout de x;; : il s’agit précisément
des configurations de ¢;(z;11).

Le caractére statique des données permet de maintenir, en plus de la structure S(X;),
tout ou partie de ce graphe des conflits au cours de I'algorithme. L’objectif est de pouvoir
reconstituer rapidement la liste ¢;(x;1). Les détails propres au maintien (d’'une partie)
du graphe des conflits et de la structure S(X;) dépendent du probléme spécifique a traiter
(décomposition trapézoidale, enveloppe convexe, etc. .. ). On peut néanmoins analyser de
maniére générique un algorithme incrémental randomisé et statique en supposant que le
colit des diverses mises a jour a 1’étape 4 vérifie

la condition de mise a jour statique : le coit total de l’étape @ lors de ['ajout de x;
est proportionnel au nombre de différences entre G;_1 et G;.

Ce nombre de différences inclue
1. le nombre a; de configurations activées par z;, i.e. de C°(X;) \ C°(X;_1),

2. le nombre a; de conflits activés avec ces configurations (ce sont les nouvelles arétes
de G; qui n’étaient pas dans G;_1),

3. le nombre ¢;_; de configurations tuées par z;, i.e. de CO(X;_1) \ C°(X;),
4. le nombre #;_, de conflits tués avec ces configurations (ce sont les arétes de G;_; qui
ne sont plus dans G;).

Puisque toute configuration ou tout conflit est nécessairement activé avant d’étre tué et
ne peut étre tué qu'une fois au plus, on a compte tenu de ty =t[ =t, =t, =0

Viel,n] : iti < iai et it; < ia;. (13.1)

Il en résulte que sous la condition de mise & jour statique, la complexité d’un algorithme
incrémental statique est proportionnelle au nombre total de configurations et conflits
activés au cours de l'algorithme. Pour tenir compte de I'aspect randomisé, on analyse la

complexité en moyenne, relativement a la distribution uniforme sur les permutations des
objets de X.



Notes Géométrie Algorithmique. December 3, 2014. Francis Lazarus. 178

Lemme 13.8 Soit un espace de configurations (X,C(X),d,k) de n = |X| objets et de
degré d = max ec(x) |0(c)]. On note ¢; = E(|C°(X;)|) Uespérance du nombre de configura-
tions actives a [’étape i. L’espérance du nombre total de configurations activées au cours
de l’algorithme est majorée par

d -

L’espérance du nombre total de conflits activés au cours de l’algorithme est majorée par

n

n—1
d2 E 7:—26i

i=1

Preuve de la majoration de ’espérance du nombre de configurations actives :
On pose A; = C°(X;) \ C°(X;_;) 'ensemble des configurations activées a I'étape i et
a; = |A;|]. Fixons un sous-ensemble X; C X de i objets. L’événement {X; fixé } désigne
I’ensemble des permutations de X dont 1’ensemble des ¢ premiers éléments coincide avec
X;. On a ainsi

E(a; | X; fixé) = Y Plce€ A | X;fixe) = Y P(a; €6(c) | X; fixe)
c€CO(X;) ceCO(X;)

La derniére égalité traduisant le fait qu’une configuration active a I’étape ¢ ne 1’était pas
a I'étape i — 1 si et seulement si z; € d(c). Or P(z; € 0(c) | X; fix¢) < d/i car chaque
objet de X; a la méme probabilité 1/i de se retrouver en i-éme position et, par définition
du degré, au plus d objets sont dans d(c). D’on

i

et le lemme 1.18 permet de conclure. O

Preuve de la majoration de ’espérance du nombre de conflits activés : On garde
les notations précédentes et on note @ le nombre de conflits activés a I'étape 7. On a ainsi

a;= |x(e) =) d

cEA; 7>

ot al = |A;N{c € C(X) : z; € k(c)}| désigne le nombre de configurations activées a
'étape @ et en conflit avec x;. Puisque x; prend toutes les valeurs de X \ X; de maniére
équiprobable, Vespérance E(al) ne dépend pas de j (cf. exercice 13.9 ci-dessous), i.e.
E(a}) = E(a!*") pour j > i. D’ou

)

E(a;) = (n —i)E(a;")

)

On note T; = C°(X;) \ C°(X;11) Uensemble des configurations actives tuces a I'étape i + 1.
Comme @™ = |4; N Tj|, on a
E(ait!) = Z P(CEAZ'/\CETi) = Z P(CGAZ' | cGTi)P(cEﬂ)
ceC(X) ceC(X)
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Soit X; un sous-ensemble de i objets de X et z € X'\ X;. On note B(X;, x) 'ensemble des
permutations de X dont ’ensemble des 7 premiers éléments est X; et dont le ¢ 4+ 1-iéme
élément est x. On a égalité entre les événements {c € T;} et | J B(X;, ), 'union portant
sur les (X;, z) tels que ¢ € C°(X;) et © € k(c). Or P(c € A; | B(X;,z)) < dfi par
un raisonnement analogue & la preuve précédente. Dot P(c € A; | ¢ € T;) < dfi (cf.

exercice 1.21). On en déduit ‘
n—i

E(a)) <d E(t;)

ou l'on a posé t; = |T;|. Par conséquent E(Y; af) < dE(Y, “=*t;). On vérifie aisément que
la décroissance de la fonction ¢ — "= et les inégalités (13.1) impliquent (cf. exercice 13.10
ci-dessous)
n—i
E(Y_a) <dE(Y | ——a)
i i

La premiére majoration du lemme sur I’espérance du nombre a; de configurations activées
a I'étape ¢ permet de conclure. O

Exercice 13.9 Soient X un ensemble de n objets, k € N et f : Xk — R. On fize un

k-uplet d’indices distincts [ = (iy, ... i) € [1,n]* et on définit n — k variables aléatoires
{f;i}jer sur Uensemble Sx des permutations de X (muni de la probabilité uniforme) par
Viel[l,n]\I, Vo= (x1,...,2,) € Sx : filo) = flxiy, ... @i, ;)

Montrer que E(f;) ne dépend pas de j.

Exercice 13.10 Soient deux familles de n nombres (a;)1<i<n €t (t;)1<i<n telles que

VjG[l,n], itzgiaz
i=1 i=1

et soit (a;)1<i<n une suite positive décroissante. Montrer que
n n
Z a;t; < Z Qi
i=1 i=1

Références

- L’état de Part [Mul00] et le livre [Mul94| de Mulmuley.
- Les articles fondateurs [CS89, CMS93].

- Le livre de Boissonnat et Yvinec [BY95].

La notion de graphe d’historique (ou d’influence) permet d’étendre le formalisme des
algorithmes randomisés statiques (ou hors-ligne) aux algorithmes semi-dynamiques (ou
en ligne) ou dynamiques. La version semi-dynamique permet d’ajouter au cours du temps
des objets non-spécifiés au début de I'algorithme, ce qui n’est pas compatible avec la
notion de graphe des conflits. Un exemple est fourni par 1'algorithme de décomposition
trapézoidale de la section 10.2. Dans cet algorithme le graphe d’historique est donné par
la structure R de recherche. Un algorithme dynamique gere également la suppression
d’objets au cours du temps. Les références ci-dessus développent ces aspects.
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13.3.2 Applications

On montre ici comment appliquer le formalisme précédent a des exemples de la sec-
tion 13.2.

Décomposition trapézoidale
On reprend le cadre de 'exemple 13.2. Soit une famille X = {x, x5, ..., x,} de n segments
du plan telle que deux segments sont soit disjoints soit s’intersectent en une extrémité
commune. On considére ici que S(X) est un graphe d’adjacence sur C°(X) ot deux con-
figurations sont adjacentes si les trapézes correspondants partagent une paroi verticale.
On note que sous une hypothése raisonnable de position générale, le degré de 'espace
de configurations est majoré par 4. Compte tenu de la taille linéaire de la décomposi-
tion trapézoidale (i.e. de chaque S(Xj;)), le lemme 13.8 montre que le nombre moyen de
configurations activées au cours de Ialgorithme est en O(n) et que le nombre moyen de
conflits activés est un O(nlogn) : il suffit de remplacer e; par O(i) dans les formules du
lemme. Afin d’en déduire la méme complexité pour tout ’algorithme de décomposition il
faut valider la condition de mise a jour statique. En plus de la décomposition trapézoi-
dale §(X;), on maintient ici le graphe des conflits G; dans sa totalité. Ce graphe est codé
sous forme de listes d’adjacences (de conflits) augmentées de pointeurs bidirectionnels,
de sorte que si le trapéze 7 est en conflit avec le segment z, 'occurrence de = dans ¢;(7)
pointe vers l'occurrence de 7 dans ¢;(x) et vice versa. Voyons les opérations a effectuer
pour mettre a jour S(X; 1) et G; 1 suite a 'ajout du segment z;. 11 faut
— Supprimer les trapézes courants en conflit avec x;, c.-a-d. traversés par z;, et supprimer
les listes de conflits de ces trapézes. Comme noté dans la section 13.3.1, ces trapézes
sont précisément ceux de la liste de conflits ¢;_;(z;).
— Ajouter les trapézes activés par x; et les nouvelles relations d’adjacences liés a ces
trapézes et créer les listes de conflits pour ces trapézes.
Pour effectuer ces opérations, on procéde en deux étapes. Dans une premiére étape on
se limite a subdiviser (en au plus quatre morceaux) chaque trapéze courant traversé
par z; ou par les parois verticales aux extrémités de x;, quitte a conserver des parois
verticales inutiles (typiquement toute paroi verticale courante coupée par z; est scindée
en deux parois dont une seule doit étre conservée). On modifie S(X;_1) et G;_; en accord
avec ces subdivisions. Pour cela on remplace chaque trapéze 7 qui doit étre subdivisé
par les (au plus quatre) trapézes qui le partitionnent et on répartie la liste de conflits
l;—1(7) = K(7) entre ces trapézes. Ceci prend un temps O(|x(7)|). De plus, pour chaque
segment x € k(7), on remplace 7 dans ¢;_;(z) par la sous-liste (de longueur trois au
plus) ordonnée de gauche a droite des nouveaux trapézes qui partitionnent 7 et qui sont
traversés par x. Ce qui prend a nouveau un temps O(|x(7)]). La condition sur l'ordre des
trapézes lors du remplacement permet de supposer que les trapézes de la liste de conflits
de tout segment sont ordonnés de gauche a droite le long du segment. Notons que les
relations d’adjacences entre et avec les nouveaux trapézes s’obtiennent aisément en temps
proportionnel a leur nombre.

Dans une seconde étape, on supprime les morceaux de parois verticales inutiles, c.-a-d.
qui ne passent pas par une extrémité de segment. Ceci revient & fusionner certain des
trapézes introduits a la premiére étape. Si I'on doit par exemple fusionner les trapézes
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oy € li_i(c)

FIGURE 13.1 — Mise a jour de l'enveloppe convexe S(X;_1) en dimension d = 2 lors de
I'insertion de z;. Sur la figure f; 1(x) = f;_1(y) = ¢ tandis que f;_1(2) = NULL.

T, Ta, ..., Tk €n un trapeze 7’ il faut fusionner les listes de conflits ¢(m), ¢(Ta), ..., ¢(T%)
en une liste £(7’) et remplacer chaque 7; par 7" dans toutes les listes £(z) pour = € {(7;).
La difficulté consiste a supprimer en temps linéaire les répétitions lors de la fusion des
listes et lors des remplacements. On utilise pour cela la propriété d’ordonnancement de
gauche a droite des listes de conflits des segments. Plus précisément, on crée une liste
((1") vide au départ. Puis, on parcourt chaque ¢(7;). Pour = € £(7;), on place « dans ¢(7)
et on remplace dans ¢(x) la sous-liste ¢’ de 7y, 7»,...,7; (contenant 7;) par 7’ en temps
proportionnel a |¢'|. On supprime de plus z des listes de conflits des trapézes de la sous-
liste ¢'. Ces suppressions évitent les répétitions dans ¢(7’). Le temps total pris pour cette
seconde étape est clairement proportionnel & la somme des tailles des listes de conflits des
trapézes créés a la premiére étape. Et cette somme est elle-méme proportionnel a la taille
des listes de conflits tuées par x;. On valide ainsi la condition de mise a jour statique.

Enveloppe convexe en dimension d =2 ou 3

On rappelle que pour le probléme de I’enveloppe convexe les objets sont les points de R?
et les configurations sont les paires (S, h) ot h est un demi-espace et S est un ensemble
de points tels que Oh est 'enveloppe affine de S. Une configuration (.S, h) est déterminée
par S et en conflit avec les points contenus dans l'intérieur de h.

Soit alors une famille X C R de n points en position générale, c.-a-d. telle que toute sous-
famille de d + 1 points est affinement indépendante. On a vu que les hyperplans supports
des facettes de I'enveloppe convexe de X correspondent aux régions actives sur X. Plus
précisément on considére ici que S(X) est un graphe d’adjacence sur C°(X) ou deux
configurations sont adjacentes si les facettes correspondantes partagent une (d — 2)-face.
En plus de I'enveloppe convexe S(X;) on se contente ici de maintenir un petit sous-graphe
du graphe des conflits G;. Plus précisément on maintient pour chaque sommet x € X\ X,
une facette f;(z) de S(X;) en conflit avec  (donc f;(z) € ¢;(z)). On pose f;(z) = NULL
si x est intérieur a S(X;) (cf. figure 13.1). On maintient également pour chaque facette
active, ¢, une liste de conflits £;(c) C ¢;(c) restreinte aux sommets z tels que f;(z) = c.
On maintient de plus un pointeur bidirectionnel entre x et son occurrence dans Z;( f;(z)).
Puisque 'ensemble des facettes tuées par = forme un sous-graphe connexe de S(X;), on
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FIGURE 13.2 — Mise a jour de l'enveloppe convexe S(X;_;) en dimension d = 3 lors de
I'insertion de x;. Sur la figure f;_1(z) = fi_1(y) = c et fi(z) = fi(y) = ¢ tandis que
fi(z) = ¢

peut identifier, par un simple parcours & partir de la facette f;(x), toutes les facettes en
conflits avec = en un temps proportionnel a leur nombre (le degré des sommets de ce
graphe est borné par hypothése de position générale).

Afin d’appliquer les résultats du lemme 13.8 il faut valider la condition de mise & jour
statique. Voyons les opérations a effectuer suite a ’ajout du sommet x; pour mettre a
jour S(X;_1) et les listes de conflits restreintes.

— 1l faut supprimer les facettes courantes en conflit avec z;. Comme décrit ci-dessus ces
facettes s’obtiennent en temps proportionnel a leur nombre a partir de f;_1(x;).

— II faut ajouter les nouvelles facettes incidentes au sommet ;. Soit {e;};cs 'ensemble
des (d — 2)-faces bordantes, c.-a-d. incidentes & la fois & une facette supprimée et a
une facette conservée (cf. figure 13.2). Notons que les faces bordantes e; peuvent étre
déterminées lors du parcours des faces a supprimer. Les facettes activées par x; sont de
la forme Conv({z;} Ue;). Pour d = 2, {e;},c; est réduit & deux sommets et il est aisé
d’établir les nouvelles relations d’adjacences entre arétes actives. Pour d = 3, les arétes
dans {e;}jc; forment un cycle et leurs adjacences induisent celles entre les triangles
activés correspondants.

— Pour chaque facette ¢ supprimée, il faut mettre a jour les conflits avec les sommets
de Z(c). Soit x € ;(c). On parcourt les facettes actives en conflits avec = a partir de
fi—1(x) = ¢ en temps constant par facette. Si I’on rencontre une facette ¢’ qui n’est pas
tuée par x;, alors on pose f;(x) = . Sinon, toutes les facettes en conflits avec = sont
tuées par z;, c.-a-d. {;_1(x) C ¢;_1(z;), et ou bien z est intérieur & S(X;), et on pose
fi(x) = NULL, ou bien z est en conflit avec I'une des facettes activées par x;. Soit
c; = Conv({z;} Ue,;) une telle face. La face de S(X;_1) incidente a e; et tuée par z; est
nécessairement en conflit avec z. Pour identifier ¢;, il suffit donc, lors du parcours de
l;_1(z), de tester si la face parcourue est incidente & une (d — 2)-faces bordante e; et
dans ce cas de vérifier si Conv({x;} Ue;) est en conflit avec z. Si aucun test n’aboutie,
c’est que z est intérieur & S(X;) et f;(x) = NULL. Clairement, la mise a jour de f;(x)
prend un temps proportionnel au nombre de faces tuées par x; et en conflit avec x.
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Comme x n’apparait que dans une unique liste £;(c), on en déduit que la mise a jour
de toutes les listes (restreintes) de conflits prend un temps proportionnel au nombre de
conflits tués par z;.
Finalement, I’ensemble des opérations a effectuer & ’étape ¢ vérifie bien la condition de
mise a jour statique. L’hypothése de position générale implique que le degré de 1'espace
de configurations est précisément d. La complexité moyenne de ’algorithme ci-dessus est
donc donnée par le lemme 13.8; ou encore par

O(di % + in ”; o)
=1 1

i=

Or, en dimension 2 ou 3 la taille de I'enveloppe convexe de X; est un O(i) (pour la
dimension 3, on pourra utiliser la formule d’Euler). On en déduit que la complexité
moyenne est un O(nlogn) en dimension 2 ou 3. Notons que cette complexité est optimale
en dimension 2 (et donc 3) par réduction du probléme du tri au calcul de I'enveloppe
convexe : le tri de n nombres t; s’obtient en temps linéaire & partir de ’enveloppe convexe
des n points du plan (;, t2).
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