
Chapitre 5Homologie et approximationSoit X un sous-espae fermé d'un espae métrique (M, d) (On pourra prendre M =IRn). Connaissant une approximation Y de X on souhaite extrapoler la topologie de X.Robins [Rob99℄ a montré omment déduire en pratique l'homologie de X à partir devoisinages tubulaires de Y . Par dé�nition l'ǫ-voisinage tubulaire de Y est
Y ǫ = {x ∈ M : d(x, Y ) ≤ ǫ}Le prinipe développé par Robins est le suivant. Si Y est su�samment prohe de X pourla distane de Hausdor� alors un petit voisinage tubulaire de Y se trouve emboîtés entredeux petits voisinages tubulaires de X et réiproquement. Pour peu que X soit su�samentrégulier, les petits voisinages tubulaires de X ont la même homologie et un simple alulalgébrique montre que ette homologie peut s'exprimer en fontion des homologies desvoisinages tubulaires de Y . Notons que des arguments et onlusions similaires ont étéobtenus par Cohen-Steiner et al. [CSEH07℄ et Chazal et Lieutier [CL05℄. Ce dernier travail,spéi�que aux sous-espaes de M = IRn, montre également omment déduire le groupefondamental de (petits voisinages tubulaires) de X à partir de voisinages tubulaires de

Y .Dans la suite on note dX : y ∈ M 7→ d(y, X) = infx∈X d(y, x) la fontion distane ausous-espae X et Xǫ = d−1
X ([0, ǫ]) le ǫ-voisinage de X.Dé�nition 5.0.5 Un réel positif a est dit valeur régulière homologique de dX s'il existe

ǫ positif tel que l'inlusion j : Xa−ǫ →֒ Xa+ǫ induit un isomorphisme en homologie, i.e.
j∗ : Hk(X

a−ǫ) → Hk(X
a+ǫ) est un isomorphisme pour tout k.Dans le as ontraire a est dit valeur ritique homologique.On dé�nit hfs(X) (homologial feature size) omme l'in�mum des valeurs ritiques ho-mologiques non-nulles de dX.On note dH la distane de Hausdor� :
dH(X, Y ) = max

{

sup
x∈X

dY (x), sup
y∈Y

dX(y)
}
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4.4. Diagramme de persistane. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 46Exerie 5.0.6 Montrer que
dH(X, Y ) = inf{ǫ ≥ 0 : Y ⊂ Xǫ et X ⊂ Y ǫ}Lemme 5.0.7 Pour tout ǫ ≥ 0, on a Xǫ ⊂ Y ǫ+dH(X,Y ).Preuve : Soit z ∈ Xǫ, alors

∀x ∈ X : d(z, Y ) ≤ d(z, x) + d(x, Y ) ≤ d(z, x) + dH(X, Y )On en déduit d(z, Y ) ≤ ǫ+dH(X, Y ) par passage à l'in�mum du membre de droite. D'où
z ∈ Y ǫ+dH(X,Y ). 2remarquons que les r�les de X et Y peuvent être interhangés.On peut désormais énoné le résultat prinipal (appelé théorème d'inférene homologiquedans [CSEH07℄)Théorème 5.0.8 Soit X et Y deux sous-espaes d'un espae métrique (M, d) tels que
hfs(X) > 0 et dH(X, Y ) < hfs(X)/4.Alors, pour tous nombres positifs ǫ, δ tels que dH(X, Y ) + ǫ ≤ δ < hfs(X)/4,l'homologie de Xǫ (en toutes dimensions) est isomorphe à l'image du morphisme induiten homologie par l'inlusion Y δ ⊂ Y 3δ.La proposition mentionne le voisinage tubulaire Xǫ et non X lui-même. Pour de nombreuxespaes (sous-variétés ompates et lisses de IRn, omplexes a�nes �nis plongés dansIRn,. . . ) Xǫ se rétrate par déformation sur X. Par suite Xǫ et X ont la même homologie(et même type d'homotopie). Chazal et Lieutier [CL05℄ donnent ependant un exempled'un sous-espae ompate X du plan ave hfs(X) > 0 pour lequel X et Xǫ n'ont pas lamême homologie : l'espae X, parfois appelé la sinusoide fermée du topologue, est obtenuen reollant le graphe de la fontion sin 1

x
:]0, 2

3π
] → IR ave la ourbe polygonale joignantles points (0, 1), (0,−2), ( 2

3π
,−2) et ( 2

3π
,−1). Alors Xǫ a le type d'homotopie d'un erle(épaissi) alors que X est ontratile. Sur e sujet on pourra également onsulter la notiond'espae ANR (Absolute Neighborhood Retrat) (f. [GH81℄).La preuve du théorème repose sur un petit lemme préparatoire. La démonstration faileest laissée au leteur.Lemme 5.0.9 Soit une haîne de morphismes

A
a
→ B

b
→ C

c
→ D

d
→ Etelle que b ◦ a et d ◦ c sont des isomorphismes. Alors A est isomorphe à l'image de c ◦ b.Preuve du théorème : Par hypothèse sur ǫ et δ et ompte tenu du lemme 5.0.7, on ala suite d'inlusions

Xǫ ⊂ Y δ ⊂ X2δ ⊂ Y 3δ ⊂ X4δPuisque 4δ < hfs(X), les inlusions Xǫ ⊂ X2δ ⊂ X4δ induisent des isomorphismes enhomologie et on onlut ave le lemme préédent après passage aux morphismes induitsen homologie. 2


