
Chapitre 7Arrangements
7.1 Introdution : problème de la disrépaneOn se donne un ensemble �ni P de points dans le arré unité et on ompare la mesurede l'intersetion d'un demi-plan ave le arré ave la proportion de points de P ontenudans ette intersetion. On herhe le maximum de la di�érene entre es valeurs pourtous les demi-plans possibles.Le maximum est obtenu ave des droites qui passent soit par au moins deux points de Psoit par un seul point mais pour des positions extrémales, dues à la forme du arré.On traite expliitement es derniers as en temps O(n2). Pour le as général les droitespassant par deux points de P apparaissent omme des sommets de l'arrangement desdroites duales de P. Il reste à voir ombien de points de P sont de part et d'autres desdroites passant par deux de es points. Pour ela on onstruit expliitement la arte del'arrangement dual et on marhe le long de haque droite à partir d'une extrémité. Il estfaile de maintenir pour haque sommet renontré au ours de ette marhe son niveau,i.e. le nombre de droites duales (des points de P) stritement au dessus de e sommet.7.2 Préliminaire : subdivision du planUne k-ellule du plan est un sous-espae du plan homéomorphe à une k-boule ouverte. Unesubdivision du plan est un ensemble �ni de ellules disjointes de dimension 0, 1 et 2 du plandont l'union est le plan de sorte que la frontière d'une ellule est une union de ellules dedimensions inférieures. Dans la pratique on onsidère souvent que le plan est ompati�épar l'ajout d'un point �à l'in�ni� de sorte que la subdivision porte véritablement sur lasphère et non sur le plan. Pour ette setion on pourra également onsulter le hapitre 2de es notes.Un graphe est planaire s'il peut être plongé dans le plan. Un graphe plan � ou arteplanaire � est un graphe plongé dans le plan. Tout graphe plan onnexe induit unesubdivision du plan dont les faes sont les omposantes bornées du omplémentaire dugraphe. 108



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 109Théorème 7.1 (Relation d'Euler) Tout graphe plan onnexe ayant s sommets, a arêteset f faes véri�e : s− a + f = 1.Preuve : Par réurrene sur le nombre d'arêtes. Trivial si a = 1. Si le graphe ontient unyle, alors on �te une arête de e yle qui borde deux faes distintes (par le théorème deséparation Jordan). L'hypothèse de réurrene s'applique don ave une fae et une arêteen moins. Sinon le graphe est sans yle et ontient un sommet de degré un. En �tant esommet et l'arête inidente on peut à nouveau appliquer l'hypothèse de réurrene aveun sommet et une arête en moins. 2Note : généralement on onsidère la relation d'Euler pour un graphe traé sur la sphère.On passe du plan à la sphère via une projetion stéréographique. La fae non-bornée duplan devient une fae pour la sphère d'où la relation d'Euler pour la sphère : s−a+f = 2.Soit π : G → IR2 un plongement polygonal d'un graphe planaire G (les plongementsdes arêtes sont don des ars polygonaux). On dé�nit pour haque sommet s du grapheun ordre irulaire sur les arêtes a1, . . . , ak inidentes à e sommet par l'ordre irulairedans le sens indirete autour de π(s) des segments de π(a1), . . . , π(ak) inidents à π(s).Si le plongement n'est pas polygonal on peut enore dé�nir un ordre irulaire autourde haque sommet via un homéomorphisme du plan qui transforme les ars intérieurs àun petit disque entré en π(s) en des ars polygonaux tout en laissant �xe l'extérieur dudisque. On montre [MT01, p. 88℄ que et ordre est indépendant de l'homéomorphismeemployé. La donnée ombinatoire du graphe G ave es ordres irulaires est appelé unearte ombinatoire ou système de rotations.On montre [MT01, or. 3.2.5℄ qu'une arte ombinatoire détermine un unique plongementde G à homéomorphisme près. Dit autrement, si π1, π2 : G → IR2 sont deux plongementsde G qui induisent la même arte ombinatoire alors il existe un homéomorphisme φ duplan tel que π2 = φ◦π1. Dans la pratique on représente souvent une arte ombinatoire àl'aide d'une liste de demi-arêtes représentant haune une des deux orientations possiblesde haque arête du graphe. À haque demi-arête a on adjoint deux pointeurs inv et rotrespetivement vers la demi-arête d'orientation opposée et vers la demi-arête suivant adans le sens indirete autour du sommet origine de a. Notons que la demi-arête suivant
a dans la fae située à gauhe de a (en regardant de l'origine vers la pointe de la demi-arête) s'obtient en suivant le pointeur inv puis rot. La struture porte souvent le nomde DCEL pour Doubly-Conneted Edge List. Une telle struture peut être dé�nie pourun plongement dans la sphère et plus généralement dans une surfae orientable de genrequelonque.Référenes :- [MT01℄- Primitives for the manipulation of three-dimensional subdivisions. L. Guibas and J.Stol�, ACM Transations on Graphis, 1985, 4(2), pp 74-123.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1107.3 Arrangement de droitesDé�nition 7.2 Un arrangement d'un ensemble de droites du plan est la déompositiondu plan induite par es droites. Les 2-faes ou ellules de et arrangement sont les om-posantes onnexes du omplémentaire des droites, les 1-faes et 0-faes sont les faes desfermetures de es ellules. Un arrangement est simple si deux droites se oupent toujoursmais trois droites ont une intersetion vide.Théorème 7.3 Un arrangement de n droites a au plus (n
2

) sommets, n2 arêtes et (n
2

)

+
n+ 1 faes.Preuve : Ces bornes sont exates pour un arrangement simple : haque paire de droitess'intersete en un sommet et haque droite est oupée en n segments par les n− 1 autresdroites. Par la relation d'Euler, obtenue sur la sphère en ajoutant un sommet à l'in�ni auplan, on obtient le nombre de faes. On peut se passer de la relation d'Euler en utilisantun balayage par une droite non parallèle à elle de l'arrangement. Le nombre de faes àgauhe de ette droite passe de 0, à l'extrême gauhe, au nombre de sommets, une fois àdroite du dernier sommet de l'arrangement, auquel on doit ajouter n+1 faes à l'extrêmedroite. Ces égalités deviennent des majorations dans le as d'un arrangement quelonque.En e�et, en perturbant de manière in�nitésimale un arrangement non simple A on peutobtienir un arrangement simple A′ dont le nombre de faes majore elui de A en toutedimension. Pour ela, il su�t de déplaer haque droite une à une dans un voisinagetubulaire, ne ontenant auun autre sommet de l'arrangement que eux sur ette droite,de sorte que tous les sommets sur ette droite deviennent simples et que ette droitene soit parallèle à auune autre. Chaque droite avant perturbation étant oupée au plus
n − 1 fois, le nombre de segments de A′ majore elui de A. De même pour le nombrede sommets, puisque haque paire de droites dé�nie au plus un sommet. Pour obtenirune majoration du nombre de faettes on peut assoier à haque faette de A un pointintérieur. Ces points restent intérieurs au omplémentaire des droites après perturbation(su�samment petite pour ela) et restent dans des omposantes onnexes distintes artout segment joignant deux de es points oupe une droite de l'arrangement avant etaprès perturbation. 2Dé�nition 7.4 La zone d'une droite dans un arrangement est l'union des faes de l'ar-rangement dont la fermeture intersete ette droite, et des bords de es faes. La om-plexité de ette zone est le nombre total de faes, arêtes et sommets qu'elle ontient.Théorème 7.5 (de la zone) Le nombre d'arêtes de la zone d'une droite dans un ar-rangement de n droites du plan est majoré par 6n.Preuve 1 : Soient L = {l1, l2, . . . , ln} les n droites d'un arrangement et l une autredroite dont la diretion est dite horizontale (pente nulle). On onsidère l'ensemble E desarêtes de la zone Z(ℓ) de ℓ qui sont stritement au dessus de ℓ (don non inidente à ℓ).On assoie à toute arête e non-horizontale (resp. horizontale et bornée à gauhe) de Ela droite φ(e) ∈ L qui suit la droite support ℓ(e) de e en tournant dans le sens indiret



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 111autour de l'extrémité inférieure (resp. extrémité gauhe) de e. Notons que φ(e) ne peutêtre horizontale. Montrons que pour toute ℓi ∈ L on a |φ−1(ℓi)| ≤ 2. Dans le ontraire onnote e et e′ les deux arêtes de φ−1(ℓi) (dont les extrémités sur ℓi sont) les plus basses. Onvéri�e que les deux dièdres �supérieurs� dé�nis par ℓi et ℓ(e) d'une part et par ℓi et ℓ(e′)d'autre part sont de part et d'autre de ℓi et ne oupent pas ℓ. Les autres arêtes de φ−1(ℓi)sont ontenues dans l'intérieur de l'union de es dièdres et ne sont don pas inidentes àune fae de Z(ℓ), une ontradition. On déduit de e qui préède |E| ≤ 2n. (S'il y a unedroite horizontale alors |E| ≤ 2(n− 1) + 1).Le nombre d'arêtes supérieures ou inférieures de la zone et non-inidentes à ℓ est donmajoré par 4n. L'ensemble des arêtes de Z(ℓ) inidentes à ℓ est par ailleurs majoré par
2n puisque haque droite de L donne naissane à au plus deux telles arêtes. 2La preuve qui suit permet de majorer par 8n− 4 le nombre de ouples (e, f) où e est unearête inidente à une fae f de la zone.Preuve 2 : Ave les notations de la preuve 1, on oriente les li non horizontales versle bas et les autres vers la droite. On onsidère ensuite une droite l′ in�nitésimalementtranslatée au dessus de l. Cette droite oupe les faes dont la fermeture intersete l etsituées (partiellement) au dessus de l selon une suite ordonnée de gauhe à droite. Pourhaune de es faes on érit la haîne des droites supports de ses arêtes situées au dessusde l dans un parours dans le sens indirete du bord de la fae, en ommençant par unearête inidente à l. On ajoute par ailleurs un signe + (resp. -) à haque droite supportselon son sens de parours. La onaténation de gauhe à droite de es listes fournit unmot sur les symboles ±li. On sinde e mot en deux sous-mots L+ et L− selon les signesdes symboles.Remarque : Une arête a non horizontale (resp. horizontale) de L+ a sa fae f(a) à gauhe(resp. en dessous) de sa droite support l(a) en raison du sens de parours des faes. Paronséquent toutes les faes à gauhe de f(a) (relativement à l′) sont également à gauhede l(a).Les sous-mots L+ et L− véri�ent les propriétés suivantes :� ils ne ontiennent pas de fateur lili ar deux arêtes portées par les mêmes droitesappartiennent à des faes distintes séparées par un hemin joignant li à l. Le derniersegment de e hemin est porté par une droite lj 6= li et est parouru dans les deuxsens. Autrement dit pour toute double ourrene de li dans L+ ou L− il existe un ljqui les sépare.� ils ne ontiennent pas de sous mot de la forme liljlilj. Supposons que liljli est sous-motde L+. Soient ag, b et ad les segments orrespondant respetifs. On forme un yle avela haîne gauhe cg (resp. droite cd) de f(ag) (resp. f(ad)) omprise entre l et li et lessegments des droites l et li joignant f(ag) et f(ad). Ce yle est onvexe don simple.
b renontre l'intérieur de ette région de part sa position dans L+. lj ne renontrantauune des deux haînes cg et cd renontre li entre ag et ad (ainsi que l (Jordan again)).On en déduit que ad est à droite de lj (qui ne peut être horizontale). La remarquepréédente montre qu'une nouvelle ourrene de lj dans L+ impliquerait que ad est àgauhe de lj , une ontradition.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 112De tels mots sont appelés (n,2)-suites de Davenport-Shinzel. Ce sont préisément desmots formés sur une alphabet à n lettres, ne omportant pas de fateur aa ni de sous-mot
abab. Le lemme suivant permet de onlure. 2Lemme 7.6 Une (n,2)-suite de Davenport-Shinzel est de longueur au plus 2n− 1.Preuve : Soit S une (n, 2)-suite de Davenport-Shinzel. Le lemme est trivial si haquelettre n'apparaît qu'une fois. Sinon on onsidère le plus petit fateur S ′ de S séparé pardeux ourrenes d'un même lettre de sorte que S = S1aS

′aS2. En posant k = |S ′|, onvéri�e que S1aS2 est une (n−k, 2)-suite de Davenport-Shinzel. On onlut par réurrenesur n que |S| ≤ 2(n− k)− 1 + k + 1 ≤ 2n− 1. 2Corollaire 7.7 La omplexité de la zone d'une droite dans un arrangement de n droitesdu plan est linéaire (i.e. en O(n)).Preuve : Le théorème préédent borne le nombre d'arêtes de la zone. Le nombre defaes est par ailleurs majoré par 2n (exerie !) et le nombre de sommets est borné par lenombre d'arêtes de la zone. 2Exerie 7.8 Montrer que le nombre de faes de la zone est bien majoré par 2n et donnerun exemple où ette borne est atteinte.On onstruit inrémentalement la arte d'un arrangement en introduisant haque droiteune à une dans la arte déjà onstruite. Initialement, on introduit une première droiteen ajoutant un sommet à l'in�ni p∞ à la arte qui représente don une sphère (le planompati�é). Chaque droite introduite est don doublement inidente à e sommet. Pourintroduire une nouvelle droite ℓ, on l'oriente et on part de la fae ayant deux arêtesinidentes à p∞ dont les deux veteurs direteurs (issus de p∞) enadrent elui de ℓ. Onmarhe dans ette fae jusqu'à trouver la sortie � une arête ou un sommet oupé par ℓ �et on modi�e la arte en onséquene. On poursuit ave la fae suivante : si on sort parl'intérieur d'une arête alors la fae suivante est bien dé�nie. Sinon il faut tourner autourdu sommet de sortie pour la trouver. Voir la �gure 7.1. La omplexité d'insertion d'unedroite est proportionnelle à la omplexité de sa zone dans l'arrangement déjà onstruit.Compte tenu du théorème 7.5 on en déduit :Proposition 7.9 L'arrangement de n droites dans le plan peut être alulé en tempsoptimal O(n2).7.4 Arrangement d'hyperplansSoit H un ensemble de n hyperplans dans Ed.Dé�nition 7.10 L'arrangement A(H) de H est la subdivision de Ed en polyèdres on-vexes induite par H.
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Figure 7.1 � La droite épaisse est introduite en partant de son point in�ni à gauhe. Leerle représente un élatement du point à l'in�ni.Dé�nition 7.11 un k-�at est un sous-espae a�ne de dimension k. C'est enore l'en-veloppe a�ne de k + 1 points a�nement indépendants. Il est vertial s'il ontient ladiretion vertiale (par onvention, ela désigne la dernière diretion de la base anon-ique).Si un plan est non vertial on peut don parler des demi-espaes dessous et dessus ethyperplan.Étant donné un arrangement d'hyperplans non vertiaux H = {hi}1≤i≤n, on assoieà haque point p de Ed un veteur position dans {−, 0,+}n dont la ième omposanteindique si p est dessous, sur ou dessus hi. On note h+

i et h−
i les demi-espaes ouvertsrespetivement au dessus et au dessus de hi et on pose h0

i = hi. Ainsi, un point p aveteur position (ǫ1, . . . , ǫd) si et seulement si p ∈ ∩ih
ǫi
i .On dé�nit les faes de A(H) omme les omposantes onnexes du omplémentaire de

∪ihi dans IRd auxquelles on ajoute réursivement les faes des arrangements induits danshaque hi par les intersetions de hi ave les hyperplans de H \ {hi}. On véri�e que deuxpoints d'une même fae de A(H) ont même veteur position et que e veteur positiondé�nit de manière univoque ette fae. Notons ependant que tout veteur position de
{−, 0,+}n ne orrespond pas néessairement à une fae de l'arrangement. Le veteurposition d'une sous-fae d'une fae est obtenu en annulant ertaines des omposantesdu veteur position de la fae. Une k-fae est une fae de dimension k, 'est-à-dire dontl'enveloppe a�ne est un k-�at. Ainsi, une 0-fae est un sommet et une 1-fae est unearête. Une d-fae est enore appelée une ellule et une (d− 1)-fae, une faette.Un arrangement est simple si l'intersetion de d hyperplans quelonques de l'arrangementest toujours réduite à un point tandis que l'intersetion de d+ 1 hyperplans est toujoursvide. S'il y a stritement moins de d hyperplans on demande que leur intersetion soit un(d−n)-�at. De manière équivalente un arrangement est simple si toute fae de odimension
k est inluse dans exatement k hyperplans, i.e. a exatement k zéros dans son veteurposition et si les diretions (orthogonales) de toute famille d'au plus d hyperplans formentune famille libre. En partiulier une sous-fae d'une fae a exatement un zéro de plusdans son veteur position.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1147.4.1 Dénombrement des faes et inidenesOn note fk(H) le nombre de k-faes de l'arrangement H et ik(H) le nombre d'inidenesentre les k-faes et les (k+1)-faes de H . On note également f d
k (n) et idk(n) le maximumde es nombres sur tous les arrangements de n hyperplans dans Ed.Lemme 7.12 Pour tout arrangement simple H de n ≤ d hyperplans dans Ed on a :

fk(H) =

(

n

d− k

)

2n−d+k et ik(H) = 2(d− k)fk(H)De plus haque ellule de H est inidente à (

n

d−k

) k-faes.Preuve : Utiliser le veteur position et le fait que haque veteur position orresponde�etivement à une fae. On peut en e�et érire l'équation du ième hyperplan sous laforme xi = 0 dans une base onvenablement hoisie. 2Lemme 7.13 Pour tout arrangement simple H de n hyperplans dans Ed on a
fk(H) =

k
∑
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(
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k − i

)(

n

d− i

)

=

(

n

d− k

) k
∑

i=0

(

n− d+ k

k − i

) et ik(H) = 2(d− k)fk(H).En partiulier, pour d onstant on a fk(H) = Θ(nd) et ik(H) = Θ(nd).Preuve : Pour n ≤ d 'est le lemme 7.12. La preuve préédente pour le nombre d'ini-denes est enore valide pour n > d. On fait une preuve par réurrene sur d pour fk(H)lorsque n > d : le lemme est trivialement vrai en dimension 1. On suppose qu'il est vrai endimension d− 1. Soit H omme dans l'énoné du lemme. Puisque l'arrangement est sim-ple il a f0(H) =
(

n

d

) sommets. On hoisit une diretion d'hyperplan ne ontenant auunedes droites vetorielles déterminées par les paires de sommets de l'arrangement de H . Onbalaye l'arrangement par et hyperplan de gauhe à droite. À haque fois que l'on balayeun sommet p de l'arrangement une ellule de plus se trouve à gauhe de l'hyperplan debalayage. Cette ellule c orrespond à l'une des ellules du sous-arrangement simple des dhyperplans de H s'intersetant au point p. Les k-faes supplémentaires balayées en p sonttoutes des faes de c et sont don au nombre de ( d

d−k

) par le lemme 7.12. Lorsqu'on balayele sommet le plus à droite on a don balayé un nombre f0(H)
(

d

d−k

) de k-faes. Il reste àompter les k-faes à l'extrême droite de l'arrangement. Elles sont en bijetion ave les
(k − 1)-faes de l'arrangement simple de dimension d − 1 obtenu en oupant A(H) parun hyperplan de balayage situé à droite du dernier sommet. Par hypothèse de réurreneil y a ∑k−1

i=0
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n
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) telles faes. D'où :
fk(H) =

(

n

d

)(

d

d− k

)

+
k

∑
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Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 115Théorème 7.14 Les valeurs de fk(H) et ik(H) du lemme 7.13 dans le as simple sontdes bornes supérieures dans le as général, i.e. :
f d
k (n) =

k
∑

i=0

(

d− i

k − i

)(

n

d− i

) et idk(n) = 2(d− k)f d
k (n).En onsidérant d onstant on a en partiulier

f d
k (n) = Θ(nd) et idk(n) = Θ(nd).Preuve : On utilise une double réurrene sur n et d. Le théorème est trivialement vraipour d = 1 et n quelonque et pour n = 2 et d quelonque. On suppose le théorème vraipour n hyperplans jusqu'à la dimension d− 1 et en toute dimension pour au plus n− 1hyperplans. On se donne une famille H = {hi}1≤i≤n de n hyperplans dans Ed et on pose

G = H \ {hn}. L'hyperplan hn intersete A(G) en un arrangement A(G′) de dimension
d− 1 de n− 1 hyperplans au plus. Une k-fae de A(H) est soit� une k-fae de A(G),� une k-fae de A(G′) ou� une k-fae de A(G) oupée en deux par hn et qui orrespond don à une (k − 1)-faede A(G′).On en déduit

fk(H) ≤ fk(G) + fk(G
′) + fk−1(G

′).Par hypothèse de réurrene on en déduit
fk(H) ≤

k
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∑
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(
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)

.Une paire de faes inidentes de dimensions respetives k et k+ 1 de A(H) provient soit� d'une telle paire dans A(G),� d'une telle paire dans A(G′),� d'une (k+1)-fae de A(G) oupée en deux par hn et de la k-fae orrespondant à leurintersetion ou� d'une paire dans A(G) oupée en deux par hn et qui orrespond don a une paire defaes inidentes de dimension k et k − 1 dans A(G′).On en déduit
ik(H) ≤ ik(G) + ik(G

′) + 2fk(G
′) + ik−1(G

′) ≤ 2(d− k)(fk(G) + fk(G
′) + fk−1(G

′))

≤ 2(d− k)f d
k (n)

2Dé�nition 7.15 Soit H un arrangement de n hyperplans dans Ed et h un (n+ 1)-ièmehyperplan. La zone de h dans H est l'union des ellules dont l'adhérene intersete h etdes faes de es ellules. On note Zk(h,H) l'ensemble des paires (f, c) où f est une faede odimension k de la ellule c de la zone. On note également zk(h,H) le ardinal de
Zk(h,H) et zk(n, d) le maximum de ette valeur pour tout h et H.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 116Théorème 7.16 (Théorème de la zone) Pour d �xé, zk(n, d) = O(nd−1).Preuve : On suppose que H ∪ {h} est un arrangement simple et que n > d (le résultatest asymptotique). On onsidère un hyperplan g de H et on ompare la zone de h dans Have elle de h dans H \ {g} et de h∩ g dans H/g ( = arrangement de dimension d−1 de
H \ {g} interseté ave g) a�n d'établir une formule de réurrene. Plus préisément ons'intéresse au nombre nk(g) de paires (f, c) de Zk(h,H) où f n'est pas ontenue dans g.Si l'adhérene c̄ de c ne renontre pas g, alors (f, c) est une paire de Zk(h,H \{g}). Sinon
(f, c) provient d'une paire (φ, κ) de Zk(h,H \ {g}) oupée en deux par g. On note (f ′, c′)la seonde �moitié� de (φ, κ). Si (f ′, c′) est également dans Zk(h,H) (i.e. si g ne sépare pas
f ′ de h) alors la paire (φ∩g, κ∩g) est dans Zk(h∩g,H/g) e qui permet de omptabiliserde manière univoque (f, c) dans Zk(h,H \ {g}) et (f ′, c′) dans Zk(h ∩ g,H/g). On endéduit :

nk(g) ≤ zk(h,H \ {g}) + zk(h ∩ g,H/g).En sommant ette relation sur tous les hyperplans g de H et en remarquant que haquepaire de Zk(h,H) est omptée (n−k) fois dans ette somme (par hypothèse de simpliité
f est ontenue dans exatement k hyperplans), on obtient

(n− k)zk(h,H) ≤
∑

g∈H

(zk(h,H \ {g}) + zk(h ∩ g,H/g))D'où
zk(n, d) ≤

n

n− k
(zk(n− 1, d) + zk(n− 1, d− 1))Pour résoudre la réurrene, on ommene par poser :

zk(n, d) =

(

n

k

)

wk(n, d) = O(nkwk(n, d))pour se ramener à la réurrene :
wk(n, d) ≤ wk(n− 1, d) + wk(n− 1, d− 1)Il s'agit alors de montrer que wk(n, d) = O(nd−1−k). On résout ette réurrene en partantdu as planaire d = 2 déjà traité (zk(n, 2) = O(n) =⇒ wk(n, 2) = O(n1−k)). Parhypothèse de réurrene (sur d) on a don zk(n, d− 1) = O(nd−2). On en déduit

wk(n, d) = wk(n− 1, d) +O(nd−2−k) = wk(d, d) +O(

n
∑

i=d+1

id−2−k)Si d− 2− k ≥ 0 on obtient wk(n, d) = O(nd−1−k) omme annoné. Sinon, pour k = d− 1et d, i.e. pour les sommets et les arêtes, on utilise un autre argument : On note f(0, 3, c)le nombre de triplets (f0, f3, c) où f0 est un sommet d'une 3-fae f3 d'une ellule c de lazone. On note de même f(2, 3, c) le nombre de triplets (f2, f3, c) où f2 est une 2-fae d'une3-fae f3 d'une ellule c de la zone. Comme haque f3 est un 3-polyèdre, on a dans une
f3 donnée : #f0 ≤ 2#f2 (se déduit de la relation d'Euler et du fait que haque sommetest inident à 3 arêtes au moins), d'où f(0, 3, c) ≤ 2f(2, 3, c). Par ailleurs, l'arrangement



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 117étant simple, haque 2-fae de c est ontenue dans (d − 2) des 3-faes de c (penser auveteur position). En sommant sur la zone, on en désuit :∑c f(2, 3, c) ≤ (d−2)fd−2(h,H).On en déduit
fd(h,H) ≤

∑

c

f(0, 3, c) ≤ 2
∑

c

f(2, 3, c) ≤ 2(d− 2)zd−2(h,H),d'où zd(h,H) = O(nd−1).En�n, par simpliité de l'arrangement, la l�ture de haque ellule est un polytope simpleet haque sommet y est inident à d arêtes. D'où 2zd−1(h,H) = dzd(h,H). On onlutave l'inégalité préédente.Dans le as d'un arrangement non simple on peut montrer en perturbant les hyperplansque la omplexité de la zone (les zk(n, d)) est majorée par elle d'une on�guration simpled'hyperplans. 2On retrouvera la preuve du théorème de la zone selon les mêmes lignes dans [Mul94, Se.6.2℄ et [Mat02, Se. 6.4℄.7.5 DualitéÀ un point x = (x, xd) ∈ Ed on assoie l'hyperplan D(x) d'équation yd = 2x.y − xd. Ondé�nit ainsi une bijetion de Ed dans l'espae des hyperplans non vertiaux de Ed. Onutilise la même notation pour l'inverse de D.On note U le paraboloide de révolution d'équation xd = x2. Ce qui s'érit enore (xd +
1

4
)2 = (xd −

1

4
)2 + x2. U a don le point (0, 1

4
) pour foyer et l'hyperplan {xd = −1

4
} pourdiretrie. On note TU (x) l'hyperplan tangent en un point x de U .Propriétés géométriques :

• deux points, p et q sont sur une même vertiale si et seulement si D(p) et D(q) sontparallèles,
• plus spéi�quement, si τ est une translation vertiale alors D(τ.x) = τ−1.D(x),
• Si x ∈ U alors D(x) = TU(x), e qui ave la propriété préédente montre que pour
x quelonque D(x) s'obtient omme l'hyperplan symétrique par rapport à TU(x

′) del'hyperplan parallèle à TU(x
′) et passant par x, où x′ est le point de U à la vertiale de x,

• pour x en dessous de U , l'hyperplan tangent à U en un point de D(x)∩U passe par x,
• pour x en dessous de U , D(x) ∩U se projette vertialement sur l'hyperplan horizontalen une (d-1)-sphère dont le entre est la projetion de x et le arré du rayon la distanede x au point de U situé à la vertiale de x.Propriétés de dualité :
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• D ◦ D est l'identité (par dé�nition),
• x est dessous (resp. sur, resp. dessus) l'hyperplan non vertial h si et seulement si D(h)est dessous (resp. sur, resp. dessus) D(x),
• Soit h un hyperplan non vertial et Q = {x1, . . . , xd} un ensemble de d points de ha�nement indépendants alors D(Q) dé�nit un arrangement simple i.e. a un uniquepoint d'intersetion.Preuve : Un point appartient à l'intersetion des hyperplans de D(Q) si et seulementsi son hyperplan dual ontient Q, i.e. si et seulement si son dual est h.
• Soit h un hyperplan non vertial et Q un ensemble quelonque de points dans h. L'en-veloppe a�ne de Q est de dimension k si et seulement si D(Q) s'intersete en unsous-espae de dimension d− k − 1.Preuve : Soit Q′ une famille de k + 1 points de Q a�nements indépendants. On lesomplètes en une famille indépendantes de d points de h. D'après le point préédentles hyperplans duaux de ette famille forment un arrangement simple et 'est donle as pour la sous famille D(Q′). Leur intersetion est don un sous-espae a�ne dedimension d − k − 1. Les autres points de Q étant a�nement liés à Q′ l'équation deleurs hyperplans duaux sont des ombinaisons linéaires de elles de Q′ et ontiennentdon leur intersetion.
• Comme orollaire du point préédent on a :Soit Q un ensemble de n points dans Ed et H = D(Q). Soit h un hyperplan non verti-al. L'enveloppe a�ne des points de Q situés sur h est de dimension k si et seulementsi D(h) est ontenu dans l'intérieur d'une (d− 1− k)-fae de A(H).Preuve : les hyperplans duaux des points de Q sur h dé�nissent un sous-espae a�nede dimension d−k−1. Or les autres points de Q n'étant pas sur h, leur dual ne ontientpas D(h) et évitent une petite boule entrée en e point. L'intersetion de ette bouleave le sous-espae s'étend en une unique (d− 1− k)-fae de A(H).
• Puisque la dualité préserve les positions relatives (dessous/dessus) entre points et hy-perplans non vertiaux, un hyperplan dual d'un point p intérieur à une ellule de A(H)sépare les points de Q en deux ensembles indépendants du point p. La réiproque estependant fausse ar il peut y avoir des ellules dont les veteurs positions sont �op-posés�. Cela ne peut arriver que pour des paires de ellules non bornées.Exerie 7.17 Donner un algorithme de omplexité O(n logn) pour trouver une boîteretangulaire parallèle aux axes ontenant tous les sommets d'un arrangement de n droites.Exerie 7.18 Soient n points du plan. Donner un algorithme de omplexité quadratiquepour trouver une droite passant par le plus possible de es points.Exerie 7.19 Soient n segments du plan. Trouver un algorithme quadratique pour dé-ider si es segments peuvent être tous perés par une même droite.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 119Exerie 7.20 Étant donnés n points rouges et m points bleus en position générale dansle plan, trouver une droite qui �oupe� simultanément les points rouges et les points bleusen deux, 'est à dire telle que haque demi-plan ouvert délimité par ette droite ontient auplus n/2 points rouges et m/2 points bleus. Quelle est la omplexité de votre algorithme ?L'exerie préédent est une version disrète du élèbre théorème du Sandwih. De multi-ples extensions ont été onsidérées dans la littérature, que e soit en dimension supérieureou ave des ensembles de points omportant plus de ouleurs. Matou²ek [LMS94℄ résoudl'exerie préédent en temps linéaire !Référenes- Computational Geometry. Algorithms and appliations. de Berg, van Kreveld, Overmarsand Shwarzkopf. Springer 1997.- Algorithms in Combinatorial Geometry. H. Edelsbrunner. Springer Verlag Monographsin TCS. 1987.- Algorithmi Geometry. J-D Boissonat et M. Yvine. Cambridge University Press, 1998(version française : Edisiene international, 1995).Pour les arrangements et les balayages voir également l'artile d'Edelsbrunner et Guibas [EG89℄.On y montre en partiulier qu'on peut balayer un arrangement de n droites dans le planen temps O(n2). Un balayage simple selon les absisses des intersetions auraient uneomplexité en O(n2 logn). L'idée est ii de remplaer la droite vertiale de balayage parune front x-monotone de balayage. Ce front est omposé d'un segment par droite dans unordre "vertial". Chaque fois que l'on balaye un point d'intersetion dans l'arrangementon intervertie l'ordre de deux droites. Le problème est de savoir quelles sont les pairesde droites qui peuvent s'interseter dans la suite du balayage (i.e. dont les segments dufront ont leur point droit en ommun). Pour avoir ette information en temps onstant onmaintient deux strutures annexes : les arbres d'horizon supérieur et inférieur. La mise àjour de es arbres après haque balayage utilise un parours de ligne d'horizon. Voir aussiles nombreuses appliations dans le même artile.


