
Chapitre 10Cuttings et partitions simpli
iales
10.1 CuttingsSoit L un ensemble de n droites du plan en position générale et soit r ∈ [1, n]. Onrappelle qu'un (1/r)-
utting pour L est un dé
oupage du plan en triangles généralisés(i.e. des vrais triangles du plan proje
tif si on y plonge 
anoniquement le plan eu
lidien ;ils sont possiblement non bornés dans le plan eu
lidien) tel que l'intérieur de 
haquetriangle ren
ontre au plus n/r droites 1 de L. On entend par dé
oupage que les intérieursdes triangles sont deux à deux disjoints et que l'union des triangles re
ouvre le plan. Lataille de 
e 
utting est son nombre de triangles.L'obje
tif est de 
onstruire un (1/r)-
utting de la plus petite taille possible. L'argumentsuivant montre que 
ette taille est minorée par un Ω(r2). Par l'hypothèse de positiongénérale, l'arrangement des n droites de L possède (n

2

)

= Ω(n2) sommets. Un triangle d'un(1/r)-
utting étant 
oupé par au plus n/r droites, il 
ontient au plus (n/r
2

)

= O((n/r)2)de 
es sommets. Le plan doit don
 être 
ouvert par au moins Ω(r2) triangles. Le théorèmesuivant montre que l'on peut 
onstruire des (1/r)-
uttings dont la taille est optimale à unfa
teur 
onstant près. La preuve repose sur une analyse d'é
hantillonnages aléatoires à laClarkson [CS89, CMS93℄. Une appro
he non randomisée due à B. Chazelle et J. Friedman[CF90℄ est exposée par J. Matou²ek dans [Mat91℄. Voir aussi [PA95, p. 173-175℄.Théorème 10.1 Pour tout ensemble L de n droites du plan et tout r ≤ n il existe un(1/r)-
utting de taille O(r2) qui peut être 
onstruit en temps O(nr) en 
olle
tant de pluspour 
haque triangle les droites qui le 
oupent.La 
onstru
tion repose sur une triangulation de l'arrangement d'un sous-ensemble desdroites de L. Cette triangulation peut être obtenue de manière 
anonique en triangulant
haque 
ellule (polygone) de l'arrangement à partir de son sommet le plus bas (minimalpour l'ordre lexi
ographique sur les 
oordonnées), 
'est à dire en remplaçant 
haque 
ellule1. Pour étendre le résultat à des arrangements non-simples on voit bien qu'il est né
essaire de restrein-dre la 
ondition à l'intérieur des triangles puisque tout sommet de degré 2n/r ou plus de l'arrangementde L est in
ident à au moins n/r droites. 143
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is Lazarus. 144par le 
�ne issu du sommet le plus bas sur les arêtes du polygone ne 
ontenant pas 
esommet. Ce sommet peut être à l'in�ni si la 
ellule est non-bornée. Un triangle peut don
être soit un triangle �ni au sens usuel, soit un se
teur bordé par deux demi-droites non-parallèles, soit un demi-
ylindre bordé par deux demi-droites parallèles et un segment. Demanière générale on obtient la triangulation 
anonique d'un arrangement d'hyperplansde IRd en triangulant ré
ursivement le i-squelette de l'arrangement par �étoilement� de
haque i-
ellule à partir de son sommet le plus bas. 2Montrons tout d'abord 
omment 
olle
ter les droites 
oupant 
haque triangle d'un (1/r)-
utting de taille k = O(r2). Remarquons tout d'abord que l'on peut déterminer pour
haque droite ℓ ∈ L un triangle la 
oupant en temps O(log k). Il su�t par exemplede pré-
al
uler pour une droite donnée la liste ordonnée de ses interse
tions ave
 lestriangles du 
utting, puis de situer en temps O(log k) dans 
ette liste l'interse
tion de
ℓ ave
 
ette droite. Une fois 
onnu un triangle interse
tant ℓ il su�t de longer ℓ dansle 
utting (donné sous forme de liste d'adja
en
e entre triangles 3) pour déterminer tousles triangles du 
utting 
oupés par ℓ. Ce
i prend un temps proportionnel au nombre nℓde triangles 
oupés. Le temps total requis pour 
olle
ter toutes les interse
tions est alors
∑

O(log k+nd), la somme portant sur les n droites de L. Or∑nd ≤ k(n/r) par dé�nitiond'un (1/r)-
utting. Pour k = O(r2) 
omme dans le théorème, on obtient un temps O(nr).On montre d'abord une version sous-optimale du théorème.Lemme 10.2 Pour tout ensemble L de n droites du plan et tout r ≤ n il existe un(1/r)-
utting de taille O(r2 log2 r) qui peut être 
onstruit en temps O(r2 log2 r+ nr log r)en 
olle
tant de plus pour 
haque triangle les droites qui le 
oupent.Preuve I : Considérons l'ensemble des droites 
oupant l'intérieur d'un triangle quel-
onque. Lorsque le triangle dé
rit tous les triangles (généralisés) possibles du plan, lesensembles de droites 
orrespondant forment un système de parties (
f. Chapitre ??).On montre que 
e système a une dimension de Vapnik-Chervonenkis �nie (
f. [PA95,p.256-257℄). Par le 
orollaire ??, 
e système admet un 1
r
-net R de taille O(r log r). La tri-angulation 
anonique T (R) de l'arrangement des droites de R 
omporte don
 O(r2 log2 r)triangles. De plus, par dé�nition d'un 1

r
-net, un triangle dont l'intérieur est disjoint de R� 
'est en parti
ulier le 
as des triangles de T (R) � est 
oupé par au plus n/r droites de

L. Les triangles de T (R) forment don
 un (1/r)-
utting de taille O(r2 log2 r). 2La 
onstru
tion d'un ǫ-net de petite taille peut s'obtenir par é
hantillonnage aléatoire. Lapreuve suivante s'appuie dire
tement sur un é
hantillonnage aléatoire de L sans passerpar la théorie de Vapnik-Chervonenkis. Elle utilise en 
ontrepartie quelques résultats surles é
hantillonnages aléatoires expli
ités plus loin.2. De manière équivalente on peut trianguler ré
ursivement le (d−1)-arrangement induit dans 
haquehyperplan par les autres hyperplans de l'arrangement puis étoiler les d-
ellules à partir de leur sommetle plus bas. Cette méthode fournit bien la même triangulation si on prend garde de déduire 
orre
tementle système de 
oordonnées de 
haque hyperplan par �proje
tion� du système de 
oordonnées 
anonique.3. On suppose impli
itement i
i que le 
utting est formé à partir de la triangulation 
anonique d'unarrangement, de sorte que 
haque triangle a au plus trois triangles adja
ents.
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is Lazarus. 145Preuve II : Soit R un é
hantillon aléatoire de taille t = cr log r pour la loi uniformesur (L
t

) (
f. se
tion 1.8.5) où c est une 
onstante déterminée plus loin. Le théorème 10.4
i-après indique qu'ave
 une forte probabilité tout triangle de la triangulation 
anonique
T (R) de l'arrangement de R interse
te au plus bn

t
log t droites de L pour une 
ertaine
onstante b. En parti
ulier, T (R) est un b log t/t-
utting de taille O(t2) = O(r2 log2 r).Or

b log t/t = b
log(cr log r)

cr log r
=

b

rc
(1 +

log log r

log r
+

log c

log r
)
ette dernière quantité étant majoré par 1/r dès que r ≥ c ≥ 3b. Pour r < c il su�tde 
hoisir t = c2 log c < Kr log r pour une 
ertaine 
onstante K puisqu'un 1

c
-
utting estalors un 1

r
-
utting. 2Preuve du théorème 10.1 : On 
onsidère un r-é
hantillon aléatoire R pour la loi uni-forme sur (

L
r

). Certains triangles de la triangulation 
anonique T (R) de l'arrangementde R sont possiblement 
oupés par plus de n/r droites de L. L'idée est de subdiviser
haque triangle ∆ de T (R) par un 
utting restreint au sous-ensemble de droites L∆ ⊂ L
oupant 
e triangle. On peut en e�et s'arranger pour que les triangles de la subdivisionsoient 
oupés par au plus n/r droites tout en utilisant O(r2) triangles au total dans lessubdivisions. Pour 
ela on 
onstruit à l'aide du lemme 10.2 pour 
haque triangle ∆ un
1/r∆-
utting C∆ de L∆ 
omposé de O(r2∆ log r2∆) triangles en 
hoisissant r∆ = ℓ∆r/noù ℓ∆ = |L∆| (bien sûr, on ne fait rien si ℓ∆ ≤ n/r). Chaque triangle de 
e 
uttingest 
oupé par au plus ℓ∆/r∆ = n/r droites. Ce
i est en
ore vrai pour les O(r2∆ log r2∆)triangles obtenus en interse
tant C∆ ave
 ∆ et en retriangulant les éventuels k-gones(k ≤ 6) résultant. La réunion de 
es subdivisions est don
 un 1/r-
utting C de L de taille
O(r2) +

∑

∆∈T (R) r
2
∆ log r2∆. Évaluons l'espéran
e de 
ette dernière somme relativement à

R.
E(

∑

∆

r2∆ log r2∆) ≤ E(
∑

∆

r4∆) = (r/n)4E(
∑

∆

ℓ4∆)Par le lemme 10.7, E(
∑

∆ ℓ4∆) = O((n/r)4r2). On en déduit que C a en moyenne O(r2)triangles. 2On pourra 
onsulter [HP00℄ pour des 
onstru
tions e�e
tives de 
uttings ave
 des bornese�e
tives sur la 
omplexité de l'algorithme.Le théorème 10.1 admet une version pondérée. Cette fois on se donne une famille pondérée
(L,w) de n droites ave
 des poids w = (w1, w2, . . . , wn) non-négatifs, de poids total
|w| =

∑

i wi. Un 1/r-
utting est alors tel que le poids total des droites de L 
oupantl'intérieur d'un triangle du 
utting est majoré par |w|/r.Corollaire 10.3 Pour toute famille pondérée (L,w) de n droites du plan et tout r ≤ non peut 
onstruire en temps O(nr) un (1/r)-
utting de taille O(r2) en 
olle
tant de pluspour 
haque triangle les droites qui le 
oupent.Preuve : Quitte à renormaliser les poids en temps linéaire, on peut supposer que
|w| = n. On 
onsidère le multi-ensemble L′ de droites obtenu en in
luant 
haque droitede L de poids wi ave
 multipli
ité ⌈wi⌉. Notons que |L′| ≤

∑

i(wi + 1) ≤ 2n. Suivant le
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is Lazarus. 146théorème 10.1, on 
al
ule en temps O(nr) un 1
2r
-
utting de taille O(r2) pour la 
olle
tionnon-pondérée de droites L′. Pour 
ela on peut 
onsidérer que toutes les droites de L′sont distin
tes à l'aide de perturbations symboliques. Puisque 
haque triangle est 
oupépar au plus |L′|/(2r) ≤ n/r droites de L′, 
e 
utting est un (1/r)-
utting pour la famillepondérée (L,w). 210.2 É
hantillonnage aléatoireOn e�e
tue i
i quelques 
al
uls en moyenne portant sur des arrangements de droites etutiles pour le 
al
ul de 
uttings. On s'en tient au 
adre des arrangements de droites etde leur triangulation 
anonique (
f. se
tion 10.1) mais les résultats peuvent être établisdans un 
adre plus abstrait 
omme au 
hapitre 11. Le terme d'é
hantillon aléatoire seréfère toujours à la loi uniforme (
f. se
tion 1.8.5) mais les résultats 
i-dessous peuventêtre établis ave
 d'autres lois. On pourra 
onsulter [Mul00℄ à 
e sujet.Soit L un ensemble de n droites du plan en position générale. On note T 0(L) l'ensembledes triangles de la triangulation 
anonique de L. On note ensuite T (L) l'ensemble destriangles réalisables sur L 
.-à-.d apparaissant dans la triangulation 
anonique d'au moinsune partie de L, i.e. T (L) =

⋃

R⊂L T 0(R). Pour tout triangle σ ∈ T (L) on note Lσl'ensemble des droites de L qui ren
ontrent l'intérieur de σ et on pose ℓσ := |Lσ|. On noteégalement Dσ l'ensemble des droites de L \ Lσ qui ren
ontrent le bord de σ. On dit que
Dσ détermine σ. Notons que par l'hypothèse de position générale le degré dσ := |Dσ| de
σ est majoré par 5. De plus σ est dans la triangulation 
anonique d'un é
hantillon R ⊂ Lsi et seulement si Dσ ⊂ R ⊂ L \ Lσ. En parti
ulier, le nombre de triangles possédantle même ensemble déterminant est majoré par une 
onstante (la taille maximale de latriangulation 
anonique de 5 droites). On en déduit

|T (L)| = O(n5)On note en�n T i(R) l'ensemble des triangles σ réalisables sur l'é
hantillon R tels que
|Lσ ∩ R| = i.Théorème 10.4 Soit R un r-é
hantillon aléatoire pour la loi uniforme sur (

L
r

). Alorspour tout ǫ > 0, il existe une 
onstante cǫ indépendante de r et n telle que :
P
(

max
σ∈T 0(R)

ℓσ ≤ cǫ
n

r
log r

)

> 1− ǫDit autrement, ave
 une forte probabilité 
ha
un des triangles de la triangulation 
anon-ique de R est 
oupé (en son intérieur) par O(n
r
log r) droites de L.Preuve : On note q(c) la probabilité pour qu'il existe un triangle de la triangulation
anonique de R qui soit 
oupé par plus de cn

r
log r droites de L. Il su�t don
 de montrerque l'on peut 
hoisir c de sorte que q(c) ≤ ǫ. On a

q(c) = P
(

∨

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

σ ∈ T 0(R)
)

≤
∑

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

P
(

σ ∈ T 0(R)
)
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is Lazarus. 147Puisque T 0(R) ⊂ T (R) on peut é
rire
P
(

σ ∈ T 0(R)
)

= P
(

σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)
)

· P
(

σ ∈ T (R)
)Or

P
(

σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)
)

=

(

n− dσ − ℓσ
r − dσ

)

/

(

n− dσ
r − dσ

)

=

r−dσ−1
∏

i=0

n− dσ − ℓσ − i

n− dσ − i

≤ (1− ℓσ
n− dσ

)r−dσ ≤ e−
ℓσ

n−dσ
(r−dσ)Ave
 les hypothèses ℓσ > cn

r
log r et dσ ≤ 5 on en déduit P (σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)) <

r−
c

ln 2
(1− 5

r
). D'où

q(c) ≤ r−
c

ln 2
(1− 5

r
)

∑

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

P (σ ∈ T (R)) ≤ r−
c

ln 2
(1− 5

r
)E(|T (R)|)Mais 
omme noté plus haut le nombre |T (R)| de triangles réalisables sur R est un O(r5).D'où

q(c) ≤ r5−
c

ln 2
(1− 5

r
)On peut don
 
hoisir c (indépendamment de r et de n) pour rendre 
ette quantité aussipetite que désirée (notons que pour r petit, disons r ≤ 10, le théorème est trivialementvrai). 2Lemme 10.5 Soit R un r-é
hantillon de L et soit Q un r/2-é
hantillon aléatoire de R.Alors pour tout i

|T i(R)| ≤ ciE(|T 0(Q)|) = O(r2)pour une 
ertaine 
onstante ci > 0.Preuve : C'est évident si T i(R) est vide. On pose pour tout σ ∈ T i(R),
p(σ) := P (σ ∈ T 0(Q)) = P (Dσ ⊂ Q ⊂ R \ Lσ)les probabilités étant relatives à la loi uniforme sur ( R

r/2

). Puisque |R ∩ Lσ| = i, on a
p(σ) =

(

r − dσ − i

r/2− dσ

)

/

(

r

r/2

)On montre (
f. exer
i
e 
i-dessous) que 
ette dernière quantité est minorée par une 
on-stante ki > 0 dès que r est supérieur à une 
onstate Ki ne dépendant que de i. On aalors
E(|T 0(Q)|) =

∑

σ∈T (R)

p(σ) ≥
∑

σ∈T i(R)

p(σ) ≥ ki|T i(R)|Ce qui permet de 
on
lure puisque |T 0(Q)| = O(r2) d'après le théorème 7.3 sur la 
om-plexité des arrangements. Notons que quitte à augmenter ci, l'inégalité du lemme estin
onditionnellement vraie puisque pour i < r < Ki, E(|T 0(Q)|) est uniformément mi-norée par une 
onstante positive tandis que |T i(R)| est uniformément majorée. 2
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i
e 10.6 Montrer que pour tout 1/2 > ǫ > 0 et tout r ≥ 1
ǫ
max(d− 1, i− 1) :

(

r − d− i

r/2− d

)

/

(

r

r/2

)

≥ (
1

2
− ǫ)i+dLemme 10.7 Pour tout i on a la majoration suivante pour l'espéran
e du moment d'or-dre i du nombre de droites 
oupant un triangle de la triangulation 
anonique d'un r-é
hantillon aléatoire R (pour la loi uniforme) :

E(
∑

σ∈T 0(R)

(

ℓσ
i

)

) = O
(

(
n

r
)ir2

)Preuve : Pour tout triangle σ réalisable sur L et pour j = 0 ou j = i on pose
pj(σ) := P (σ ∈ T j(R)). On a ainsi

p0(σ) = P (Dσ ⊂ R ⊂ L \ Lσ) =

(

n− dσ − ℓσ
r − dσ

)

/

(

n

r

)et
pi(σ) = P (Dσ ⊂ R et |Lσ ∩ R| = i) =

(

ℓσ
i

)(

n− dσ − ℓσ
r − dσ − i

)

/

(

n

r

)D'où (

ℓσ
i

)

p0(σ) = pi(σ)
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ

)

/
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ−i

).Or dès que r > 2(i+4) on a (
f. exer
i
e 
i-dessous) (n−dσ−ℓσ
r−dσ

)

/
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ−i

)

< ci(n/r)
i pourune 
ertaine 
onstante ci. On en déduit

E(
∑

σ∈T 0(R)

(

ℓσ
i

)

) =
∑

σ∈T (L)

(

ℓσ
i

)

p0(σ) ≤ ci(n/r)
i
∑

σ∈T (L)

pi(σ) ≤ ci(n/r)
iE(|T i(R)|)Et on 
on
lut ave
 le lemme pré
édent. 2Exer
i
e 10.8 Montrer que pour r > 2(i+ d− 1) on a

(

n− d− ℓ

r − d

)

/

(

n− d− ℓ

r − d− i

)

< 2i(n/r)iNote : Une preuve alternative du théorème 10.4 utilise la notion d'ǫ-net (
f. dé�nition ??).En voi
i une esquisse. On se référera au 
hapitre ?? pour les dé�nitions et résultatsappropriés. On 
onsidère le système de parties (D, {∆t}t) où D est l'ensemble des droitesdu plan et où {∆t}t est l'ensemble des parties de D indexé par les triangles du planave
 ∆t dé�ni 
omme le sous-ensemble des droites ren
ontrant l'intérieur du triangle t.On montre (
f. proposition ??) que 
e système a une dimension de Vapnik-Chervonenkis�nie. On en déduit par le 
orollaire ?? que tout ensemble L de n droites possède un
log r
r
-net E de taille O(r) relativement à (D, {∆t}t). Dit autrement, tout triangle du plan
oupé par au moins n

r
log r droites de L 
ontient une droite de E. Par 
onséquent, lestriangles de la triangulation 
anonique de E sont 
oupés par au plus n

r
log r droites de L.Le théorème ?? montre �nalement que E peut être obtenu par tirage aléatoire ave
 unebonne probabilité.
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is Lazarus. 14910.3 Partitions Simpli
ialesOn rappelle qu'une r-partition (simpli
iale) d'un ensemble S de n points du plan estune famille de 
ouples {(Si,∆i)}i∈I où les Si forment une partition de S et ont 
ha
unune taille 
omprise entre n/r et 2n/r et où ∆i est un triangle du plan 
ontenant Si. Letriangle ∆i peut éventuellement être dégénéré en un segment, 
e qui est utile lorsque Sn'est pas en position générale. Notons que la taille |I| de la partition est majorée par r.Son nombre de 
roisements relativement à un ensemble de droites et le nombre maximalde triangles interse
tés (transversalement pour les triangles dégénérés) par l'une de 
esdroites. On sous-entendra l'ensemble de toutes les droites du plan lorsque 
et ensemblen'est pas spé
i�é. Je suis la présentation de Matou²ek [Mat92℄.Théorème 10.9 (de la partition simpli
iale, Matou²ek 1992) Pour tout ensemble
S de n points et pour tout r (2 ≤ r ≤ n/2), il existe une r-partition de S de nombrede 
roisements O(

√
r) qui peut être 
onstruite en temps O(n) si r est majoré par une
onstante.La preuve pro
ède en deux étapes. Dans un premier temps on montre que pour tout en-semble de droites �ni L, on peut 
onstruire une r-partition de S de nombre de 
roisements

O(
√
r + log |L|) relativement à L. On montre ensuite qu'on peut 
onstruire un ensembletest L0 
omposé de O(r) droites tel que le nombre de 
roisements de toute r-partition de

S est en gros égal à son nombre de 
roisements relativement à L0.Lemme 10.10 Soit S, n, r 
omme dans le théorème et soit L un ensemble �ni de droites.On peut 
onstruire en temps O(nr log r + |L|r3/2) une r-partition de S de nombre de
roisements O(
√
r + log |L|) relativement à L.Preuve : On 
onsidère la famille de droites pondérées (L,w1) ave
 des poids unitaires ;on note |w1| = |L| son poids total. On pose Σ1 = S et r1 = r. Par le 
orollaire 10.3 onpeut 
onstruire un 1

c
√
r1
-
utting de (L,w1), pour une 
onstante c appropriée, possédantau plus r1 fa
es (triangles et arêtes) au total. En parti
ulier, le poids total des droitesde L 
oupant un triangle de 
e 
utting est majoré par O(|w1|/

√
r1). Il en est de mêmepour les arêtes, puisque toute droite qui 
oupe une arête 
oupe ses triangles in
idents.L'une des fa
es ∆1 du 
utting 
ontient au moins |Σ1|/r1 = n/r sommets de Σ1. On 
hoisitarbitrairement un sous-ensemble S1 de ⌈n/r⌉ sommets dans ∆1, 
e qui fournit la premièrepaire (S1,∆1) de la r-partition. On pose ensuite Σ2 = Σ1 \ S1, r2 = |Σ2|r/n et on dé�nitdes poids w2 pour L en doublant les poids des droites de L 
oupant ∆1 et en laissantin
hangé les autres poids. Si |Σ2| ≤ 2n/r, on pose S2 = Σ2 et ∆2 = IR2. Sinon on itèrele pro
édé ave
 Σ2, r2 et (L,w2). Au bout de m ≤ r étapes, on obtient une r-partitionsimpli
iale de S :

(S1,∆1), (S2,∆2), . . . , (Sm,∆m)On 
onsidère une droite ℓ ∈ L. Soit k le nombre de triangles de la r-partition 
oupéspar ℓ. On a ainsi wm+1(ℓ) = 2k. Par ailleurs, si p est le poids total des droites de L
oupant ∆i à l'étape i on a d'une part p = O(|wi|/
√
ri), par les propriétés du 
utting
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is Lazarus. 150utilisé, et d'autre part |wi+1| = (|wi|−p)+2p, par la règle de doublement des poids. D'où
|wi+1| = |wi|(1 +O( 1√

ri
)), et partant de |w1| = |L| :

|wm+1| = |w1|
m
∏

i=1

(1 +O(
1√
ri
)) ≤ |L|eO(

∑
m

i=1

1
√

ri
)Cette dernière relation provenant de l'inégalité 1 + x ≤ ex. Or,

ri = |Σi|r/n = (n− (i− 1)⌈n/r⌉)r/n ≥ r − i+ 1Il suit que ∑m
i=1

1√
ri

≤
∑r

i=1
1√
i
≤ 2

√
r en majorant la somme par une intégrale. Ondéduit �nalement de wm+1(ℓ) ≤ |wm+1| la majoration 
her
hée : k = O(log |L|+√

r).Le temps requis à 
haque étape est O(|L|√ri) pour la 
onstru
tion du 
utting plus
O(ni log ri) pour séle
tionner les points de Si en utilisant par exemple une stru
turede re
her
he pour le 
utting telle que dé
rite se
tion 8.2. Le temps total de 
onstru
tionde la r-partition est don
 O(|L|r3/2 + nr log r). 2Lemme 10.11 (de l'ensemble test) Soient S, n, r 
omme dans le théorème. Il existeun ensemble L de O(r) droites tel que le nombre de 
roisements de toute r-partition Pde S est majoré par

3cL +
√
roù cL est le nombre de 
roisements de P relativement à L. De plus, un tel ensemble Lpeut être 
onstruit en temps O(n

√
r).Preuve : On note ∗ la dualité point/droite 
omme à la se
tion 9.2.2. Soit S∗ l'ensembledes droites duales des points de S. Par le théorème 10.1, on peut 
onstruire en temps

O(n
√
r) un 1√

r
-
utting de S∗ 
onstitué de O(r) triangles, arêtes et sommets. On dé�nit

L 
omme les droites duales des O(r) sommets de 
e 
utting. Reste à véri�er que L a lapropriété désirée. Soient P et cL 
omme dans le lemme et soit ℓ une droite du plan. On
onsidère le triangle∆ du 
utting 
ontenant le point dual ℓ∗ et on note D l'ensemble des 3droites duales des sommets de ∆. 4 Soit c le nombre de triangles de P 
oupés par ℓ et parau moins l'une des droites de D. Par dé�nition de cL, on a c ≤ 3cL. On note c′ le nombrede triangles de P 
oupés par ℓmais par au
une des droites deD. Ces triangles 
ontiennentau moins c′n/r sommets de S et sont 
ontenus dans la zone de ℓ dans l'arrangement desdroites de D. Il suit aisément (exer
i
e !) que les droites duales de 
es sommets 
oupentl'intérieur de ∆. Par le 
hoix du 
utting, leur nombre est majoré par n/√r. D'où c′ ≤ √
r.

2Exer
i
e 10.12 Soit ∆ un triangle généralisé du plan et p un point intérieur à ∆. Soit
D l'ensemble des 3 droites duales des sommets de ∆. Ces droites peuvent être verti
alessi ∆ est non borné (
f. note de la preuve 
i-dessus). Montrer que tout point de la zonede p∗ dans l'arrangement de D se dualise en une droite 
oupant ∆.4. On étend la dualité aux points à l'in�ni (= les dire
tions de plan) en asso
iant la droite verti
ale
{x = a} à la dire
tion de pente a. Si ∆ est non-borné ses points à l'in�ni sont les dire
tions des 
�tésnon-bornés.
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∗
2, d

∗
3] est un triangle borné. Un point d∗ est dans ∆ = [d∗1, d

∗
2, d

∗
3] si etseulement s'il est disons au dessus des droites ℓ12 = d∗1d

∗
2 et ℓ31 = d∗3d

∗
1 et au dessous de la droite

ℓ23 = d∗2d
∗
3. Ce qui équivaut à ℓ∗12 et ℓ∗31 sont au dessus de la droite d et ℓ∗23 est au dessous de

d. Par tout point p de la zone de ℓ dans D, il passe une droite une telle droite d. Don
 p∗, qui
ontient d∗, 
oupe ∆. Les 
as où ∆ est non borné sont similaires.Preuve du théorème 10.9 : Par le lemme 10.11, on 
onstruit en temps O(n
√
r) unensemble L de O(r) droites tests pour les r-partitions de S. Par le lemme 10.10, on
onstruit en temps O(nr log r+r5/2) une r-partition de S de nombre de 
roisements O(
√
r)relativement à L et qui a don
 un nombre de 
roisements du même ordre relativement àtoutes les droites du plan d'après le lemme 10.11. 2Remarquons que pour r non 
onstant, la preuve du théorème fournit une 
onstru
tiond'une r-partition en tempsO(nr log r+r5/2). Il est possible, quitte à augmenter légèrementle nombre de 
roisements (en O(r1/2+ε)), de réduire 
e temps à O(n log r) (
f. [Mat92℄).L'idée est de �xer une 
onstante r0, puis de 
al
uler une r0-partition {(Si,∆i)}i pour S,puis une r20-partition pour 
haque Si, et de 
ontinuer ré
ursivement logr0 r fois.


