
Chapitre 4Reherhe monodimensionnelle
4.1 DitionnairesUn ditionnaire est une struture de données permettant de reherher, insérer ou sup-primer des données. Chaque donnée est supposée posséder une lé qui l'identi�e. Cette lédoit appartenir à un univers totalement ordonné (typiquement des entiers). Pour rangerles données on se sert de leur lé. Par la suite on ne s'intéresse qu'aux lés, les �vérita-bles� données pouvant être obtenues à partir des lés à l'aide d'un pointeur par exemple.D'autres opérations telles que la reherhe de la lé minimale ou maximale, de la lé suiv-ant ou préédant une lé donnée sont possibles. La fusion et la sission de ditionnairessont également des opérations ourantes.Classiquement, mais pas uniquement (voir plus bas) les ditionnaires sont représentés àl'aide d'arbres. Ces arbres peuvent être binaires (omme pour les arbres AVL ou biolores)ou non (arbres a-b).Référenes :http ://www.s.sunysb.edu/∼algorith/http ://www.nist.gov/dads/Introdution to Algorithms. Cormen, Rivest, Leiserson and Stein, M.I.T. PRESS, seondedition 2001. Version française hez Dunod, 1994.STL (http ://www.sgi.om/teh/stl/)LEDA (http ://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA/MANUAL/MANUAL.html)4.1.1 Arbres binaires de reherheDé�nition 4.1 Un arbre binaire de reherhe est un arbre binaire dont les noeuds pos-sèdent des lés rangées dans l'ordre in�xe, i.e. un parours dans l'ordre in�xe de l'arbre(sag(b).raine(b).sad(b)) visite les lés dans l'ordre roissant.Propriété : L'ensemble des arbres binaires de reherhe est stable par les opérations de51



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 52rotation.Note : parfois on ne range les lés qu'aux noeuds externes et un noeud interne ontientune valeur intermédiaire entre elles de son sous-arbre gauhe et de son sous-arbre droit.4.2 Strutures randomiséesLes strutures lassiques telles que les arbres AVL, biolores ou a-b sont des struturesdéterministes. Les performanes des opérations de ditionnaires ne dépendent ni des don-nées ni de l'ordre de onstrution de es strutures. Les algorithmes de onstrution et demodi�ation sont ependant relativement ompliqués. Les strutures randomisées tellesque les skip lists ou les treaps utilisent des générateurs aléatoires dans leur onstrutionet permettent d'obtenir des performanes en moyenne équivalentes à elles des struturesdéterministes. Les onstrutions sont généralement plus simples.4.2.1 Skip listUne struture de skip list sur un ensemble M de n lés est un ditionnaire sur M onstruitde la manière suivante :On tire au hasard et de manière indépendante haque lé de M ave une probabilité 1/2.On obtient ainsi un sous-ensemble M2 de M ave lequel on reommene la proédurede tirage. On ontinue ainsi jusqu'à obtenir l'ensemble vide. On obtient �nalement unegradation de M , 'est à dire une suite déroissante de sous-ensembles de M :
M = M1 ⊇ M2 ⊇ . . . ⊇ Mr ⊃ Mr+1 = ∅Une skip list sur une telle gradation s'obtient à partir des r listes triées de haque Mi,appelé niveau, augmenté pour haque lé de la liste Mi d'un pointeur vers l'ourrenede ette lé dans la liste Mi−1 et d'un pointeur vers son suesseur dans la liste Mi. Onajoute également un élément �tif minimal dans haque liste que l'on relie entre-eux. Ons'intéresse à la taille de ette struture et à la omplexité des opérations de reherhe,insertion, suppression en fontion du nombre n de lés. Puisque es grandeurs dépendentde tirages aléatoires, on s'intéresse à leur valeur moyenne où l'on onsidère tous les tiragesde lés indépendants. De plus, pour aratériser le fait que les grandeurs s'éartent trèspeu des valeurs moyennes (.a.d. que la distribution des valeurs est bien loalisée autourde la moyenne) on introduit la notation suivante :Dé�nition 4.2 Soient f(n) et g(n) des variables aléatoires dépendant d'un paramètre n.On érit f = Õ(g) si P (f(n) > cg(n)) < 1/p(n, c) où p(n, c) est un polyn�me en n dontle degré tend vers l'in�ni ave c.Intuitivement, un Õ(g) est un O(g) ave très forte probabilité.Soit hi la variable aléatoire qui donne le nombre de niveaux auxquels appartient la lé i.

hi suit une loi géométrique de paramètre 1/2, d'où P (hi = k) = 1/2k et E(hi) = 2.On pose h = max1≤i≤n hi la hauteur d'une skip list.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 53Lemme 4.3 E(h) = O(logn) et h = Õ(log n).Preuve :
P (h > k) = P ((h1 > k) ∨ (h2 > k) ∨ . . . ∨ (hn > k)) ≤

n∑

i=1

P (hi > k) = n/2k.On en déduit pour tout c > 0 que P (h > c log n) ≤ 1/nc−1, d'où h = Õ(log n). On a deplus (f. lemme 1.10)
E(h) =

c logn−1∑

k=0

P (h > k) +

∞∑

k=c logn

P (h > k) ≤ c logn + n

∞∑

k=c logn

1

2k
= c log n+

2

nc−1
.

2On note t = ∑
1≤i≤n hi la taille d'une skip list.Lemme 4.4 La taille t d'une skip list sur n lés véri�e E(t) = O(n) et t = Õ(n).Preuve : Par linéarité de l'espérane, on a E(t) =

∑
i E(hi) = 2n. En mettant bout about les tirages pour haque lé, t s'interprète omme le nombre de tirages néessairespour obtenir n éhes. Dit autrement t suit une loi binomiale négative de paramètres n et1/2. Le lemme 1.29 utilisant la tehnique de majoration de Cherno� permet de onlure.

2Remarque : La onstrution d'une skip list sur un ensemble de n lés peut s'obtenir aprèstri de ses lés en temps proportionnel à sa taille, i.e. en temps O(n logn+ t) = Õ(n logn).Soit K une lé, �xée une fois pour toute, à reherher dans une skip list. On note Ki laplus grande lé du niveau i (i.e. de Mi) inférieure ou égale à K. On note également Xile nombre de lés omprises, au sens large, entre Ki+1 et Ki dans Mi. Lorsque Mi estvide, on pose Xi = 0 et Ki = l'élément �tif minimal (voir plus haut). Pour reherher
K dans la skip list on ommene par parourir les lés du plus haut niveau Mr dansl'ordre roissant jusqu'à atteindre Kr. À l'aide du pointeur de Kr vers le niveau r − 1on desend sur sa opie dans Mr−1 puis on parourt Mr−1 dans l'ordre roissant des lésjusqu'à atteindre Kr−1. La proédure se poursuit réursivement jusqu'au premier niveau.La reherhe est frutueuse si et seulement si K1 = K.Lemme 4.5 Le temps de reherhe d'une lé �xée est un Õ(logn) et le temps moyen estun O(logn).Preuve : Le temps de reherhe est lairement proportionnel à la longueur ℓ du �hem-in� de reherhe, i.e. à ℓ =

∑
i≥1Xi (ette longueur inlut les marhes horizontales etvertiales).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 54Notons que pour Mi �xé, Mi+1 est obtenu en tirant aléatoirement et indépendammenthaque lé de Mi ave une probabilité 1/2. Par onséquent, la variable aléatoire Xi|Misuit une loi géométrique de paramètre 1/2 (plus préisément Xi|Mi est majorée par unevariable suivant une telle loi). On en déduit E(Xi|Mi) ≤ 2, d'où inonditionnellement
E(Xi) ≤ 2.On note Yi la variable aléatoire valant 0 si Mi est vide et 1 sinon, de sorte que Xi ≤ nYi.On a P (Yi = 1) = P (h ≥ i) ≤ n/2i−1, soit E(Yi) ≤ n/2i−1. On obtient 1

E(
∑

i≥1

Xi) =
∑

i≥1

E(Xi) ≤

c logn∑

i=1

E(Xi) +
∑

i>c logn

E(nYi) ≤ 2c logn + 2/nc−2.Et on onlut E(ℓ) = O(logn).Montrons que ℓ = Õ(log n). Pour ela on 'oupe' ℓ en deux en érivant ℓ = ℓ≤ + ℓ>ave ℓ≤ =
∑c logn

i=1 E(Xi) et ℓ> =
∑

i>c lognE(Xi). Alors ℓ≤ est une somme de c lognvariables aléatoires majorées par des variables de loi géométrique de paramètre 1/2 et estdon majorée par une variable aléatoire suivant une loi binomiale négative de paramètres
c logn et 1/2. On en déduit par la tehnique de Cherno� (lemme 1.29) que

P (ℓ≤ > c(2 + d) logn) ≤ exp(−dc logn/4) = O(
1

ndc/4
)dès que d ≥ 3. D'où ℓ≤ = Õ(log n).Par ailleurs ℓ> est trivialement majorée par la hauteur h de la skip list additionnée aunombre d'éléments restant au niveau c logn + 1. Soit Zi la fontion indiatrie de laprésene de la i-ème lé au niveau c logn + 1, de sorte que ℓ> ≤ h +
∑n

i=1 Zi. Les Zisont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de paramètre 1/2c logn = 1/nc. Don∑n
i=1 Zi suit une loi binomiale de paramètre n et 1/nc. Par l'inégalité de Markov on a

P (

n∑

i=1

Zi > c) ≤ E(

n∑

i=1

Zi)/c ≤
1

cnc−1
.D'où ∑n

i=1 Zi = Õ(1). D'après le lemme 4.3, h = Õ(log n) et on onlut �nalement que
ℓ> = Õ(log n) puis que ℓ = Õ(log n). 2On a en fait un résultat plus fort ne dépendant pas de la lé partiulière à herher :Lemme 4.6 Le temps maximal de reherhe d'une lé quelonque dans une skip list estun Õ(log n).Preuve :

P (max
K

ℓ(K) > c logn) ≤
∑

K

P (ℓ(K) > c log n) ≤
n

p(n, c)
=

1

q(n, c)
.

21. On peut invoquer le théorème de onvergene monotone pour faire ommuter l'espérane et lasomme d'une série.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 55Lemme 4.7 Le temps maximal de suppression d'une lé quelonque dans une skip listest un Õ(log n).Pour supprimer une lé on e�etue sa reherhe en la supprimant des niveaux Mi où elleapparaît. Le temps de suppression est don de l'ordre du temps de reherhe. Si on disposed'un pointeur sur l'élément à supprimer alors la suppression est un Õ(1) ar hK = Õ(1).Lemme 4.8 Le temps maximal d'insertion d'une lé dans une skip list est un Õ(logn).Pour insérer une lé on e�etue des tirages jusqu'à obtenir un éhe. Si k est le nombrede tirages e�etués on insère la lé dans les k premiers niveaux en même temps que l'one�etue une reherhe dans la skip list.Référene :- Skip Lists : A probabilisti Alternative to Balaned Trees. W. Pugh. Communiationof the ACM, 33(6), june 1990.4.2.2 Arbres binaires de reherhe aléatoiresÉtant donnée une permutation σ de [1, n] on onstruit un arbre binaire de reherheen introduisant σ(1) puis σ(2), . . . , puis σ(n) dans un arbre initialement vide. Les n!permutations de [1, n] permettent d'obtenir toutes les formes possibles d'arbres binairesde reherhe sur n éléments. En onsidérant une loi de probabilité uniforme sur les n!permutations on en déduit une loi de probabilité sur les arbres binaires de reherhe.Proposition 4.9 La hauteur d'un arbre binaire de reherhe aléatoire est un Õ(logn) etsa profondeur moyenne est un O(logn).Notons que d'après le théorème 1.32, la hauteur moyenne d'un arbre de reherhe aléatoireest un O(logn), e qui implique évidement que la profondeur moyenne des lés est dumême ordre. On donne ii une preuve de e dernier résultat, moins fort mais plus simpleà montrer.Preuve : On note X i
j la variable aléatoire indiquant si j est un anêtre de i dans l'arbrebinaire de reherhe assoié à une permutation aléatoire σ. On note τ la permutation(aléatoire) inverse de σ. X i

j = 1 si et seulement si τ(j) = mink∈[i,j] τ(k), .a.d. si etseulement si j est inséré avant i et auun élément inséré avant j ne sépare i et j. Clairement
P (X i

j = 1 | τ([i, j])) = 1
|i−j|+1

, d'où E(X i
j) =

1
|i−j|+1

.Soit hi =
∑

j 6=iX
i
j la hauteur de i dans l'arbre binaire de reherhe. Par linéarité del'espérane E(hi) vaut ∑n

j=1
1

|i−j|+1
= Hi +Hn+1−i − 1 = O(logn).Par ailleurs, pour i �xé et i < j le lemme 4.10 i-dessous indique que les variables X i

jsont mutuellement indépendantes. Par la tehnique de Cherno� on peut don érire pourtout t et tout λ positif
P (

∑

j>i

X i
j > t) ≤

∏
j>iE(exp(λX i

j))

exp(λt)
.
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E(exp(λX i

j)) =
exp(λ)

j − i+ 1
+ 1−

1

j − i+ 1
= 1 +

exp(λ)− 1

j − i+ 1
≤ exp(

exp(λ)− 1

j − i+ 1
)d'où

P (
∑

j>i

X i
j > t) ≤ exp((exp(λ)− 1)Hn − λt) ≤ exp((exp(λ)− 1)(lnn + 1)− λt).En hoisissant t = c lnn et λ = ln c on trouve

P (
∑

j>i

X i
j > c lnn) ≤

exp(c− 1)

nc(ln c−1)+1
=

1

p(n, c)
.En opérant de même ave la somme∑j<iX

i
j on en déduit que hi = Õ(logn). Comme pourl'analyse de la hauteur d'une skip list on onlut �nalement que la hauteur h = maxi hid'un arbre binaire de reherhe aléatoire est un Õ(logn) et que son espérane est un

O(logn). 2Dit autrement un arbre binaire de reherhe aléatoire est presque toujours bien équilibré.Lemme 4.10 Ave les notations de la preuve i-dessus, soient 1 ≤ i < j1 < j2 < . . . <
jk ≤ n. Alors les variables X i

j1
, X i

j2
. . . , X i

jk
sont mutuellement indépendantes. On a unrésultat analogue pour 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk < i ≤ n.Preuve : On raisonne par réurrene sur k. Soient ǫr ∈ {0, 1}, r ∈ [1, k]. On pose

A = {X i
j1

= ǫ1 ∧ . . . ∧ X i
jk−1

= ǫk−1}. Par hypothèse de réurrene à l'ordre k − 1, lesvariables X i
j1, X

i
j2 . . . , X

i
jk−1

sont indépendantes. On remarque en partiulier que
P (A) =

∏k−1
r=1 P (X i

jr = ǫr) ne dépend que des grandeurs |jr − i|. On onsidère une partie
I ⊂ [1, n] à jk − i+ 1 éléments et le sous-ensemble de permutations de [1, n] :

BI = {τ : τ([i, jk]) = I ∧ τ(jk) = min I}On note que les BI sont disjoints et que leur union, ∪IBI , est l'événement {X i
jk

= 1}.J'a�rme que P (A|BI) = P (A). Pour le voir on onsidère l'injetion roissante
ι : [1, jk − i] → [1, n] telle que Imι = I et la surjetion φ de BI dans les permutations de
[1, jk − i] :

BI
φ
→ Sjk−i

τ 7→ τ ′ : ℓ 7→ ι−1(τ(ℓ + i− 1))Puisque l'appartenane de τ àA ne dépend que des ordres relatifs de τ(i), τ(i+1), . . . , τ(jk−1),on a
τ ∈ A ⇔ φ(τ) ∈ A′ = {X i

j1−i+1 = ǫ1, X
i
j2−i+1 = ǫ2, . . . , X

i
jk−1−i+1 = ǫk−1}De plus, le nombre |φ−1(τ ′)| ne dépend pas de τ ′ ∈ Sjk−i. On en déduit, ave la re-marque i-dessus, P (A|BI) = P (A′) = P (A), et par suite P (A|X i

jk
= 1) = P (A) (f.exerie 1.21). En reportant ette égalité dans la suivante

P (A) = P (A|X i
jk
= 1)P (X i

jk
= 1) + P (A|X i

jk
= 0)P (X i

jk
= 0)
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jk
= 0) = P (A). Finalement on en déduit,

∀ǫk ∈ {0, 1} : P (A ∧X i
jk
= ǫk) = P (A)P (X i

jk
= ǫk)soit enore

P (X i
j1
= ǫ1 ∧ . . . ∧ X i

jk
= ǫk) =

k∏

r=1

P (X i
jr = ǫr)

24.2.3 Tree + Heap = TreapIntroduits sous le nom d'arbres artésiens par J. Vuillemin, les treaps sont des arbresbinaires de reherhes dont les noeuds possèdent une lé et une priorité omprise entre 0et 1. Un treap est un arbre binaire de reherhe pour les lés - les noeuds dans le sousarbre gauhe (droit) d'un noeud ont une lé inférieure (supérieure) à la lé de e noeud- et un tas pour les priorités (le parent d'un noeud a une priorité plus grande que ellede e noeud). Un treap est don le résultat d'un arbre binaire de reherhe onstruit enintroduisant un à un les éléments dans l'ordre de leur priorité. En hoisissant les prioritésde manière aléatoire on peut simuler un arbre binaire de reherhe aléatoire. Cei assured'après le lemme 4.9 que la reherhe a un oût en Õ(logn). Il est possible de maintenirdynamiquement un treap, i.e. d'insérer ou de supprimer des éléments en onservant lapropriété d'arbre aléatoire. Pour ela, on utilise le fait que l'opération de rotation surun arbre binaire (f. setion 1.4) préserve l'ordre in�xe, intervertit la parenté pour deuxnoeuds, et préserve la propriété de tas pour le reste. Cei permet, par rotations suessivesde faire remonter ou desendre un noeud dans un treap pour l'�ter ou le positionner à sabonne plae, 'est-à dire omme s'il avait été introduit 'à l'instant' donné par sa priorité.Référenes :- Randomized searh trees. C. Aragon and R. Seidel. Algorithmia 16. pp 464-497. 1996.- Randomized Binary Searh Trees. C. Martínez and S. Roura. Journal of the ACM. 45.pp 288-323. 1998.


