
Chapitre 10Graphe des ontours d'un polyèdrevaluéSoit P un polyèdre, 'est à dire l'espae total d'un omplexe simpliial �ni dans un ertainIRp. Soit f : P → IR une fontion a�ne par moreaux (i.e. a�ne par restrition à haquesimplexe de P). On identi�e deux points de P si on peut les joindre par un hemin dans
P le long duquel f est onstante. Le graphe des ontours de f est par dé�nition l'espaequotient de P par ette identi�ation. Chaque point du graphe des ontours orrespondainsi à une omposante onnexe d'un ensemble iso-valeur de f sur P. On appelle ontourune telle omposante.On herhe à aluler le graphe des ontours de manière e�ae pour un polyèdre etune fontion donnée. Tarasov et Vyalyi [TV98℄, puis Carr et al. [CSA03℄, ont obtenu unalgorithme optimal lorsque P est simplement onnexe. Leur méthode repose en partie surdes liens simples entre graphes et ordres exposés i-dessous.10.1 Arbres des jontions et des sissionsSoit X un ensemble totalement ordonné par une fontion f : X → IR injetive : ∀x, y ∈
X : x <f y ⇔ f(x) < f(y). On appelle les éléments de X des sommets. Soit R unerelation sur X, subordonnée à <f , i.e.

xRy =⇒ x <f yOn note GR le graphe orienté de R que l'on supposera onnexe ((x, y) ∈ GR ⇔ xRy).J'appelle R-suesseur (resp. R-prédéesseur) de x tout y ∈ X tel que xR y (resp. y Rx).Par la suite on dira qu'un hemin p de GR est dessous (resp. dessus) un sommet y si lessommets de p sont inférieurs (resp. supérieurs) à y pour l'ordre ≤f .Remarque 10.1.1 Si G est un graphe onnexe non orienté simple (sans boule ni arêtemultiple) sur X, alors la relation R dé�nie par xR y ⇔ ({x, y} ∈ G et x <f y) estsubordonnée à <f et GR est une orientation de G.70



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 71Soit J (pour Jontion) la relation, notée aussi ≤J , dé�nie par x <J y si
x <f y et (∃z1, . . . , zp : z1 = x, zp = y, ∀i ∈ [1, p− 1] : zi <f y et ziRzi+1 ou zi+1 Rzi).Dit autrement, x <J y si et seulement s'il existe un hemin x ; y dans GR au dessousde y. On véri�e aisément que ≤J est un ordre partiel et je note ⊳J (resp. GJ) la relation(resp. le diagramme) de Hasse assoiée à ≤J .Je dé�nis de même une relation d'ordre S (pour Sission), notée aussi ≤S, par

x <S y

⇔

x <f y et (∃z1, . . . , zp : z1 = x, zp = y, ∀i ∈ [2, p] : x <f zi et ziRzi+1 ou zi+1 Rzi).Dit autrement, x <S y si et seulement s'il existe un hemin x ; y dans GR au dessusde x. S est un ordre et je note ⊳S (resp. GS) la relation (resp. le diagramme) de Hasseassoiée à ≤S.Remarque 10.1.2 J et S ne dépendent que de la l�ture transitive de R.Dé�nition 10.1.3 On appelle respetivement arbre des jontions et arbre des sissionsde GR (relativement à f) les diagrammes de Hasse GJ et GS.Lemme 10.1.4 Un élément de X a au plus un J-suesseur et au plus un S-prédéesseur.Preuve (pour J) : Un sommet de GJ ne peut avoir deux suesseurs ar x⊳J y et x⊳J zave f(y) < f(z) entraîne y <J z, une ontradition. 2Corollaire 10.1.5 Si GR est onnexe, alors GJ et GS sont des arbres.Preuve (pour J) : Le sommet f -minimal de tout yle simple a au moins deux sues-seurs, en ontradition ave le lemme préédent. Don GJ est aylique. Par ailleurs GJest onnexe puisque tout élément est J-inférieur au sommet de f -valeur maximale. 2Pour tout sommet x ∈ X, on note G−

R(x) (resp. G+
R(x)) le sous-graphe de GR induit parles sommets stritement en dessous (resp. stritement au dessus) de x.Proposition 10.1.6 Les J-prédéesseurs d'un sommet x ∈ X sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de G−

R(x) ontenant au moins un R-prédéesseur de x ; dans haquetelle omposante, le sommet maximal est un J-prédéesseur de x.Preuve : Soit C une omposantes onnexe deG−

R(x) ontenant au moins unR-prédéesseurde x. Soit y le sommet le plus haut de C. Clairement, y <J x. De plus, tout sommet t telque y ≤J t <J x est dans C. Don y ⊳J x.Inversement, soit y un J-prédéesseur de x. Il existe don un hemin y ; x dans GRen dessous de x, e qui montre que y est dans la omposante de G−

R(x) ontenant le
R-prédéesseur de x dans e hemin. On onsidère t, le sommet le plus haut de etteomposante. On a y ≤J t <J x, et don y = t. 2



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 72De manière analogue :Proposition 10.1.7 Les S-suesseurs d'un sommet x ∈ X sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de G+
R(x) ontenant au moins un R-suesseur de x ; dans haquetelle omposante, le sommet minimal est un S-suesseur de x.Les deux propositions préédentes fournissent un algorithme pour onstruire les arbresdes jontions et des sissions.Théorème 10.1.8 Si GR a n = |X| sommets et m arêtes, et si les sommets de Xsont triés par ordre f -monotone, alors les arbres GJ et GS peuvent être onstruits entemps O(mα(n)), où α est l'inverse d'une ertaine restrition de la fontion d'Aker-man [CLRS02℄.Preuve : Pour onstruire GJ on balaye ses sommets dans l'ordre f -roissant. Au oursdu balayage, on maintient les omposantes onnexes de G−

R(x) où x est le sommet ourantde balayage. Pour haque omposante c on maintient également son sommet le plus haut,noté c.h. On utilise la struture Union-Find [CLRS02℄ pour représenter les omposantesde G−

R(x). La proposition 10.1.6 montre que l'algorithme suivant alule orretement GJ .Makeset(x) rée une omposante ontenant le sommet x, Find(x) renvoie la omposanteontenant x et Union(x, y) fusionne les omposantes de x et de y.1. Pour x ∈ X2. c := Makeset(x)3. c.h := x4. Pour x ∈ X pris dans l'ordre f -roissant5. Pour y voisin de x au dessous de x6. Si Find(x) 6= Find(y)7. Ajouter l'arête (Find(y).h, x) à GJ8.  := Union(x, y)9. .h := xLe nombre d'opérations Union et Find est un O de la somme des degrés des sommets etdon un O(m), d'où la omplexité anonée. Un algorithme analogue permet de onstruire
GS. 210.1.1 Cas où GR est un arbreOn suppose désormais que la version non orientée de GR est aylique.Je note respetivement d+

R(x), d+
S (x), d−R(x) et d−J (x) le nombre de R-suesseurs, de

S-suesseurs, de R-prédéesseurs et de J-prédéesseurs de x.Proposition 10.1.9 ∀x ∈ X, d−R(x) = d−J (x) et d+
R(x) = d+

S (x).Preuve : C'est une onséquene direte des propositions 10.1.6 et 10.1.7. 2



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 73Corollaire 10.1.10 Un sommet x est R-minimal si et seulement s'il est J-minimal. Demême, x est R-maximal si et seulement s'il est S-maximal.On s'intéresse à la onstrution de GR à partir de GJ et GS. Le prinipe est d'e�euiller
GR progressivement. Pour ela, on détermine, à l'aide de GJ et GS, une arête de GRqui est inidente à une feuille. On simule alors la suppression de ette arête dans GR enmettant à jour GJ et GS de manière ohérente. On reommene jusqu'à épuisement dessommets de GJ et GS.Lemme 10.1.11 Si u est le J-suesseur (resp. S-prédéesseur) de x, alors les sommetsinternes du hemin x ; u de GR sont en dessous (resp. au dessus) de x.Preuve (pour J) : Dans le as ontraire, soit v le sommet interne de x ; u qui est
f -maximal. Alors x <J v <J u, ontredisant x ⊳J u. 2La onstrution inrémentale de GR déoule de la propriété suivante :Proposition 10.1.12 Les deux assertions suivantes sont équivalentes :(i) Le sommet x est R-minimal et possède un unique R-suesseur u.(ii) Le sommet x est J-minimal, u est le J-suesseur de x et x a préisément un S-suesseur.Preuve : Pour (i) =⇒ (ii), on sait par le orollaire 10.1.10 que x est J-minimal. Deplus, si v est le J-suesseur de x alors, par le lemme 10.1.11, les éventuels sommetsinternes de x ; v dans GR sont en dessous de x. Comme x est R-minimal ela impliqueque (x, v) est une arête de GR. Par uniité du R-suesseur de x on en déduit v = u.En�n, la proposition 10.1.9 montre que x a un unique S-suesseur.Pour la réiproque, x est R-minimal par le orollaire 10.1.10. De plus, le lemme 10.1.11implique que le hemin x ; u de GR est réduit à l'arête (x, u), don que u est un R-suesseur de x. En�n, la proposition 10.1.9 montre que x a un unique R-suesseur.
2Par symétrie on obtient une version �S� de e qui préède :Proposition 10.1.13 Le sommet x est R-maximal et possède un unique R-predéesseur
u si et seulement si x est S-maximal, u est le S-prédéesseur de x et x a préisément un
J-prédéesseur.On en déduit :Proposition 10.1.14 Si GR est aylique, il peut être onstruit en temps O(|X|) à partirde GJ et de GS.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 74Preuve : Puisque GR est un arbre, il a néessairement une feuille tant qu'il ontient aumoins deux sommets. Les propositions 10.1.12 et 10.1.13 permettent de séletionner unetelle feuille, et son unique voisin dans GR, à l'aide de GJ et GS seulement.Soit don z une feuille de GR. On note respetivement J ′ et S ′ la relation de jontionet de sission pour l'arbre GR − z. On véri�e aisément que les ordres J ′ et S ′ sont lesrestritions respetives à X \ {z} des ordres J et S. Par onséquent
x ⊳J ′ y ⇔ (x ⊳J y ∨ x ⊳J z ⊳J y)et on a une équivalene semblable en remplaçant J par S. Si la feuille z est un R-minimum,elle a un unique J-suesseur et un unique S-suesseur (f. propositions 10.1.12). Don

GJ ′ et GS′ se déduisent respetivement de GJ et GS par ontration de l'arête qui relie za respetivement son J-suesseur et son S-suesseur. On onlut de même si z est un
R-maximum.Par réurrene sur la taille de GR, on peut par e proédé d'e�euillage, reonstruire toutesles arêtes de GR.Sur le plan algorithmique on maintient l'ensemble F des feuilles de GR. C'est, d'après lespropositions 10.1.12 et 10.1.13, l'ensemble F− ∪ F+ où
F− = {x ∈ X | (d−J (x) = 0 ∧ d+

S (x) = 1)} et F+ = {x ∈ X | (d+
S (x) = 0 ∧ d−J (x) = 1)}Soit z ∈ F . Si z ∈ F− (resp. z ∈ F+) on ajoute l'arête (z, u) à la partie reonstruite de

GR où u est le J-suesseur (resp. S-prédéesseur) de z. En supposant que GJ et GS sontreprésentés par des lassiques listes d'adjaenes, on obtient en temps onstant les arbres
GJ ′ et GS′ sur X \ {z} obtenus par ontration d'arête (voir plus haut). Il est égalementfaile de maintenir l'ensemble F orrespondant à GR − z en temps onstant, puisque seul
u est potentiellement une nouvelle feuille. 2Remarque 10.1.15 Soient deux arbres GJ et GS sur un ensemble X de sommets. Laseule hypothèse que les degrés entrants dans GJ et sortants dans GS sont au plus unn'implique pas néessairement que GJ et GS sont les arbres des jontions et des sissionsassoiés à un arbre GR. Un ontre-exemple est fourni par les arbres en forme de ∨ et ∧sur 3 sommets.10.1.2 Cas où GR n'est pas un arbreOn abandonne momentanément l'hypothèse d'ayliité de GR et on regarde le lien ave
GJ et GS. Notons, à la suite de la remarque 10.1.15, que GJ et GS ne permettent plusde reonstruire GR.Proposition 10.1.16 Soit cR = |A(GR)| − |S(GR)| + 1 le nombre ylomatique de GR.On a

∀x ∈ X, d−J (x) ≤ d−R(x) et d+
S (x) ≤ d+

R(x),de plus,
∑

x∈X

d−J (x) =
∑

x∈X

d+
S (x) =

∑

x∈X

d−R(x) − cR =
∑

x∈X

d+
R(x) − cR = |A(GR)| − cR.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 75Preuve : Les inégalités déoulent diretement des propositions 10.1.6 et 10.1.7. Leségalités se déduisent du fait que la somme des degrés entrants (resp. sortants) dans ungraphe orienté est égal à son nombre d'arêtes et que pour un arbre (omme GJ ou GS)e nombre est enore le nombre de sommets moins un. 2Si x a un défaut de degré dans GJ , i.e. d−J (x) < d−R(x), alors au moins deux des R-prédéesseurs de x sont reliés par un hemin dans GR au dessous de x. On a bien sûr unrésultat analogue pour d+
S (x). On en déduitLemme 10.1.17 Pour tout x ∈ X, d−J (x) + d+

S (x) ≤ dR(x) et l'inégalité est strite pourau plus 2cR éléments de X (f. proposition 10.1.16). De plus haque sommet pour lequelette inégalité est strite est inident à un yle de GR dont e sommet est maximum ouminimum. Réiproquement, haque yle admet au moins deux sommets (le plus haut etle plus bas) pour lesquelles ette inégalité est strite.10.2 Appliation10.2.1 Graphe des ontours d'un polyèdre valuéOn suppose que X est l'ensemble des sommets d'une polyèdre P. Soit une fontion in-jetive f : X → IR. On étend f sur P par linéarité. Si γ : [0, 1] → P est un heminde P, on dira qu'il est (stritement) f -roissant (resp. f -déroissant, resp. f -onstant) si
f ◦ γ : [0, 1] → IR est (stritement) roissante (resp. déroissante, resp. onstante). Danse qui suit, tous les hemins onsidérés sur P sont linéaires par moreaux.On dé�nit la relation R sur X par xR y si1. il existe un hemin f -roissant γ : x ; y,2. il n'existe pas de sommet z ave deux hemins f -roissants δ : x ; z et δ′ : z ; y,de sorte que γ soit homotope à δ.δ′ dans P.Le graphe GR de R est appelé le graphe des ontours de f . La dénomination est justi�éepar le fait suivant. On peut montrer (f. proposition 10.2.8) que le graphe GR, onsidéréomme un graphe topologique, est homéomorphe à l'espae quotient P/ f

∼ où, pour tout
u, v ∈ P, u

f
∼ v si et seulement si u et v peuvent être reliés par un hemin f -onstantdans P.Notons que la l�ture transitive ≤R de R est donnée par x ≤R y si et seulement s'ilexiste un hemin f -roissant reliant x et y. Soient respetivement J et S les relations dejontion et sission relatives à R et f .Lemme 10.2.1 Pour tous sommets x, y de P, on a x <J y si et seulement s'il existe unhemin formé d'arêtes de P reliant x à y et au dessous de y.Preuve : Supposons x <J y. Par dé�nition, il existe un hemin c de GR reliant x à yau dessous de y. La note préédente permet de onstruire à partir de c un hemin dans
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P au dessous de y. Il est faile de montrer (exerie !) que l'on peut repousser e heminvers le bas sur les arêtes de P pour en déduire un hemin d'arêtes au dessous de y.Réiproquement, supposons qu'il existe un hemin d'arêtes de P reliant x à y et audessous de y. La note préédente montre que les extrémités de haune de es arêtes sont
R-omparables et on en déduit x <J y. 2On en déduit la propriété remarquable suivante.Corollaire 10.2.2 Les arbres des jontions et des sissions de GR sont les arbres desjontions et des sissions du 1-squelette P1 de P (relativement à f).Lemme 10.2.3 Si x <R y, alors il existe un hemin x ; y stritement f -roissant. Pluspréisément si γ : x ; y est un hemin f -roissant, ave f(x) < f(y), alors il existe unhemin x ; y stritement f -roissant et homotope à γ.Preuve : Plus généralement on suppose que x et y sont deux points de P ave f(x) <
f(y) et que leurs f -valeurs sont distintes de elles des sommets à moins qu'eux-mêmesne soient des sommets. Soit un hemin f -roissant γ : x ; y. Soit ℓ = τ1, . . . , τk la liste1des simplexes (relativement ouverts) traversés par γ. Notons que néessairement τi ≺ τi+1ou τi ≻ τi+1 (≺ est la relation �être fae de�). On obtient le résultat par réurrene sur
k : si k = 1, 2 'est évident, le segment [x, y] onvient. Sinon, soit i le plus petit indie telque τi ∩ γ ontient un point z ave f(z) > f(x). On peut hoisir z tel que f(z) < f(y).Si i 6= 1, k alors on peut appliquer la réurrene sur les deux moreaux x ; z et z ; y.Sinon, si i = 1 deux as se présentent.� Ou bien τ1 ≺ τ2. Soit z′ ∈ τ2 ∩ γ. On remplae le moreau z ; z′ de γ par lesegment [z, z′] et on oupe le nouveau hemin au milieu de e segment pour appliquerla réurrene.� Ou bien τ1 ≻ τ2. Soit z′ ∈ τ2 ∩ γ. Alors τ2 ontient néessairement un point z′′ telque f(z) ≤ f(z′′) ≤ f(z′) et f(z′′) < f(y). On remplae le moreau z ; z′ de γ parles segments [z, z′′] et [z′′, z′] et on oupe le nouveau hemin en z′′ pour appliquer laréurrene sur haun des moreaux.Le as où i = k se traite de manière analogue. 2Dé�nition 10.2.4 Un simplexe σ de P est traversé par un niveau a ∈ IR si σ ontientau moins un sommet de f -valeur supérieure à a et au moins un sommet de f -valeurinférieure à a. On note L(a) l'ensemble des simplexes traversés par a.Remarquons que si σ est traversé par un niveau a alors toute ofae de σ (i.e les simplexesdont σ est une fae) est également traversée par le niveau a.On onsidère le omplexe ellulaire K(a), d'espae total f−1(a), dont les k-ellules pour
k = 0, . . . , d − 1 sont les sous-ensembles de niveau a dans les (k + 1)-simplexes de L(a).1Rappelons que les hemins sont supposés a�nes par moreaux. Par onvexité, un segment de γ inter-sete haque simplexe (relativement ouvert) selon un segment possiblement vide. Cei permet d'ordonnerles simplexes roisant un segment de γ. Par onaténation de es ordres, et en supprimant les doublonson en déduit la liste des simplexes traversés.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 77Une k-ellule est don l'intersetion d'un (k+1)-simplexe ave un hyperplan. Une ellule
σ est une fae de τ dans K(a) si 'est le as pour les simplexes orrespondants dans L(a).Dans e qui suit ǫ est un réel positif inférieur à l'éart entre les f -valeurs de deux sommetsdistints quelonques. On dira qu'un sommet de P est inident à K(a) s'il est inident àun simplexe de L(a).Remarque 10.2.5 Si x est inident à un simplexe σ de L(a), ave f(x) 6= a, alors x estinident à une arête de L(a), i.e. x est inident à un sommet de K(a).Proposition 10.2.6 Les R-suesseurs d'un sommet x de P sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de K(f(x) + ǫ) inidentes à x ; pour haque telle omposante, lesommet de f -valeur minimale parmi les sommets au dessus de x et inidents à ettemême omposante est un R-suesseur de x.Preuve : Soit Kj une omposante onnexe de K(f(x) + ǫ), soit Lj l'ensemble de sim-plexes orrespondants dans L(f(x) + ǫ) et soit yj le sommet de f -valeur minimale parmiles sommets au dessus de x et inidents à Kj. Montrons que yj est bien un R-suesseurde x. Considérons pour ela un hemin de Kj reliant des sommets de Kj inidents respe-tivement à x et yj (f. remarque préédente). Les arêtes de e hemin orrespondent à unesuite σ1, . . . , σn de triangles de Lj telle que σi est adjaent à σi+1 pour i = 1, . . . , n− 1.Quitte à raourir e hemin, on peut supposer que x appartient à σi pour la seule va-leur i = 1 et que yj appartient à σi pour la seule valeur i = n. On hoisit dans haquearête σi ∩ σi+1 un point zi tel que f(zi) = f(x) + i

f(yj)−f(x)

n
, e qui est possible ar les

f -valeurs des sommets de ette arête enadrent l'intervalle [f(x), f(y)]. La haîne poly-gonale x, z1, . . . , zn−1, yj onstitue un hemin γ stritement f -roissant. Par onséquent
x <R yj. Supposons qu'il existe un sommet z et deux hemins stritement f -roissants(f. lemme 10.2.3), δ : x ; z et δ′ : z ; yj ave γ homotope à δ.δ′. Soit alors t le pointde γ tel que f(t) = f(z).Le lemme 10.2.7 suivant établie l'existene d'un hemin f -onstant t ; z. Soit τ1, . . . , τk =
z la liste des simplexes traversés par e hemin. Par onstrution de γ, le simplexe τ1 estdans Lj . On en déduit τ2 ∈ Lj (regarder les deux as τ1 ≺ τ2 ou τ1 ≻ τ2 et utiliser le faitque les sommets de τ1 ont une f -valeur hors de l'intervalle ]f(x), f(yj)[). De prohe enprohe on en déduit que z est inident à Kj, e qui ontredit la dé�nition de yj. Finale-ment, on onlut x ⊳R yj.Réiproquement, soit y un R-suesseur de x et γ : x ; y un hemin stritement f -roissant. Soit u le point de γ tel que f(u) = f(x) + ǫ. Par dé�nition de ǫ, le point un'est pas un sommet de P. Je onsidère le simplexe σ ontenant u en son intérieur. Lesimplexe σ est don traversé par le niveau f(x) + ǫ et on onsidère la omposante Kj de
K(f(x) + ǫ) ontenant σ. Soit alors yj le sommet inident à Kj et de f -valeur minimaleparmi les sommets inidents à ette même omposante et au dessus de x. On va montrerque y = yj, e qui terminera la preuve de la proposition.Tout d'abord, y ne peut être en dessous de yj, ar de prohe en prohe on montreraitomme i-dessus que y est inident à Kj , ontredisant la dé�nition de yj. Supposons alors



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 78que y est au dessus de yj et soit t le point de γ tel que f(t) = f(yj). Le point t est ontenudans un simplexe de Lj (toujours par le même raisonnement) et distint de yj (sinon onaurait x <R yj <R y). Par onnexité de Kj , on peut onstruire un hemin f -onstant
ζ : t ; yj. On note δ la onaténation du sous hemin de γ de x à t et de ζ et onnote δ′ la onaténation de ζ−1 ave le sous-hemin de γ de t à y. Alors, quitte à utiliserle lemme 10.2.3 pour se ramener à des hemins stritement roissants, on ontredit ladé�nition de R-suesseur puisque γ ∼ δ.δ′. Finalement, on onlut que f(y) = f(yj),d'où y = yj. 2Cette dernière proposition admet évidemment une version similaire pour lesR-prédéesseursd'un sommet.Lemme 10.2.7 Soient x, y ∈ P. Soient γ : x ; y et δ : x ; y, deux hemins homotopes(ave extrémités �xes) et stritement f -roissants. Alors pour tout u = γ(tu) et tout
v = δ(tv) tels que f(u) = f(v), il existe un hemin f -onstant u ; v.Preuve : Soit h : [0, 1] × [0, 1] 7→ P l'homotopie en question (h(., 0) = γ(.), h(., 1) =
δ, h(0, .) = x, h(1, .) = y). On peut supposer que h est a�ne par moreaux.2 Montronsque (tu, 0) et (tv, 1) sont reliés par un hemin polygonal φ dans (f ◦ h)−1(f(u)). Par unargument de ompaité il existe η positif tel que f◦h(w) < f(u) pour w ∈]0, η[×]0, 1[. Soit
V la omposante onnexe de {w ∈]0, 1[×]0, 1[ | f ◦ h(w) < f(u)} ontenant ]0, η[×]0, 1[.L'adhérene de V est polygonale (ar f ◦ h est a�ne par moreaux) et le bord externede V est don une ligne polygonale fermée. Ce bord est onstitué des segments joignantdans l'ordre (tu, 0), (0, 0), (0, 1), et (tv, 1) et d'une ligne polygonale joignant (tu, 0) à (tv, 1).Cette ligne est ontenue dans (f ◦h)−1(f(u)) et fournie le φ herhé. Finalement le hemin
h ◦ φ onvient. 2Le graphe GR peut être vu omme un graphe topologique. Formellement, il s'agit duquotient de l'espae produit [0, 1] × R, où R est vu omme un espae disret de ouples
(x, y), par les relations d'identi�ations des extrémités de segments :
∀x, y, z ∈ X :� xRy et xRz =⇒ (0, (x, y)) ∼ (0, (x, z))� xRy et zRx =⇒ (0, (x, y)) ∼ (1, (z, x))� xRy et zRy =⇒ (1, (x, y)) ∼ (1, (z, y))Comme a�rmé au début de ette setion, le grapheGR orrespond bien à la notion usuellede graphe des ontours.Proposition 10.2.8 GR est homéomorphe à l'espae quotient P/ f

∼ où, pour tout u, v ∈
P, u

f
∼ v si et seulement si u et v peuvent être reliés par un hemin f -onstant dans P.2Par ompaité, on peut onsidérer η > 0 tel que tout arré de �té η de [0, 1]× [0, 1] est envoyé par

h dans l'étoile d'un sommet. Dans la grille de maille η de [0, 1] × [0, 1], deux sommets adjaents sontenvoyés dans les étoiles de sommets adjaents. Partant d'une telle grille, il est possible de onstruire unehomotopie a�ne par moreaux.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 79Preuve : On va onstruire un homéomorphisme φ : P/
f
∼→ GR.Si u ∈ P, on note ū sa lasse dans P/

f
∼, i.e. la omposante onnexe de f−1(f(u))ontenant u.� Si ū ontient un sommet x de P, on pose φ(ū) = x,� sinon, on onsidère la omposante Ku de K(f(u)) qui ontient u (don |Ku| = ū). Soit

x le sommet de P inident à Ku le plus haut au dessous de u, i.e. :
x = arg max{f(z) | z inident à Ku et f(z) < f(u)}De même, soit y le sommet de P inident à Ku le plus bas au dessus de u. On posealors

φ(ū) = (t, (x, y)) où t =
f(u) − f(x)

f(y) − f(x)Notons que φ est bien dé�nie puisque ū = v̄ implique Ku = Kv.On dé�nit maintenant ψ : GR → P/
f
∼ Soit (t, (x, y)) ∈ [0, 1] × R. Par abus de notationon note (t, (x, y)) sa propre lasse dans GR vu omme espae quotient. On hoisit unsommet de la omposante de K(f(x)+ ǫ) inidente à x et à y (f. proposition 10.2.6). Cesommet orrespond à une arête (w, z) de P traversée par f(x) + ǫ. On pose alors
ψ((t, (x, y))) = ūoù u = (1 − α)w + αz et α véri�e f(u) = (1 − α)f(w) + αf(z) = (1 − t)f(x) + tf(y).On véri�e aisément que φ ◦ψ et ψ ◦ φ sont égales à l'identité sur leurs espaes respetifs.Il reste à montrer que φ est ontinue. Par ompaité on en déduit que φ est un homémor-phisme. Par dé�nition de P/

f
∼, la ontinuité de φ équivaut à la ontinuité de φ ◦ π où

π est le quotient P → P/
f
∼. Il su�t don de véri�er que (φ ◦ π)−1(U) est ouvert dans

P pour U un segment ouvert d'une arête de GR ou U un homothétique de l'étoile d'unsommet de GR. Ces ouverts forment en e�et une base d'ouverts de GR. Nous laissonsette véri�ation au leteur. 2Remarque 10.2.9 La proposition 10.2.6 fournit un un algorithme de omplexité O(n0n2)pour la onstrution de l'arbre des ontours de P où ni est la taille (nombre total de sim-plexes) du i-squelette de P. En e�et, pour haque sommet x de P on détermine ses
R-suesseurs en parourant les omposantes onnexes du ontour de niveau f(x) + ǫ eten séletionnant le sommet de f -valeur minimale et supérieure à f(x) dans haque om-posante. Notons que la détermination des omposantes de K(f(x) + ǫ) ne néessite quela onnaissane de son 1-squelette, i.e. du 2-squelette de P. Cei est d'ailleurs ohérentave le fait que l'homotopie de ourbes est déterminée par le 2-squelette.On peut ependant obtenir des algorithmes plus e�aes pour des familles partiulièresde polyèdres.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 8010.2.2 Cas d'un polyèdre simplement onnexeLemme 10.2.10 Si P est simplement onnexe, alors GR est un arbre.Preuve : Supposons par l'absurde que GR possède un yle C. Soient x le sommet de Cde f -valeur minimale et y et z es deux voisins dans C. Soient γ : x ; y et δ : x ; y, deuxhemins orrespondant aux deux hemins x ∗

→ y dans C (l'un se réduit à l'arête (x, y) etl'autre passe par z) et obtenus par onaténation de hemins stritement f -monotonesassoiés à haque arête de C. Soient u = γ(tu) et v = δ(tv) tels que f(u) = f(v) et f(u)est inférieur à la f -valeur de tout sommet de C − x. Par hypothèse γ ≃ δ et en adaptantle lemme 10.2.7 on en déduit une isoligne u ; v. On aboutit à une ontradition ommedans la preuve de la proposition 10.2.6 en montrant que les omposantes de K(f(x) + ǫ)inidentes à y et z sont identiques. 2Par le orollaire 10.2.2 et le théorème 10.1.8, on peut aluler en temps O(mα(n)) lesarbres des jontions et des sissions du graphe des ontours de f . Puis, le lemme 10.2.10et la proposition 10.1.14 montrent que l'on peut en déduire en temps linéaire le graphedes ontours. En ajoutant le temps néessaire au tri initial des sommets dans un ordre
f -monotone, on en déduit :Théorème 10.2.11 (Carr et al.) L'arbre des ontours d'un polyèdre simplement onnexeà n sommets et m arêtes peut être onstruit en temps O(n logn +mα(n)).10.2.3 Cas d'une surfae orientable de genre gOn note Mg, plut�t que P, une surfae triangulée orientable de genre g. On garde lanotation X pour les sommets de Mg et f : X → IR pour désigner une fontion injetiveque l'on étend par linéarité sur Mg.Dé�nition 10.2.12 Pour tout sommet x ∈ X, la valuation de x (relativement à f),notée V (x), est le nombre de hangements de signes dans la liste irulaire des f(y)−f(x)où y parourt les voisins de x dans Mg.L'indie de x (relativement à f), noté I(x), est la quantité I(x) = 1 − V (x)/2.Lemme 10.2.13 (Banho� [Ban70℄)

∑

x∈X

I(x) = χ(Mg)où χ(Mg) = 2 − 2g est la aratéristique d'Euler de Mg.Preuve : V (x) est aussi le nombre de triangles inidents à x pour lesquels f(x) est lavaleur médiane des f -valeurs de leurs trois sommets. Chaque triangle ontribue don à



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 81une unité dans la somme des valuation, i.e. ∑
x∈X V (x) = F , où F est le nombre detriangles de Mg. On en déduit

∑

x∈X

I(x) =
∑

x∈X

(1 − V (x)/2) = |X| − F/2.Or, par la relation d'inidene arêtes-triangles sur Mg, on a 3F = 2A, où A est le nombred'arêtes de Mg. Finalement
∑

x∈X

I(x) = |X| − A+ F = χ(Mg).

2Dans e qui suit, ǫ désigne à nouveau un réel positif inférieur à l'éart entre les f -valeursde deux sommets distints quelonques.Dé�nition 10.2.14 Pour tout réel r, je note M−

g (r) = f−1(] −∞, r]) la partie de Mgau dessous de r. Je note de même M+
g (r) = f−1([r,+∞[) la partie de Mg au dessus de

r. L'atome d'un sommet x, noté A(x), est la omposante onnexe de M−

g (f(x) + ǫ) ∩
M+

g (f(x) − ǫ) ontenant x.Dit autrement l'atome de x est une petite tranhe de Mg autour de x. Il n'est pas trèsdi�ile de voir que A(x) est une surfae à bord homéomorphe à un disque (entré en x)auquel on a reollé V (x)/2 bandes omme sur la �gure 10.1. On note b(x) le nombre debords de A(x) et g(x) son genre. Les b(x) bords de A(x) se répartissent en bords inférieurs
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Fig. 10.1 � Un sommet d'indie -1 et son atome.de niveau f(x) − ǫ et bords supérieurs de niveau f(x) + ǫ. D'après la proposition 10.2.6,es bords sont en bijetion ave les R-prédéesseurs et R-suesseurs de x dans le graphedes ontours GR. Don b(x) = dR(x).Proposition 10.2.15
cR = g −

∑

x∈X

g(x)où cR est le nombre ylomatique de GR.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 82Preuve : En déomposant A(x) en V (x)/2 bandes reollées à un disque, on alule
χ(A(x)) = 1 + V (x)/2 − 2V (x) + V (x) = I(x).D'où, puisque χ(A(x)) = 2 − 2g(x) − b(x),

I(x) = 2 − 2g(x) − dR(x). (10.1)Par le lemme de Banho�, on en déduit
χ(Mg) = 2|X| − 2

∑

x∈X

g(x) −
∑

x∈X

dR(x) = 2|X| − 2
∑

x∈X

g(x) − 2A(GR)où A(GR) est le nombre d'arêtes de GR. On onlut ave les relations χ(Mg) = 2 − 2get cR = A(GR) − |X| + 1. 2Cette propositionmontre en partiulier que le nombre ylomatique du graphe des ontoursest majoré par g. On peut voir de manière direte que cR est majoré par 2g. Pour elaon onsidère l'appliation quotient Mg → GR. Il est faile de voir que ette appliationinduit un morphisme surjetif entre les groupes fondamentaux respetifs (tout yle de
GR est la projetion d'un yle de Mg). L'appliation quotient induit don égalementun morphisme surjetif entre les homologies de dimension 1. D'où la omparaison entreles nombres de Betti. Pour arriver à la borne g il faut remplir Mg en une variété dedimension 3 ayant Mg pour bord et étendre f à ette variété.Un algorithme de balayage relativement simple, dérit par Cole-MLaughlin et al. [CMEH+03℄,permet de onstruire GR en temps O(n logn) où n est le nombre total de simplexes de lasurfae. Cei est optimal omme montré par van Kreveld et al. [vKvOB+97℄ par rédutiondu problème du tri au alul de graphe des ontours.On détaille i-dessous un autre algorithme, non-optimal, utilisant les tehniques dévelop-pées pour les variété simplement onnexes.Théorème 10.2.16 Le graphe des ontours d'une surfae de genre g peut être onstruiten temps O(gn+ n logn) où n est le nombre total de simplexes de la surfae.Preuve : Si Mg a un genre g positif, alors son graphe des ontours peut ontenir desyles. Le prinipe est de ouper Mg par des ontours, ajoutant un maximum et unminimum loal pour haque oupe, de sorte que le graphe des ontours de la surfaedéoupée (et rebouhée par les extrema loaux) soit un arbre. On pourra alors appliquerles résultats du as où GR est un arbre. Il su�ra pour terminer d'identi�er les pairesde maxima et minima introduits lors des oupes pour retrouver le graphe des ontoursde Mg. On sait qu'il su�t de ouper par cR ontours orrespondant à cR arêtes de GR.On peut, suivant le lemme 10.1.17, hoisir es arêtes inidentes à des sommets ayant undéfaut de degré, 'est à dire pour lesquels d−J (x) + d+

S (x) < dR(x).Pour repérer de tels sommets sans avoir à aluler dR, on remarque d'après l'équation 10.1que dR(x) = b(x) = 2 − 2g(x) − I(x). Par onséquent d−J (x) + d+
S (x) < dR(x) implique

d−J (x) + d+
S (x) < 2 − I(x). Cette dernière inégalité est vrai soit lorsque d−J (x) + d+

S (x) <
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dR(x), e qui peut arriver pour au plus 2cR sommets (lemme 10.1.17), soit lorsque dR(x) <
2− I(x). Or, par la proposition 10.2.15, on a cR = g −

∑
x∈X g(x). Comme cR ≥ 0 on endéduit que g(x) est non nul en au plus g sommets, ou enore que dR(x) < 2− I(x) en auplus g sommets. Par onséquent l'inégalité d−J (x) + d+

S (x) < 2− I(x) sera strite pour auplus 3g sommets.Connaissant GJ et GS on obtient d−J (x) + d+
S (x) pour tous les sommets en temps totallinéaire. Le alul de l'indie néessite également un temps total linéaire. Notons qu'ilsu�t en fait de ouper par des ontours inférieurs inidents à des sommets pour lesquels

d−J (x) < d−R(x). On proède aux oupes par balayage des sommets de bas en haut. Pourhaque sommet x ayant un défaut de degré (d−J (x) + d+
S (x) < 2 − I(x)), on regarde lesomposantes onnexes de M−

g (f(x) + ǫ), et pour haque omposante onnexe on oupepar tous les ontours inidents à x, sauf un (en partiulier si la omposante a un seulbord, on ne oupe pas). Dans la pratique on peut maintenir les omposantes à l'aide dela struture Union-Find, exatement omme pour le alul de GJ .Le traitement de haque sommet ave un défaut de degré prend un temps linéaire (fontiondu nombre total de simplexes de Mg), soit en temps O(gn) au total. On obtient ainsi unesurfae déoupée M′ de taille O(n) - elle a O(n+g) = O(n) sommets - dont le graphe desontours est un arbre. (maisM′ n'est pas néessairement une sphère, f. setion suivante).Le alul de et arbre peut se faire en temps O(n logn) d'après le théorème 10.2.11. Onajoute �nalement O(g) arêtes à et arbre, orrespondant aux yles que l'on a oupé. 2Sur le nombre de yles du graphe des ontoursLa proposition 10.2.15 montre que cR est majoré par g. On dérit un exemple de fontion
f pour laquelle la majoration est strite, 'est à dire pour laquelle l'atome d'au moins unsommet est de genre non nul. Cet exemple se retrouve hez Banho� et Takens [BT75℄pour le alul de fontions ayant préisément 3 singularités sur une surfae.La �gure 10.2 montre l'atome d'un sommet dont le genre est 1. On remarque que etatome a un unique bord inférieur et un unique bord supérieur.
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Fig. 10.4 � Ce tore est revêtu par le plan de la �gure 10.3 i-dessus.e as préis on peut même véri�é que 'est une haîne). De manière générale, on peutonstruire à partir de et exemple une surfae valuée de genre quelonque dont le graphedes ontours est une haîne.


