
Chapitre 2Graphes planairesLes graphes planaires apparaissent sous la forme de réseaux routiers, de frontières dans les
artes géographiques, de 
ir
uits imprimés ou en
ore dans un 
adre plus théorique, 
ommeles graphes sommets/arêtes (1-squelettes) des 3-polytopes. La plupart des propriétés desgraphes planaires font appel de manière plus ou moins expli
ite au fameux théorème deJordan.Sauf avis 
ontraire, on 
onsidère dans 
e 
hapitre des graphes simples, i.e. sans arêtemultiple ni bou
le.2.1 PlongementsDé�nition 2.1 Un plongement d'un graphe G = (S,A) dans un espa
e X est la donnéed'une inje
tion S →֒ X et pour 
haque arête a ∈ A, d'un plongement pa : [0, 1] → X dontles extrémités 
oïn
ident ave
 l'inje
tion de 
elles de a, de sorte que les plongements dedeux arêtes ne s'interse
tent qu'en leurs extrémités 
ommunes, le 
as é
héant. On appellear
 le plongement d'une arête.Dé�nition 2.2 Un graphe est planaire s'il peut être plongé dans le plan. Un grapheplan est un graphe plongé dans le plan. Dit autrement un graphe plan est un plongementparti
ulier d'un graphe planaire. Un plongement d'un graphe dont tous les ar
s sont polyg-onaux est dit polygonal - ou PL (pour pie
ewise linear). Une fa
e d'un graphe plan estune 
omposante 
onnexe du 
omplémentaire du plongement du graphe dans le plan.Par la suite on utilisera la même notation pour un graphe plan et son plongement. Ainsi,si s est un sommet du graphe plan G, alors G− s désignera soit le graphe G privé de s etdes arêtes in
identes à s, soit son plongement, i.e. le plongement de G privé de s et desar
s 
orrespondant aux arêtes in
identes à s.Lemme 2.3 Un ouvert de IR2 
onnexe (par ar
s) est 
onnexe par ar
s polygonaux sim-ples. 24
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is Lazarus. 25Preuve : Soit γ : p ; q un 
hemin dans un ouvert Ω 
onnexe. Considérer le sup des
t ∈ [0, 1] tels qu'il existe un 
hemin polygonal simple reliant x à γ(t) dans Ω. Montrerque 
e nombre vaut né
essairement 1. 2Lemme 2.4 Tout graphe planaire admet un plongement polygonal.Preuve : Considérons un plongement d'un graphe planaire. On 
hoisit pour 
haquesommet p du plongement un disque Dp de 
entre p de sorte que Dp n'interse
te queles ar
s in
idents à p et que deux tels disques Dp et Dq soient disjoints. Pour 
haquear
 joignant p à q, on 
onsidère une 
omposante Cp,q de 
et ar
 joignant Dp à Dq. On
onsidère maintenant le sous-ensemble du plan formé des disques Dp et des ar
s Cp,q. Parle lemme pré
édent, Cp,q peut être rempla
é par un ar
 polygonal dans le plan privé desautres ar
s et des disques Dr pour r 6= p, q. On peut ensuite extraire de 
et ar
 polygonalun sous ar
 C ′

p,q joignant Dp à Dq sans ren
ontrer l'intérieur de 
es disques. Finalement,en prolongeant tous les ar
s polygonaux C ′

p,q ainsi obtenus par des segments de droitesjoignant les 
entres des disques Dp et Dq, on obtient un plongement polygonal. 22.2 Le théorème de JordanLe théorème de Jordan (du mathémati
ien français Camille Jordan. 1838 - 1922) établitqu'une 
ourbe fermée simple du plan sépare le plan en deux 
omposantes bordées par
ette 
ourbe. Ce résultat évident en apparen
e est singulièrement di�
ile à montrer. Lapreuve qui suit est tirée deA Proof of the Jordan Curve Theorem. Helge Tverberg. Bull. London Math. So
. 12(1980),pp. 34-38.Elle 
onsiste à montrer 
e théorème pour les 
ourbes polygonales et à l'attendre aux
ourbes 
ontinues par un pro
essus de passage à la limite.Une autre preuve a été donnée par Thomassen dans The Jordan-S
hön�ies Theorem andthe 
lassi�
ation of surfa
es. Carsten Thomassen. Ameri
an Mathemati
al Monthly. Feb1992. pp 116-129.également reprise dansGraphs on Surfa
es. Bojan Mohar et Carsten Thomassen. Johns Hopkins university Press,2001.Comme 
hez Tverberg, Thomassen 
ommen
e par traiter le 
as des 
ourbes polygonales.Le 
as général est ramené (de manière élégante en 
e qui 
on
erne la non-
onnexité du
omplémentaire d'une 
ourbe) à la non-planarité de K3,3.Ces preuves font appel à un minimum de topologie et se limitent plus ou moins auximpli
ations 
lassiques de la 
ompa
ité pour les appli
ations 
ontinues. Les preuves sontde 
e fait relativement a

essibles bien qu'assez fastidieuses. On trouvera 
ependant dansles livres de topologie algébriques des preuves plus 
ourtes et plus générales (où l'on traitedes inje
tions d'une (n-1)-sphère dans une n-sphère) faisant appel aux suites de Mayer-Vietoris pour le 
al
ul de l'homologie des espa
es en jeu. Voir par exempleElements of Algebrai
 Topology. James Munkres. Perseus Books, 1984.
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is Lazarus. 26Le 
as plus restreint des 
ourbes di�érentiables est traité dansGéométrie di�érentielle : variétés, 
ourbes et surfa
es. Mar
el Berger et Bernard Gosti-aux. PUF mathématiques, 1987.Théorème 2.5 (Jordan - version polygonale) Soit C une 
ourbe polygonale ferméesimple. Alors IR2 \ C a deux 
omposantes, l'une bornée, l'autre non-bornée, toutes deuxbordées par C.Preuve : Notons tout d'abord que C étant 
ompa
t IR2 \ C a exa
tement une 
om-posante non bornée. Soit une dire
tion ~d transverse aux segments de C que l'on appelleradire
tion horizontale. On 
onsidère les segments de C semi-ouverts supérieurement (s.o.s),i.e. privés de leur sommet supérieur. On note π(z) la parité du nombre de segments s.o.sde C 
oupés par la demi-droite horizontale (z, ~d). On véri�e que π est lo
alement 
on-stante dans IR2 \C (regarder les arêtes qui 
oupent une petite bande horizontale 
entréeautour de z). Don
 π est 
onstante sur 
haque 
omposante de IR2\C. De plus, π prend desvaleurs distin
tes de 
haque 
�té d'un segment de C. Il suit que IR2 \C a au moins deux
omposantes. Soit VC un voisinage tubulaire de C, et soit D un petit disque interse
tant
C en un segment, de sorte que D est 
oupé par C en exa
tement deux 
omposantes.Considérons alors un point p de IR2 \ C. Il existe un 
hemin dans IR2 \ C joignant p à
VC (exemple : un segment de droite). En prolongeant 
e 
hemin dans IR2 \ C on peuts'arranger pour qu'il joigne D en restant dans IR2 \ C. Il suit que p est dans la même
omposante que l'une des deux 
omposantes de D \ C. Dit autrement, IR2 \ C a au plusdeux 
omposantes et don
 exa
tement deux 
omposantes. Par ailleurs les arguments quipré
édent montrent également que tout point de C est adhérent aux deux 
omposantesde IR2 \ C. 2Avant de passer à la version générale du théorème, voi
i quelques appli
ations.Corollaire 2.6 (Lemme du θ) Soient C1, C2, C3 trois 
ourbes polygonales simples (nonfermées) ayant en 
ommun leurs extrémités p et q. Alors le graphe G = C1 ∪ C2 ∪ C3 apré
isément 3 fa
es respe
tivement bordées par C1 ∪ C2, C2 ∪ C3 et C3 ∪ C1.Preuve : Par la version polygonale du théorème de Jordan, les trois 
ourbes ferméessimples Gk = Ci ∪ Cj, {i, j, k} = {1, 2, 3}, séparent le plan en deux 
omposantes etbordent 
es mêmes 
omposantes. On note Xk (resp. Yk) la fa
e bornée (resp. non-bornée)de Gk. On note également ◦

Ci= Ci \ {p, q} l'intérieur relatif de Ci.Remarquons qu'une 
ourbe polygonale simple (i
i privée de ses extrémités) ne peut sé-parer un ouvert 
onnexe en plus de deux 
omposantes (
f. la preuve du théorème deJordan polygonal). Comme ◦

C3 est in
lus dans l'une des fa
es de G3 on en déduit que
G = G3∪

◦

C3 a au plus trois fa
es.Par ailleurs on a ◦

Ci⊂ Xi pour au moins un indi
e i ∈ {1, 2, 3}. Dans le 
as 
ontraire ona Ci ⊂ ∁Xi et don
 Gi ⊂ G ⊂ ∁Xi, d'où Xi ⊂ ∁G ⊂ ∁Gi. Dit autrement Xi est unefa
e de G. Comme les Xi sont distin
ts (Ci ⊂ X̄j mais ◦

Ci 6⊂ X̄i) on en 
on
lut que G a
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is Lazarus. 27au moins trois fa
es bornées et don
 au moins quatre fa
es 
e qui 
ontredit la remarquepré
édente. On supposera par la suite ◦

C3⊂ X3.De G = G1 ∪ G2 on tire que toute fa
e de G est une 
omposante de l'interse
tion d'unefa
e de G1 ave
 une fa
e de G2. De G3 ⊂ G ⊂ ∁Y3 on tire que Y3 est une fa
e de G.Comme Y3 est non bornée on a Y3 ⊂ Y1 ∩ Y2.Comme C1 ⊂ Ȳ3 ⊂ Ȳ1 = ∁X1, on a en fait G1 ⊂ G ⊂ ∁X1 et don
 X1 est une fa
e de G.De même X2 est une fa
e de G. Or, Y3 qui est non bornée est distin
te des deux fa
esbornées X1 et X2, elles mêmes distin
tes (C1 borde X2 mais pas X1). On 
on
lut que Y3,
X1 et X2 sont les trois fa
es de G. 2Dé�nition 2.7 Un graphe G est 2-
onnexe s'il a trois sommets au moins et si pour
ha
un de ses sommets, s, le graphe G− s est 
onnexe.Proposition 2.8 Toute fa
e d'un graphe plan polygonal 2-
onnexe est bordée par un
y
le de 
e graphe. De plus tout ar
 du graphe est in
ident (i.e. adhérent) a exa
tementdeux fa
es.Preuve : Soit G un tel graphe. On raisonne par ré
urren
e sur ∑

s∈S(G)(d(s) − 2). Si
ette somme est nulle alors G est un 
y
le et on peut appliquer le théorème de Jordan.Sinon, on 
onsidère une 
haîne maximale P dans G dont les sommets intérieurs sontde degré 2. On véri�e que G − P est 2-
onnexe et on peut lui appliquer l'hypothèse deré
urren
e, puisque la somme 
i-dessus diminue. Il suit que P est 
ontenue dans une fa
ede G−P qui est bordée par un 
y
le de G−P . On applique alors le lemme du θ à l'unionde 
e 
y
le et de P pour 
on
lure. 2Lemme 2.9 Soit G un graphe plan polygonal, s un sommet de degré un de G et a l'arêtein
idente à s. Alors G a le même nombre de fa
es que G− s.Preuve : Comme G− s est in
lus dans G, toute fa
e de G est in
luse dans une fa
e de
G− s. Soient f1 et f2 deux fa
es de G in
luses dans une même fa
e de G− s et soient p1et p2 deux points respe
tivement intérieurs à f1 et f2. Alors il existe un 
hemin polygonal
P joignant p1 et p2 dont l'interse
tion ave
 G est in
luse dans l'ar
 semi-ouvert a∪ s. En
onsidérant un petit voisinage tubulaire de a ∪ s, on peut modi�er P en 
ontournant ade manière à éviter G, 
e qui montre que f1 = f2. 2Théorème 2.10 (Relation d'Euler) Les nombres F , A et S de fa
es, arêtes et som-mets d'un graphe plan polygonal 
onnexe véri�ent la relation, dite d'Euler (1707-1783),

F − A+ S = 2Preuve : Par ré
urren
e sur A. Si A est nul (et don
 S = 1) la relation est trivialementvraie. Soit G un graphe ave
 A > 0 arêtes. Si G 
ontient un sommet s de degré un, alorspar le lemme 2.9, G− s a F fa
es et l'hypothèse de ré
urren
e appliquée à G− s permetde 
on�rmer la relation d'Euler pour G. Sinon G 
ontient un 
y
le simple C. Soit a une
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e de moins que G 
e qui permettra de 
on
lureave
 l'hypothèse de ré
urren
e. D'après la version polygonale du théorème de Jordan, Csépare le plan en deux régions bordées par C. Comme G est la réunion de C et G − a,toute fa
e de G est in
luse dans l'interse
tion d'une fa
e de C et d'une fa
e de G − a.L'ar
 a est in
lus dans une unique fa
e de G− a, disons f . Toute fa
e de G− a distin
tede f ne ren
ontre pas C et est don
 une fa
e de G. Comme f interse
te les deux fa
es de
C, on en déduit que G a au moins une fa
e de plus que G − a. Mais en 
onsidérant unvoisinage tubulaire de a dans f , on montre par un raisonnement déjà vu que f − a a auplus deux 
omposantes. Don
 G a au plus une fa
e de plus que G − a. Finalement G aexa
tement une fa
e de plus que G− a. 2Pour une série de preuves plus ou moins formelles de 
ette fameuse formule on pourra
onsulter la page :http ://www.i
s.u
i.edu/∼eppstein/junkyard/euler/extraite du par ailleurs très intéressant site : �The Geometry Junkyard� maintenu parDavid Eppstein.Un 
élèbre 
asse-tête, parfois présenté 
omme le problème de l'eau du gaz et de l'éle
tri
-ité [BLW98, p.142℄, demande de dessiner dans le plan 3 maisons et 3 distributeurs pourl'eau, gaz et de l'éle
tri
ité et de relier 
haque maison à 
haque distributeur sans que lesliens ne se 
oupent. Le théorème suivant a�rme que 
'est impossible.Théorème 2.11 Le graphe 
omplet K5 et le graphe bipartite 
omplet K3,3 ne sont pasplanaires.Preuve : Supposons K3,3 planaire. Par le lemme 2.4, on peut lui appliquer la relationd'Euler, 
e qui fournit F = 5. Par ailleurs toute fa
e d'un plongement de K3,3 est bor-dée par un 
y
le (
f. proposition 2.8) de K3,3 ayant au moins 4 arêtes (tout 
y
le d'ungraphe bipartite est de longueur paire !). Par la relation d'in
iden
e fa
e/arête (
f. propo-sition 2.8) on en déduit 4F ≤ 2A. Une 
ontradi
tion.Le 
as de K5 se traite de manière similaire. 2Passons maintenant au théorème de Jordan dans sa version générale (plane).Théorème 2.12 (Jordan) Soit C une 
ourbe fermée simple, i.e. l'image inje
tive parune appli
ation 
ontinue du 
er
le unité S1 dans le plan. Alors IR2\C a deux 
omposantes,l'une bornée, l'autre non-bornée, toutes deux bordées par C.Preuve : Je donne sans entrer dans tous les détails la preuve de Tverberg (1980).Tout d'abord C peut être approximée d'aussi près que l'on veut par une 
ourbe polygo-nale. Dit autrement, pour tout ǫ positif on peut trouver un polygone de Jordan (= une
ourbe polygonale simple fermée) C ′ tel que

|C − C ′| = sup
x∈S1

|C(x)− C ′(x)| < ǫ.
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is Lazarus. 29La preuve 
onsiste à 
ouvrir le plan d'une grille à mailles 
arrées de 
�té δ (dé�ni plusloin). On pose C0 = C et on 
onsidère un à un les 
arrés de la grille traversés par C (ilssont en nombre �ni). Pour 
haque tel 
arré Mi, on rempla
e l'image par Ci du plus petitar
 de S1 
ontenant C−1
i (Mi) par le segment de droite joignant ses extrémités, obtenantainsi Ci+1. Cn, où n est le nombre de 
arrés traversés, est la 
ourbe C ′ 
her
hée. Pourdé�nir δ on 
hoisit tout d'abord ǫ1 tel que

|x− y| < ǫ1 =⇒ |C(x)− C(y)| < ǫ/2,puis ǫ2 tel que
|C(x)− C(y)| < ǫ2 =⇒ |x− y| < min(ǫ1,

√
3).L'existen
e de ǫ1 dé
oule de l'uniforme 
ontinuité de C sur le 
ompa
t S1. Celle de ǫ2 del'uniforme 
ontinuité de C−1, inverse d'une bije
tion 
ontinue sur le 
ompa
t C(S1). Onpose alors δ = min(ǫ/2, ǫ2). Il reste à véri�er que Cn ainsi 
onstruit 
onvient. (La solutionest dans l'arti
le de Tverberg).Un premier lemme : Si C ′ est un polygone de Jordan, alors la 
omposante bornée de IR2\C ′
ontient un disque tou
hant C ′ en deux points C ′(x) et C ′(y) tels que |x− y| >

√
3.Pour la preuve, on 
onsidère un disque D 
omme dans le lemme ave
 |x− y| maximal. Si

|x − y| <
√
3 alors tout point z sur le plus grand ar
 A de S1 joignant x et y est à unedistan
e de x ou de y supérieure à 
elle de x à y. On en déduit par l'hypothèse sur x et

y que, en dehors de ses extrémités, C ′(A) ne tou
he pas le bord de D. Une 
onstru
tionsimple, dépendant du fait que D est tangent ou non en C ′(x) et C ′(y), permet alors derempla
er D par un disque D′ tou
hant C ′ en C ′(x′) et C ′(y′) tels que |x′ − y′| > |x− y|,
ontredisant ainsi l'hypothèse sur x et y. (voir les détails dans l'arti
le de Tverberg).Un se
ond lemme : Soit C ′ un polygone de Jordan, et deux points a et b dans la même
omposante de IR2 \ C ′. Si la distan
e de a et de b à C ′ est supérieure ou égale à 1, et siau
une 
orde de C ′ de longueur inférieure à 2, ne sépare a de b, alors il existe un 
hemin
ontinue Π de a à b tel que d(Π, C ′) ≥ 1.On 
ommen
e par remarquer que l'impli
ation du lemme est en fait une équivalen
e. Ilsuit que si a et b sont reliés à a′ et b′ par des 
hemins distants d'au moins 1 de C ′, alorsles hypothèses sur a et b sont valides pour a′ et b′. On peut don
 supposer que a et b sontà distan
e exa
tement 1 de C ′. On 
onsidère le disque de rayon 1 
entré en a et l'idée estde dé�nir Π 
omme le lieu du 
entre de 
e disque roulant le long de C ′ jusqu'à atteindre
b. Comme 
e disque doit rester intérieur à C ′, il devra possiblement 
ourt-
ir
uiter desar
s de C ′ et il s'agit de montrer qu'on peut malgré tout atteindre b dans tous les 
as. Onutilisera pour 
ela l'hypothèse sur les 
ordes. (voir les détails dans l'arti
le de Tverberg).Terminons par la preuve du théorème.Premièrement, IR2 \ C a au moins deux 
omposantes :Montrons qu'en plus d'une 
omposante non bornée, il en existe une bornée. On 
onsidèrepour 
ela un disqueD0 
ontenant C, et une suite (Cn)n>0 de polygones de Jordan 
ontenusdans D0 et 
onvergeant vers C. Par le premier lemme, 
haque Cn 
ontient un disque Dntou
hant Cn en deux points Cn(xn) et Cn(yn) tels que |xn − yn| >

√
3. Soit zn le 
entrede Dn, et soit z la limite d'une sous-suite 
onvergente de (zn). On va montrer que z nepeut être dans la 
omposante non bornée de IR2 \C en se ramenant au 
as des polygones
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is Lazarus. 30de Jordan, déjà traité. Par 
ompa
ité, |C(xn) − C(yn)| est borné inférieurement. Par
onvergen
e, il en est de même de |Cn(xn)−Cn(yn)|. Ce qui implique la même 
hose pourle rayon de Dn et don
 pour d(zn, Cn). Comme zn → z, z est dans Dn pour n assez grandet don
 intérieur à Cn. Si z était hors de D0, alors on pourrait trouver un 
hemin Π lereliant à un point hors de D0. Par 
ompa
ité, d(Π, C) > 0, don
 d(Π, Cn) > 0 pour nassez grand. Don
 z est hors de Cn, une 
ontradi
tion.Deuxièmement, IR2 \ C a au plus deux 
omposantes :Soient p, q et r trois points de IR2 \ C. On veut montrer que deux de 
es points sontné
essairement dans une même 
omposante. On 
onsidère à nouveau une suite (Cn)n>0de polygones de Jordan 
onvergeant vers C. Pour n assez grand p, q et r sont dans IR2\Cn(i.e. à une distan
e non nulle de Cn). Quitte à prendre une sous-suite on peut supposerque p et q sont dans une même 
omposante de IR2 \Cn. Si pour une in�nité de n, p peutêtre relié à q dans IR2 \Cn par un 
hemin Πn tel que d(Πn, Cn) est borné inférieurement,alors il en sera de même pour d(Πn, C) à partir d'un 
ertain rang, 
e qui montre que p et
q sont dans une même 
omposante de IR2\C. Sinon, par le se
ond lemme on peut trouverune suite de segments [Cn(xn), Cn(yn)] séparant p et q dans IR2 \Cn, et dont la longueurtend vers 0. On en déduit que |C(xn) − C(yn)| tend vers 0 et don
 que |xn − yn| tendvers 0, par 
ontinuité uniforme de C−1. Mais alors la plus petite des deux 
omposantesde IR2 \ Cn ∪ [Cn(xn), Cn(yn)] 
onverge vers un point, impliquant que p ou q est sur Cn,une 
ontradi
tion. 2On a 
outume d'appeler une 
ourber fermée simple du plan, un 
ourbe de Jordan. Notonsqu'en modi�ant le deuxièmement de la preuve, on montre sans trop de di�
ultés queThéorème 2.13 Un ar
 simple du plan (i.e. l'image 
ontinue inje
tive du segment [0, 1])ne sépare pas le plan.Une version plus forte du théorème de Jordan stipule que l'intérieur d'une 
ourbe deJordan est un disque topologique :Théorème 2.14 (de Jordan-S
hön�ies) Tout homéomorphisme entre deux 
ourbes deJordan s'étend au plan tout entier.Une preuve est donnée dansThe Jordan-S
hön�ies Theorem and the 
lassi�
ation of surfa
es. Carsten Thomassen.Ameri
an Mathemati
al Monthly. Feb 1992. pp 116-129.Sans entrer dans les détails, Thomassen 
ommen
e par 
onsidérer une famille dénom-brable de points qui soit dense dans la première 
ourbe, disons C, et qui puissent êtrejoint à tout point de l'intérieur de C par un 
hemin polygonal. Il 
onsidère égalementune famille dénombrable de points qui soit dense dans l'intérieur de C. On peut alorsen déduire une suite où 
haque point de 
es deux familles apparaît une in�nité de fois.On 
onstruit alors ré
ursivement un homéomorphisme entre l'union de C et des n pre-miers points de la suite (plus d'autres points autour) et l'union de la se
onde 
ourbe,que l'on peut supposer polygonale, et de n points (plus d'autres points autour) qui vont
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is Lazarus. 31également remplir l'intérieur de 
ette 
ourbe polygonale. On obtient à la limite une ap-pli
ation dé�nie sur C et la suite de points. On montre que 
ette appli
ation se prolongesur l'adhéren
e de l'intérieur de C en un homéomorphisme. Pour dé�nir un homéomor-phisme sur le plan tout entier, on 
ommen
e par entourer les deux 
ourbes d'un grand
arré, T , que l'on relie aux deux 
ourbes, 
e qui permet d'étendre l'homéomorphismesur 
es 
ourbes, en prenant l'identité sur T . La méthode pré
édente permet d'étendre
et homéomorphisme sur l'intérieur de T que l'on prolonge �nalement par l'identité endehors de T .À l'aide de 
e théorème on montre un analogue général au lemme du thêta et à la relationd'Euler.2.3 Graphes interditsUn des résultats les plus 
élèbres sur la planarité est la ré
iproque du théorème 2.11due au mathémati
ien Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980), stipulant qu'un graphe ne�
ontenant� ni K5 ni K3,3 est planaire. Les graphes K5 et K3,3 sont ainsi appelés graphesinterdits ou graphes de Kuratowski. De manière plus générale on montre que pour 
haquesurfa
e de genre g il existe un nombre �ni de graphes interdits empê
hant un graphequel
onque d'être plongé sur 
ette surfa
e.Théorème 2.15 (de Kuratowski) Un graphe est planaire si et seulement s'il ne 
on-tient pas de subdivision de K5 ou de K3,3 
omme sous-graphe.La preuve qui suit, tirée deGraphs on Surfa
es. Bojan Mohar et Carsten Thomassen. Johns Hopkins university Press,2001.repose sur trois lemmes, par ailleurs intéressants en eux-mêmes.Rappelons qu'un graphe est 3-
onnexe s'il a au moins 4 sommets et si la suppression de2 sommets quel
onques ne le dé
onne
te pas. Par la 
ara
térisation 
lassique de Menger,un graphe est 3-
onnexe si et seulement si toute paire de sommets peut être relié par trois
hemins disjoints en dehors de leurs extrémités.Lemme 2.16 Soit G un graphe 3-
onnexe ayant au moins 5 sommets. Alors G admet unearête e telle que G//e (i.e. la suppression de e, suivie de l'identi�
ation des extrémitésde e, suivie de la fusion des éventuelles arêtes multiples en arêtes simples de mêmesextrémités) est 3-
onnexe.Preuve : Supposons par l'absurde que pour toute arête e = xy de G, G//e n'est pas3-
onnexe. Alors il existe z, t ∈ S(G//e) (les sommets de G//e) qui dé
onne
tent G//e,où t résulte né
essairement de l'identi�
ation de x et y. Dit autrement, pour toute arête
e = xy, il existe z ∈ S(G) tel que G − {x, y, z} n'est pas 
onnexe. On 
hoisit e et zde sorte que la plus grande (en nombre de sommets) des 
omposantes de G − {x, y, z}soit maximale. Soit H 
ette 
omposante et soit u adja
ent à z dans une 
omposante de
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G−{x, y, z} autre que H . D'après 
e qui pré
ède, il existe v ∈ S(G) tel que G−{z, u, v}ne soit pas 
onnexe. Montrons que le sous-graphe H ′ de G induit par (S(H)∪{x, y})\{v}est 
onnexe. Comme 
e sous-graphe est 
ontenu dans une 
omposante de G−{z, u, v} etqu'il a plus de sommets que H , on aboutit à une 
ontradi
tion. Pour montrer la 
onnexitéde H ′ il su�t de véri�er que tout sommet t de H peut être relié à x ou y (eux mêmereliés par l'arête e) dans H ′ : par la 3-
onnexité de G, on a l'existen
e d'un 
hemin simple
p : t ; x dans G qui évite z et v. Quitte à rempla
er x par y on peut supposer que p− xne 
ontient ni x ni y. Don
 p−x est in
lus dans G−{x, y, z}, don
 dans H . On en déduitque p est dans H ′. 2Proposition 2.17 Soit G un graphe 3-
onnexe ne 
ontenant pas de subdivision de K5ou de K3,3 
omme sous-graphe. Alors G admet un plongement re
tiligne 
onvexe (i.e.dont les arêtes sont des segments de droites et dont les fa
es sont des 
onvexes) dans leplan.Preuve : Notons que 
e lemme implique une version du théorème de Kuratowski re-streinte aux graphes 3-
onnexes. Pour la preuve, on raisonne par ré
urren
e sur le nombrede sommets de G. Le résultat se véri�e à la main si 
e nombre vaut 4 ou 5. Par le pré
édentlemme on peut 
hoisir une arête e = xy telle que G′ = G//e est 3-
onnexe. Clairement
G′ ne 
ontient pas de subdivision d'un graphe interdit (on véri�e sinon que se serait le
as pour G). Par l'hypothèse de ré
urren
e G′ possède un plongement re
tiligne 
onvexe.Soit z le sommet de G′ résultant de l'identi�
ation de x et y. G′ − z est 2-
onnexe. Parla proposition 2.8, on 
onsidère le 
y
le C de G′ − z bordant la fa
e de G′ − z 
ontenant
z. Soit X (resp. Y ) l'ensemble des extrémités des arêtes de G reliant x (resp. y) à 
e
y
le. On véri�e que X et Y ne peuvent se 
hevau
her (i.e. |X ∩ Y | ≤ 2 et il n'y a pasdeux sommets de X et deux sommets de Y apparaissant de manière alternée autour de
C). Dans le 
as 
ontraire on met en éviden
e un graphe interdit dans G. Ce
i permet de
onstruire un plongement 
onvexe pour G en remplaçant z par x dans le plongement de
G′ et en insérant y dans la fa
e bordée par x et par le segment de C où se ratta
he lesarêtes in
identes à y. Notons que si z est sur la fa
e externe de G′, une transformationproje
tive permet de rendre 
ette fa
e interne. 2Exer
i
e 2.18 Soit e une arête de G. Montrer que si G//e 
ontient une subdivision de
K5 ou de K3,3, alors 
'est également le 
as pour G. (Indi
ation : il se peut que G//e et Gne 
ontiennent pas le même graphe interdit).Le lemme suivant permet de se ramener au pré
édent dans tous les 
as :Lemme 2.19 Soit G un graphe ne 
ontenant pas de subdivision de K5 ou de K3,3 
ommesous-graphe et tel que l'ajout d'une arête entre toute paire de sommets non-adja
ents 
réeun tel sous-graphe. Alors G est 3-
onnexe.Preuve : On raisonne par ré
urren
e sur le nombre de sommets de G. Le résultat sevéri�e à la main si 
e nombre vaut 4 ou 5.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 33
G est 2-
onnexe :sinon on peut é
rire G = G1 ∪ G2 où G1 et G2 n'ont qu'un sommet x en 
ommun. Soit
yi ∈ Gi, i = 1, 2, adja
ent à x. L'ajout d'une arête y1y2 à G 
rée par hypothèse unesubdivision K d'un graphe interdit. Comme 
eux-
i sont trois 
onnexes et qu'il n'y a queles 2 passages x et y1y2 entre G1 et G2, les sommets de degré 3 de K sont tous dans G1ou tous dans G2. Mais on peut alors rempla
er le 
hemin de K 
omportant l'arête y1y2et le sommet x par y1x ou y2x pour faire apparaître une subdivision d'un graphe interditdans G. Une 
ontradi
tion.Si G− {x, y} n'est pas 
onnexe alors xy est une arête de G :sinon on peut é
rire G = G1 ∪G2 où G1 et G2 n'ont que les sommets x et y en 
ommun.L'ajout d'une arête xy à G 
rée par hypothèse une subdivision K d'un graphe interdit.Comme pré
édemment les sommets de degré 3 de K sont tous un même Gi, disons G1.Mais on peut alors rempla
er l'arête xy dans K par un 
hemin reliant x et y dans G2(qui 
ontient né
essairement un tel 
hemin) faisant ainsi apparaître une subdivision d'ungraphe interdit dans G. Une 
ontradi
tion.Supposons que G n'est pas 3-
onnexe et soient x, y deux sommets qui dé
onne
tent G.On é
rit G = G1∪G2 où G1 et G2 n'ont que les sommets x et y et l'arête xy en 
ommun.Il est fa
ile de voir que l'ajout d'une arête à Gi (i = 1, 2) 
rée une subdivision d'un grapheinterdit dans 
e même Gi. On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à Gi et parle lemme pré
édent 
hoisir un plongement 
onvexe de Gi. Soit alors zi un autre sommetdu 
y
le d'une fa
e Fi bordée par x et y dans 
e plongement. L'ajout d'une arête z1z2 à
G 
rée une subdivision K d'un graphe interdit. Si tous les sommets de degré 3 de K sontdans un même Gi alors on peut fa
ilement modi�er K pour qu'il se trouve dans Gi. Une
ontradi
tion. Par ailleurs S(G1)\S(G2) ou S(G2)\S(G1) ne 
ontient qu'un seul sommetde degré 3 de K. Dans le 
as 
ontraire il faudrait au moins 4 
hemins disjoints entre G1 et
G2 dans G+ z1z2. Pour la même raison K ne peut être qu'une subdivision de K3,3. Si Gi
ontient les 5 autres sommets de degré 3 de K alors on obtient un plongement planairede K3,3 en reliant un point intérieur à Fi aux sommets x, y et zi. Une 
ontradi
tion. 2Corollaire 2.20 Toute triangulation du plan (dont le 
y
le externe est également untriangle) est 3-
onnexe.Preuve : Il est fa
ile de voir par la relation d'Euler et par double 
omptage des in
i-den
es fa
e-arête que toute triangulation du plan (dont le 
y
le externe est également untriangle) a un nombre maximal possible d'arêtes pour un nombre �xé de sommets et estdon
 3-
onnexe par le lemme pré
édent. 2Une autre formulation du théorème de Kuratowski a�rme qu'un graphe est planaire siet seulement si au
un des 2 graphes interdits n'en est un mineur.On pourra 
onsulter également pour 
e qui pré
ède (en parti
ulier pour la preuve � dansle 
as polygonal � du théorème de Jordan, de la relation d'Euler et du théorème deKuratowski) le 
hapitre 4 du livre de Diestel :Graph Theory. Reinhard Diestel. Springer-Verlag, Graduate Texts in Mathemati
s, Vol-ume 173 July 2005 (2000, 1997).
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opie éle
tronique est disponible à l'adresse :http ://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graph.theory/GraphTheoryIII.pdf2.4 Critères de planaritéJe liste i
i sans preuve un 
ertain nombre de 
ara
térisations 
lassiques des graphesplanaires.Dé�nition 2.21 Un 
y
le d'un graphe G est dit induit s'il est égal au sous-graphe induitpar ses sommets ou, de manière équivalente, s'il n'a pas de 
orde dans G. Un 
y
le estdit séparateur si la supression de ses sommets dé
onne
te G.Dé�nition 2.22 On appelle 
y
le fa
ial tout 
y
le bordant une fa
e d'un plongement,
omme dans la proposition 2.8.Tutte [Tut63℄ montre que les 
y
les fa
iaux d'un plongement d'un graphe planaire sonten fait 
ara
téristiques du graphe.Théorème 2.23 Soit G un graphe 3-
onnexe planaire. Un 
y
le est fa
ial pour un plonge-ment de G si et seulement s'il est induit et non-séparateur dans G.Dé�nition 2.24 Une 2-base d'un graphe G est une famille de 
y
les de G qui engendrel'espa
e des 
y
les Z(G) et tel que toute arête apparaît dans au plus deux 
y
les de 
ettefamille.Théorème 2.25 (Ma
Lane, 1936) Un graphe 2-
onnexe G est planaire si et seule-ment s'il possède une 2-base. De plus, toute 2-base est formée des 
y
les fa
iaux de G àl'ex
eption d'un 
y
le, 
orrespondant à un plongement planaire de G.On trouvera une preuve dans le livre de Mohar et Thomassen [MT01, p. 36℄.Dé�nition 2.26 Un ordre (partiel) sur un ensemble E est une relation binaire, notée
<, sur E × E qui est transitive, anti-symétrique et anti-re�exive. Si x < y ou y < x ondit que x et y sont 
omparables. Un ordre est linéaire, ou total, si tous les éléments de
E sont 
omparables. La dimension d'un ordre < est le nombre minimal d'ordres linéairestel que < est l'interse
tion de 
es ordres.On peut asso
ier à tout graphe G son ordre de 
omplexe dé�ni 
omme la relation d'in-
lusion sur la famille de ses sommets et arêtes.Théorème 2.27 (S
hnyder, 1989) Un graphe est planaire si et seulement si la dimen-sion de son ordre de 
omplexe est au plus 3.
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onta
t d'une famille de disques du plan d'intérieurs disjoints a pour en-semble de sommets la famille de disques et pour arêtes les paires de disques en 
onta
t(don
 tangents).Théorème 2.28 (Koebe-Andreev-Thurston) Un graphe est planaire si seulement si
'est le graphe de 
onta
t d'une famille de disques.La se
tion 2.8 de [MT01℄ est 
onsa
rée à 
e théoreme et ses extensions.Un 3-polytope est une interse
tion bornée, et d'intérieur non-vide, de demi-espa
es. Les5 polyèdres de Platon en sont des exemples 
élèbres. Le graphe d'un 3-polytope est son1-squelette, 
'est à dire le graphe 
omposé des sommets et arêtes du polytope.Théorème 2.29 (de Steinitz) Un graphe est 3-
onnexe et planaire si et seulement 
'estle graphe d'un 3-polytope.On trouvera une preuve dans le livre de Ziegler [Zie95, 
hap. 4℄.2.5 Plongements re
tilignesLa proposition 2.17 et le lemme 2.19 montrent en parti
ulier que tout graphe planaireadmet un plongement re
tiligne. Le problème du plongement re
tiligne est à l'origine denombreuses études 
omme l'existen
e de plongements dont les sommets sont à 
oordon-nées entières, 
omme la re
her
he de la grille entière minimale pouvant 
ontenir un telplongement, et
. . .Une des preuves les plus an
iennes de l'existen
e d'un plongement re
tiligne est attribuéeà Fáry [Fár48℄ (ou à Wagner, 1936). On 
ommen
e par ajouter des arêtes au grapheplanaire G que l'on veut plonger tout en préservant sa planarité, et 
e jusqu'à le rendremaximalement planaire (et don
 3-
onnexe). Tout plongement de G est don
 une trian-gulation. On 
hoisit l'un des triangles, disons t, 
omme fa
e externe et l'on montre parré
urren
e sur le nombre de sommets que G admet un plongement re
tiligne ave
 
ettefa
e externe �xée. On véri�e d'abord par la formule d'Euler que G a un sommet s de degréau plus 5 distin
t des sommets de t. On 
onsidère le graphe H obtenu à partir de G− sen ajoutant des arêtes (au plus 2) pour trianguler le �trou� laissé par s. Par hypothèsede ré
urren
e, H admet un plongement re
tiligne ave
 t pour fa
e externe. On supprimealors les (au plus 2) arêtes ajoutées et on insère s dans la fa
e 
orrespondante. Cette fa
eayant au plus 5 sommets il est fa
ile de montrer qu'elle est étoilée, 
e qui permet de po-sitionner s et de le relier aux sommets de la fa
e par des segments de droites intérieurs à
ette fa
e. On obtient ainsi un plongement re
tiligne de G. Il ne reste plus qu'à supprimerles arêtes initialement ajoutées ayant servi à rendre G maximalement planaire.Il existe une autre preuve de la proposition 2.17 due à Tutte [Tut63℄ et fournissant unalgorithme dire
t de plongement re
tiligne 
onvexe. On rappelle qu'un plongement re
-tiligne 
onvexe, est un plongement dont les arêtes sont des segments est dont les fa
essont stri
tement 
onvexes. Par la suite on omettra l'adje
tif re
tiligne.
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is Lazarus. 36Soit G = (S,A) un graphe 3-
onnexe planaire, et soit C un 
y
le fa
ial. On asso
ie à
haque a ∈ A \A(C) un poids stri
tement positif λa. On note Se l'ensemble des sommetsde C et Si = S \ Se.Théorème 2.30 (Tutte, 1963) Pour tout plongement 
onvexe de C, il existe un plonge-ment unique de Si tel que 
haque sommet s ∈ Si (plus pré
isément, son plongement) soitle bary
entre de ses voisins ave
 les poids λsv, pour v voisin de s. De plus, 
e plongementinduit un plongement 
onvexe de G obtenu en reliant 
haque paire de sommets voisinspar un segment de droite.La 
ondition sur les sommets de Si est dé
rite par le système :
∀s ∈ Si,

∑

v∈V (s)

λsv(s− v) = 0 (2.1)où V (s) désigne l'ensemble des voisins de s dans G.Pour alléger les notations, on note {s1, s2, . . . , sk} les sommets de Si et {sk+1, sk+2, . . . , sn}
eux de Se. On é
rit également λij pour λsisj et on note V (i) les indi
es des voisins de si.On pose en�n λij = 0 si j 6∈ V (i).Lemme 2.31 Pour tout graphe 
onnexe G, le système (2.1) admet une unique solution.Preuve : Ce système s'é
rit
Λ







s1...
sk






=







∑

j>k λ1jsj...
∑

j>k λkjsj





où
Λ =











∑n

j=1 λ1j −λ12 . . . −λ1k

−λ21

∑n

j=1 λ2j . . . −λ2k... ... . . .
−λk1 −λk2 . . .

∑n

j=1 λkj









Il su�t de véri�er que Λ est inversible.Soit x ∈ IRk tel que Λx = 0. Soit xi une 
omposante de x de valeur absolue maximale.On pose xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 0. Puisque (Λx)i =
∑n

j=1 λij(xi − xj) = 0 et que λijest stri
tement positif pour j voisin de i et nul sinon, on en déduit xj = xi pour j ∈ V (i).Par 
onnexité de G, il suit que tous les xj , j = 1, . . . , n sont égaux et don
 nuls. On en
on
lut que Λ est inversible. 2Dans [Tar72℄ Tarjan explique 
omment faire un par
ours en profondeur en temps O(S+A)d'un graphe G. On obtient un palm tree : C'est un arbre enra
iné auquel s'ajoute des ar
s
onne
tant un sommet à un an
être dans l'arbre (ar
s retours ou ba
k edge). Inversement
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is Lazarus. 37tout palmier peut s'obtenir à partir d'un par
ours en profondeur. On indexe les sommetsdans l'ordre pré�xe par leur date de première visite. Pour tout sommet s, on dé�nit L(s)
omme le sommet d'indi
e minimal parmi s lui-même et les têtes des ar
s retours ayantpour origine des des
endants de s.On note T un arbre de par
ours en profondeur de G, orienté de la ra
ine vers les feuilles.Lemme 2.32 Si vw est un ar
 de T et v 6= 1 alors L(w) ≥ v implique v est un sommetd'arti
ulation (
ut vertex) de G.Preuve : On note Tw le sous-arbre de T de ra
ine v. Alors tout 
hemin d'origine w nepassant pas par v reste dans Tw : où bien on emprunte une arête de T et on aboutit àun des
endant de w (y 
ompris w), ou bien on emprunte une arête retour et on aboutitégalement à un des
endant de w (y 
ompris w) par l'hypothèse L(w) ≥ v. En parti
ulier
v dé
onne
te Tw des an
êtres de v. 2Lemme 2.33 Tout 
hemin p de G 
ontient un an
être (relativement à T ) 
ommun à sesextrémités.Preuve : Soit H le plus petit sous arbre de T 
ontenant les sommets de p et soit ula ra
ine de H . On peut supposer que p 
ontient au moins 2 sommets et 
onsidérer unsommet v, enfant de u dans H . On note Hv le sous-arbre de H de ra
ine v. Si Hv = H−ualors u est de degré 1 dans H et u est un sommet de p par minimalité de H . Sinon p
ontient un ar
 
onne
tant un sommet de Hv à son 
omplémentaire dans H . Cet ar
 nepeut être un ar
 de T . C'est don
 un ar
 retour. Sa tête est né
essairement u qui estl'unique sommet de H −Hv qui soit un an
être d'un sommet de Hv. Dans tous les 
as, p
ontient u qui est un an
être 
ommun des extrémités de p (et même de tous ses sommets).
2Lemme 2.34 Si G est 2-
onnexe et vw est un ar
 de l'arbre de re
her
he en profondeuralors v 6= 1 implique L(w) < v et v = 1 implique L(w) = 1.Voir les arti
les de TGGT 2008. En parti
ulier par Haeupler and Tarjan.


