
Chapitre 1Homologie des graphes et des surfaes
1.1 Homologie des graphesDé�nition 1.1.1 Un graphe est un quadruplet G = (S, A, o, ι), où S et A sont desensembles (respetivement de sommets et d'ars (= arêtes orientées)), o : A 7→ S uneappliation qui assoie à tout ar son origine et ι : A 7→ A une involution sans point �xequi assoie à tout ar son ar opposé (ou inverse).Dans la pratique on note e−1 = ι(e) l'ar inverse de l'ar e. Le sommet o(e−1) est ladestination de l'ar e et une extrémité de e est soit son origine soit sa destination. Uneboule est un ar dont les extrémités sont onfondues. Une arête (non-orientée) est unepaire de la forme {e, e−1}. Puisque ι est une involution sans point �xe on peut érire
A = A+ ∪ (A \A+) où ι réalise une bijetion entre A+ et son omplémentaire. Une arêtes'identi�e don à un élément de A+. Cei permet de onsidérer les arêtes omme des ars,'est à dire que les arêtes ont une orientation par défaut. Nous utiliserons etteonvention dans toute la suite de e doument.La subdivision élémentaire d'une arête d'un graphe onsiste à ouper ette arête en deuxen ajoutant un sommet au milieu de l'arête. Une subdivision d'un graphe est le résul-tat d'une séquene de subdivisions élémentaires. L'opération inverse d'une subdivisionélémentaire est la fusion d'arêtes distintes partageant un sommet de degré 2. Une tellefusion est dite induite par le sommet de degré deux ommun.Deux graphes sont dits ombinatoirement équivalents s'ils ont des subdivisions isomorphes.Lemme 1.1.2 Deux graphes n'ayant auun sommet de degré 2 sont ombinatoirementéquivalents si et seulement s'ils sont isomorphes.Preuve : Soient G et H deux graphes ombinatoirement équivalents et K une sub-division ommune de G et H . On peut failement se ramener au as où G et H sontonnexes. On déompose K en haînes maximales d'arêtes séparées par des sommets dedegré deux. Puisqu'une subdivision introduit un sommet de degré deux sans modi�er ledegré des autres sommets, haque sommet interne à une haîne provient d'une subdivision4



1.1. Homologie des graphes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 5appliquée à G. En appliquant les opérations de fusion inverses, il suit que haque haînede K provient de la subdivision d'une arête de G. Cei est également vrai pour H , e quipermet de mettre en orrespondane les arêtes de G et de H . Il reste à véri�er que etteorrespondane induit bien un isomorphisme. 2Corollaire 1.1.3 Deux graphes sont ombinatoirement équivalents si et seulement si lesgraphes obtenus après fusions suessives induites par tous les sommets de degré deuxsont isomorphes.La aratéristique (d'Euler) d'un graphe G est la quantité χ(G) = |S| − |A+|.Lemme 1.1.4 Deux graphes ombinatoirement équivalents ont même aratéristique.Preuve : Véri�er qu'une subdivision d'arête ne modi�e pas la aratéristique. 2Une ontration d'arête dans un graphe onsiste à supprimer l'arête puis à identi�er sesextrémités dans le graphe.On dit que deux graphes ont le même type d'homotopie si on peut passer de l'un àl'autre par une suession de ontrations d'arêtes non-boules (d'extrémités distintes)et d'opérations inverses. On véri�e que la ontration d'arêtes non-boules préserve laaratéristique. Deux graphes ayant le même type d'homotopie ont don la même ara-téristique.La notion d'homologie pour les graphes apparaît dans un artile de Kirhho� de 1847 [BLW98,p. 133℄ traitant des iruits életriques. Ces derniers sont assimilés à des graphes dont lesarêtes représentent les �ls onduteurs possédant haun une résistane et un générateurde tension (fore életromotrie).La Loi des tensions (ou des mailles) exprime que dans tout yle (hemin fermé) d'uniruit életrique, on a la relation
∑

j

rjIj =
∑

j

Ejla somme portant sur les ars du yle orienté onsidéré ; les rj désignent les résistanes,les Ij les intensités des ourants et les Ej les fores életromotries. Connaissant les ré-sistanes et les fores életromotries, et tenant ompte de la loi des intensités (ou desnoeuds), le problème de Kirhho� est de trouver le nombre minimal de relations du typei-dessus, et don de yles, permettant de déterminer les ourants en fontion des résis-tanes et des fores életromotries. La réponse est donnée par le nombre ylomatique dugraphe sous-jaent au iruit életrique. C'est enore la dimension de l'espae des ylesou premier groupe d'homologie de e graphe.1.1.1 H1On onsidère un graphe G = (S, A, o, ι).



1.1. Homologie des graphes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 6Dé�nition 1.1.5 L'espae des 0-haînes (resp. des 1-haînes) du graphe G est l'en-semble des ombinaisons linéaires formelles �nies à oe�ients réelles et à support �nide sommets (resp. d'arêtes) de G. Il possède une struture de IR-espae vetoriel1 de di-mension |S| (resp. |A+|). On note C0 (resp. C1) l'espae des 0(resp.1)-haînes. Le supportd'une haîne c est l'ensemble des sommets (arêtes) de oe�ients non-nuls. On dé�nitun opérateur bord ∂ : C1 → C0 par extension linéaire de sa restrition aux arêtes :
∂ : A+ → C0

a 7→ o(a−1) − o(a)Dé�nition 1.1.6 L'espae des yles de G est par dé�nition le noyau de l'opérateur bord
∂. On le note H1(G, IR) ou plus simplement H1(G). On s'intéresse en général uniquementà la struture de groupe additif de H1(G) et on l'appelle le premier groupe d'homologiede G.Un yle est simple si auun sommet n'est répété dans le yle.Lemme 1.1.7 Tout yle est une ombinaison de yles simples.Preuve : Soit un yle c =

∑
i αiai. On raisonne par réurrene sur |support(c)|. Si

support(c) ontient une arête boule ak, on peut appliquer l'hypothèse de réurrene à
c−αkak. Sinon, soit αk 6= 0 et ∂ak = s− s′. Puisque c est un yle, il existe i 6= k tel que
ai ∈ support(c) et ∂ai = ±(s′ − s′′). Si s′′ = s on a un yle simple c′ = ak + ±ai dont lesupport est inlus dans support(c). Sinon on ontinue jusqu'à retomber sur un sommet
s, s′, s′′, . . . déjà renontré. On en déduit un yle simple c′ de support inlus dans eluide c. Finalement, onsidérant une arête ej ∈ support(c′), on peut appliquer l'hypothèsede réurrene à c − αjc

′. 2Corollaire 1.1.8 Un arbre est aylique, i.e. son espae des yles est réduit à 0.Preuve : D'après le lemme préédent il su�t de remarquer qu'un arbre n'a pas de ylesimple par dé�nition. 2On suppose G onnexe. Soit T un arbre ouvrant de G. Rappelons qu'une orde de T estune arête de G qui n'est pas dans T . On assoie à haque orde e (ave son orientationpar défaut) de T le yle ce obtenu en omplétant e ave l'unique hemin simple dans Tjoignant la destination à l'origine de e. Si e est un ar de G tel que e−1 est une orde de
T , alors par onvention ce désigne le yle −ce−1 .Proposition 1.1.9 Les yles ce, lorsque e parours l'ensemble des ordes de T , formentune base de H1(G).21Plus généralement on peut prendre les oe�ients des ombinaisons linéaires dans un groupe, unanneau, ou un autre orps. Les espaes de haînes se trouvent alors respetivement munis d'une struturede groupe, de module ou d'espae vetoriel.2Dans le as de l'homologie à oe�ients entiers, es yles forment une base du groupe libre om-mutatif H1(G,ZZ).



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 7Preuve : Ces yles sont indépendants ar haque orde est dans le support d'un unique
ce. Montrons qu'ils sont générateurs de H1(G). Soit c =

∑
a∈T αaa +

∑
e∈G\T βee unyle quelonque de G deomposé selon les arêtes de l'arbre T et ses ordes. Le yle

c−
∑

e∈G\T βece a son support inlus dans T , et est don nul par le orollaire 1.1.8. D'où
c =

∑
e∈G\T βece. 2Dé�nition 1.1.10 La dimension de H1(G) est appelée nombre de yles ou nombreylomatique ou enore premier nombre de Betti. On la note β1(G).Par la proposition 1.1.9, si G est onnexe, le nombre ylomatique est le nombre de ordesd'un arbre ouvrant. Comme e dernier a |S| − 1 arêtes, on a β1(G) = |A+| − |S| + 1 =

1 − χ(G). Notons que β1(G) est aussi le nombre maximal d'arêtes qu'on peut �ter à Gsans le déonneter.Si G n'est pas onnexe, il su�t de travailler indépendamment sur haune de ses om-posantes onnexes ar l'homologie de G est la somme direte des homologies de haunede ses omposantes. On peut d'ailleurs a�ner e déoupage pour travailler sur haque�omposante� 2-onnexe (un blo au sens de la théorie des graphes).1.1.2 H0On dé�nit également le groupe d'homologie de dimension 0.
H0(G) = C0/Im∂Proposition 1.1.11
H0(G) ≃ IRβ0(G)où β0(G) est le nombre de omposantes onnexes de G.Preuve : On numérote de 1 à β0 := β0(G) les omposantes onnexes de G et on onsidèrel'appliation augmentation ǫ : C0 → IRβ0, c 7→ (σ1, σ2, . . . , σβ0

) où σi est la somme desoe�ients de c sur les sommets de la omposante i de G. Puisque ǫ est surjetive,IRβ0 ≃ C0/ ker ǫ. Il su�t don de montrer que ker ǫ = Im∂. Or, pour toute arête e,
ǫ(∂e) = 0, d'où Im∂ ⊂ ker ǫ. Par ailleurs si c =

∑
j αjsj ∈ ker ǫ a son support dans laomposante i, on onsidère pour haque sommet sj de ette omposante un hemin γjreliant s1 à sj . On véri�e que c = ∂(

∑
j αjγj) et on en déduit ker ǫ ⊂ Im∂. 21.2 Classi�ation des surfaes1.2.1 Triangulation et aratéristiqueDé�nition 1.2.1 Un 2-omplexe simpliial a�ne de IRn est une olletion C de sommets,arêtes, triangles de IRn telle que



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 8� toute extrémité d'une arête de C est dans C et toute arête d'un triangle de C est dans
C,� l'intersetion de deux éléments distints de C est soit vide soit une fae (sommet ouarête) ommune de es éléments.La réunion de tous les éléments de C dans IRn est appelée espae total.Dé�nition 1.2.2 Une surfae triangulée est un 2-omplexe simpliial a�ne pur (toutsommet ou arête est inident à un triangle) tel que� toute arête est inidente à un ou deux triangles,� le graphe d'adjaene des triangles inidents à un sommet est soit un yle soit unehaîne �nie.Les arêtes inidentes à deux triangles sont dites internes. Les autres onstituent (aveleurs sommets) le bord de la surfae.Le 1-squelette ou graphe d'un surfae triangulée M est le graphe onstitué des sommetset des arêtes de M.Lemme 1.2.3 Les arêtes du bord d'une surfae forment une union disjointe de ylesdans son 1-squelette.Preuve : Il su�t de véri�er que haque sommet du sous-graphe formé par les arêtes dubord est de degré deux. Mais ei résulte de la dé�nition d'une surfae triangulée. 2Dé�nition 1.2.4 Le nombre de bords d'une surfae triangulée est le nombre de ompo-santes onnexes, don de yles, de son bord.Une triangulation d'une variété de dimension 2 est un homéomorphisme entre une surfaetriangulée et ette variété. T. Radó [Rad25, DM68, Moi77℄ a montré en 1925 que toutevariété ompate de dimension 2 admet une triangulation. On onfondra une triangulationave la surfae triangulée sous-jaente.Dé�nition 1.2.5 La aratéristique (d'Euler) d'une surfae M triangulée est la sommealternée de son nombre de sommets S(M), d'arêtes A(M), et de triangles F(M) :

χ(M) = S(M) − A(M) + F (M)Lemme 1.2.6 La aratéristique d'une triangulation d'un disque vaut 1.Preuve : Voir la formule d'Euler dans l'étude des graphes planaires. 2Dé�nition 1.2.7 Soit M une surfae triangulée. Une subdivision de M est une surfaetriangulée M′ ayant même espae total que M et telle que tout simplexe (un sommet,une arête ou une fae) de M′ est ontenu dans un simplexe de M.



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 9En partiulier, les simplexes de M′ ontenus dans un simplexe σ de M forment unetriangulation de σ.Dé�nition 1.2.8 Deux surfaes triangulées sont dites ombinatoirement équivalentes sielles admettent des subdivisions isomorphes.Clairement, deux surfaes ombinatoirement équivalentes sont homéomorphes. Le pro-blème inverse, savoir si deux surfaes triangulées homéomorphes sont ombinatoirementéquivalentes, porte le nom de Hauptvermutung. Le Hauptvermutung est vrai pour les sur-faes triangulées. Il est également vrai pour les variétés de dimension 3 omme démontrépar Moise [Moi77℄ dans les années 1950.Proposition 1.2.9 Deux surfaes triangulées ombinatoirement équivalentes ont mêmearatéristique.Preuve : Une première preuve onsiste à montrer que toute subdivision s'obtient ommeune suession de subdivisions élémentaires, puis à véri�er que les subdivisions élémen-taires préservent la aratéristique. On s'en tient ii à la dé�nition générale de subdivision.Soit M une surfae triangulée sans bord et M′ une subdivision de M. D'après lelemme 1.2.6, la aratéristique χt de la restrition de M′ à tout triangle t de M vaut 1.En sommant χt sur tous les triangles de M on ompte deux fois haque arête ou sommetde M′ inlus dans l'intérieur d'une arête de M et on ompte un nombre de fois égal àson degré dans M haque sommet de M′ qui est un sommet de M. On a ainsi :
χ(M′) =

∑

t∈M

χt − χ(G′) −
∑

s∈M

(d(s) − 2).où G′ est la restrition de M′ au graphe G de M. Comme G′ est une subdivision de Gon a χ(G′) = χ(G). On a de plus par double énumération des inidenes sommet/arêted'un graphe : ∑
s∈M d(s) = 2A(M). Et �nalement

χ(M′) =
∑

t∈M

1 − (S(G) − A(G)) − (2A(M) − 2S(M))

= F (M) − A(M) + S(M) = χ(M)

21.2.2 Orientabilité et lassi�ationUne orientation d'un triangle de M de sommets u, v, w est le hoix d'une des deuxpermutations yliques (u, v, w) ou (u, w, v) (e sont les seules !) sur ses sommets. Uneorientation d'un triangle induit une orientation de ses arêtes allant d'un sommet vers sonitéré dans la permutation hoisie. Deux triangles adjaents ont des orientations ompa-tibles s'ils induisent des orientations opposées sur leur arête ommune.Une surfae triangulée est orientable si on peut orienter haun de ses triangles de sorteque deux triangles adjaents quelonques aient des orientations ompatibles. Il n'y a que



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 10deux manières possibles d'orienter les triangles d'une surfae orientable onnexe pour queette propriété soit véri�ée. On dit qu'une surfae onnexe (orientable) est orientée si ona hoisi une de es deux orientations possibles.Proposition 1.2.10 Deux surfaes ombinatoirement équivalentes ont même orientabi-lité.Preuve : Il su�t de le véri�er pour une surfaeM′ subdivision d'une surfaeM. Suppo-sonsM′ orientable et orientée. On oriente haque triangle τ deM de la manière suivante :On onsidère les triangles orientés de M′ ontenus dans τ . Ceux-i (ave leurs arêtes etsommets) forment une triangulation orientée T de τ . Chaque arête de T située sur lebord de τ possède une orientation induite par l'unique triangle orienté de T le ontenant.Il est lair que es orientations sont ohérentes sur tout le bord de τ (le véri�er !). On endéduit une orientation de τ . La ompatibilité de es orientation sur les triangles de Mrésulte immédiatement de elle sur M′.Supposons maintenant M orientable et orientée. Soit σ un triangle de M′. Ce triangleest ontenu dans un unique triangle τ de M. Soit P le plan a�ne engendré par τ .L'orientation de τ induit un orientation de P qui induit à nouveau une orientation de σ.Reste à voir que les orientations des triangles de M′ ainsi onstruites sont ompatibles.Pour ela il su�t de véri�er que pour toute arête a de M′ inidente à deux triangles, lesorientations des triangles inidents sont ompatibles. Si a est intérieure à un triangle τde M, il en est de même des deux triangles de M′ inidents à a. Il est faile de véri�erque es deux triangles se situent de part et d'autre de la droite support de a dans le plande τ . On en déduit la ompatibilité des orientations de es triangles. Si a est intérieureà une arête b de M, on peut raisonner de la même manière après avoir 'déplié' les deuxtriangles de M inidents à b. 2Lemme 1.2.11 Toute triangulation d'un disque est orientable.Preuve : Cei résulte de la proposition 1.2.10 préédente et du Hauptvermutung puis-qu'un triangle est évidemment orientable et onstitue une triangulation d'un disque. Unepreuve direte sans le Hauptvermutung est laissée à titre d'exerie. 2Exerie 1.2.12 Soit T une triangulation d'un disque. Montrer par réurrene sur sonnombre de sommets que T est une subdivision de la triangulation formée d'un seul tri-angle. On pourra distinguer le as où T ontient des sommets intérieurs au disque ounon.Cette preuve montre en partiulier que T peut être obtenue à partir d'un triangle par unesuession de subdivisions 'élémentaires'. En déduire que T est orientable.On a vu que deux surfaes triangulées ombinatoirement équivalentes ont même orientabi-lité (lemme 1.2.10) et même aratéristique (lemme 1.2.9). Clairement elles ont égalementmême nombre de bords. Inversement on montre (Brahana, 1922) que



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 11Théorème 1.2.13 (de lassi�ation des surfaes) Deux surfaes triangulées ayantmêmes aratéristique, orientabilité et nombre de bords sont ombinatoirement équiva-lentes.Si M est une surfae orientable dont le bord a b omposantes on appelle genre de M laquantité g = (2 − b − χ(M))/2. Si M est une surfae non-orientable le genre est dé�nipar g = 2 − b − χ(M). D'après le théorème de lassi�ation et le Hauptvermutung, ilexiste à homéomorphisme près une unique surfae orientable de genre g sans bord. Onnote Mg une triangulation de ette surfae.1.3 Homologie des surfaes1.3.1 H0Comme pour les graphes, on pose H0(M) = C0/Im∂. On a de la même façonProposition 1.3.1 Soit M une surfae triangulée onnexe, alors H0(M) ≃ IR.1.3.2 H1Soit M une surfae triangulée. On onsidère les espaes vetorielles suivants :� l'espae C0 des ombinaisons linéaires formelles de sommets de M,� l'espae C1 des ombinaisons linéaires formelles d'arêtes de M,� l'espae C2 des ombinaisons linéaires formelles de triangles de M.Les éléments de Ci sont appelés des i-haînes.Comme pour les graphes, les arêtes sont supposées orientées. Cei permet de dé�nir unopérateur bord (par extension linéaire)
∂1 : C1 → C0

a 7→ o(a−1) − o(a)Une arête a se note également [o(a), o(a−1)]. On pose par onvention d'ériture que
[o(a−1), o(a)] = −[o(a), o(a−1)]. On suppose également que haque triangle possède uneorientation par défaut. On note [s, t, u] un triangle orienté par la permutation (s, t, u).Ave ette notation on a [s, t, u] = [t, u, s] = [u, s, t]. On dé�nit alors un opérateur bord
∂2 (par extension linéaire) :

∂2 : C2 → C1

[s, t, u] 7→ [t, u] − [s, u] + [s, t] = [s, t] + [t, u] + [u, s]L'espae des 1-yles est dé�ni omme pour les graphes par Z1(M) = ker ∂1. L'es-pae des 1-bords est dé�ni par B1(M) = Im∂2. Deux 1-yles sont dit homologues sileur di�érene est un bord (i.e. borde une 2-haîne). L'espae des lasses d'homologie
H1(M) = Z1(M)/B1(M) est appelé le premier groupe d'homologie de M. On véri�e



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 12aisément que ette dé�nition ne dépend pas des orientations hoisies par défaut pour lesarêtes et triangles de M.Intuitivement deux yles sont homologues si on peut passer de l'un à l'autre par une dé-formation ontinue autorisant les fusions et sissions de yles, ainsi que l'ajout/suppressionde yles séparateurs.Lemme 1.3.2 Le premier groupe d'homologie d'une triangulation d'un disque est nul.Preuve : Par le lemme 1.1.7, il su�t de montrer que tout yle simple d'un disquetriangulé orienté borde une 2-haîne. Mais ei résulte diretement du théorème de Jordanqui permet de onsidérer la 2-haîne onstituée des triangles (orientés suivant l'orientationdu disque) intérieurs à un yle simple. Il est lair que le bord de ette 2-haîne est, à unsigne près, le yle simple en question. 2Proposition 1.3.3 H1(Mg) ≃ IR2gSoit T ∗ un arbre ouvrant du graphe d'adjaene des triangles de Mg. L'ensemble destriangles de Mg reollés suivant les adjaenes de T ∗ forme don un disque triangulé D.Chaque arête du bord de D s'identi�e à une arête de Mg. Inversement, haque arête de
Mg apparaît soit une fois omme arête interne à D soit deux fois sur le bord de D. Soit
G le sous-graphe de Mg induit par les arêtes apparaissant sur le bord de D.Lemme 1.3.4 Tout yle de Z1(Mg) est homologue à un yle dont le support est dans
G, autrement dit à un yle de Z1(G).Preuve : Soit c ∈ Z1(Mg) et a une arête du support de c. Si a est interne à D ononsidère un hemin pa sur le bord de D joignant o(a−1) à o(a). Par le lemme 1.3.2, leyle a + pa borde dans D don dans Mg. On en déduit que c est homologue à

c′ = c −
∑

a ∈ support(c),
a 6∈ G

αa(a + pa),où αa est le oe�ient de a dans c. On onlut en remarquant que support(c′) ⊂ G. 2Preuve de la proposition 1.3.3 : Soit K un arbre ouvrant de G. Considérons leslasses d'homologie [ce] des yles ce de G assoiés aux ordes de K. On sait par laproposition 1.1.9 que es yles génèrent Z1(G). Le lemme préédent montre que leurslasses d'homologie génèrent H1(Mg). Montrons de plus que les [ce] onstituent unefamille libre de H1(Mg) et don une base. Pour ela onsidérons une ombinaison ∑
e αecehomologue à 0, i.e. telle que ∑

e

αece = ∂2

∑

i

βitiSoit a une arête interne à D. Comme auune arête interne à D n'apparaît dans le membrede gauhe de ette égalité on en déduit que, dans le membre de droite, les oe�ients βi



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 13et βj des deux triangles inidents à a sont égaux. Par onnexité de T ∗, on onlut quetous les oe�ients βi du membre de droite sont égaux à un même oe�ient β, d'où
∑

e

αece = β∂2

∑

i

tiOr ∂2

∑
i ti = 0 ar Mg est orientée et fermée. Il suit que ∑

e αece = 0 dans Z1(G) etdon que tous les αe sont nuls par la proposition 1.1.9.La dimension de H1(Mg) est don égale au nombre de ordes de K dans G. Je note β1e nombre, aussi appelé premier nombre de Betti de Mg. On a
β1 = A(G) − A(K) = (A − A(T ∗)) − (S − 1)

= A − (F − 1) − (S − 1) = A − F − S + 2 = 2 − χ(Mg) = 2goù S, A et F sont respetivement le nombre de sommets, arêtes et triangles de M. 2Remarque 1.3.5 Si on déoupe Mg suivant le graphe G introduit i-dessus on obtientun disque triangulé (et même une arboresene de triangles). Plus généralement on ap-pelle graphe de oupe tout sous-graphe du 1-squelette de Mg qui déoupe Mg en undisque triangulé. Clairement, on peut remplaer le graphe G dans tout e qui suit la pro-position 1.3.3 par n'importe quel graphe de oupe.Exerie 1.3.6 En s'inspirant de la preuve de la proposition 1.3.3, montrer que si Mg,best une surfae orientable de genre g à b bords, alors H1(Mg,b) ≃ IR2g+b−1. On remarqueraque le bord de la 2-haîne dé�nie par la somme de tous les triangles (orientés) de Mg,b estnon-nul et égal à la somme des b omposantes (orientées) du bord de Mg,b. En déduireque les lasses d'homologie des g yles formés par es omposantes sont linéairementliés.1.3.3 H2On dé�nit H2(M) omme le sous-espae ker ∂2 des yles de C2.Proposition 1.3.7 Si M est onnexe, orientable et sans bord alors, H2(M) ≃ IRPreuve : Supposons M orientée. Soit c un 2-yle de M. Les oe�ients dans c de deuxtriangles adjaents dans M sont néessairement égaux puisque l'arête ommune apparaîtave une orientation opposée dans leur bord respetif. Par onnexité du graphe d'adja-ene des faes on a que c est de la forme α
∑

t∈M t. Comme ∑
t∈M t est e�etivement un2-yle, on en déduit que H2(M) est engendré par e 2-yle. 2Théorème 1.3.8 Deux surfaes ombinatoirement équivalentes ont des groupes d'homo-logie isomorphes.Preuve pour les surfaes orientables sans bord : Cei résulte des propositions 1.3.1,1.3.3, 1.3.7 et du théorème de lassi�ation 1.2.13. 2



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 14La dé�nition et les propriétés de l'homologie des surfaes triangulées s'étendent sans malaux surfaes ombinatoires. Cette fois, le bord d'une fae orientée est la somme des arêtesorientées le long de son bord. Le formalisme des surfaes ombinatoires permet, via lanotion d'équivalene ombinatoire d'exprimer plus simplement l'homologie d'une surfaepar passage à une surfae réduite.Exerie 1.3.9 Soit M une surfae ombinatoire. Montrer que la surfae M′ obtenuepar subdivision soit d'une arête soit d'une fae de M a des groupes d'homologie iso-morphes à eux de M. En déduire que des surfaes ombinatoirement équivalentes ontdes groupes d'homologie isomorphes. Montrer diretement que si M′ est obtenue parontration d'une arête non-boule de M, alors M et M′ ont des groupes d'homologieisomorphes.1.3.4 Test d'homologieOn herhe ii à déterminer si deux 1-yles d'une surfae ombinatoire M sont homo-logues. Cei revient à tester si leur di�érene est un bord. On peut don se restreindreà e dernier test. On suppose dans e qui suit que M est représentée au moyen d'unsystème de rotations. On note ḡ = 2 − χ(M) le genre d'Euler de M.Théorème 1.3.10 Soit M une surfae ombinatoire de genre g possédant n arêtes.Après un préalul en temps O(n), on peut tester si un 1-yle c de taille k borde dans
M en temps O(g + k).Preuve : Soit T un arbre ouvrant du 1-squelette M1 de M. La ontration des arêtesde T fournit une surfae M′ ombinatoirement équivalente à M. Clairement, M′ s'ob-tient en temps O(n) à partir de M. L'appliation qui envoie toute fae de M sur lafae orrespondante de M′, toute arête de T sur 0 et toute autre arête de M sur saorrespondante dans M′ ommute ave l'opérateur bord et induit un isomorphisme deshomologies. En partiulier, c est un bord si et seulement si sa trae c′ sur M1 \ T estun bord dans M′. Remarquons que c′ a une taille au plus k. Soit K∗ un arbre ouvrantdu graphe d'adjaene des faes de M′ et soit K l'ensemble des arêtes primales orres-pondant aux arêtes de K∗. La fusion des faes de M′ selon les arêtes de K fournit unesurfae réduite (un seul sommet et une seule fae) M′′ ombinatoirement équivalente à
M′. Soit f l'unique fae de M′′. Les extrémités de haque arête orientée a de K sindentle bord de f , vu omme yle de M′, en deux sous-hemins d1 et d2. En partiulier, lesyles a + d1 et a + d2 bordent dans M′. Ainsi, le yle c′ est homologue à un yle c′′obtenu en substituant à haque ourene d'une arête a de K (la somme des ars de) l'unou l'autre des sous-hemins d1 et d2 assoiés. De sorte que c′ est un bord dans M′ si etseulement si c′′ est un bord dans M′′. Comme f est l'unique fae de M′′, ela signi�e que
c′′ est un multiple de ∂f .Puisque ∂f est de longueur 2ḡ = O(g), haque substitution d'une arête de c′ induit un oûtde mise à jour en O(g). Le alul expliite du yle c′′ par substitution suessive est don
O(gk). Pour réduire e oût à O(g+k) on proède omme suit. On note a0, a1, . . . , a2ḡ−1 les



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 15ars de ∂f dans un ordre irulaire. Pour haque ar a ∈ K, on note b(a) l'indie de l'arde ∂f suesseur de a autour de son origine o(a). On note également e(a) l'indie de l'arde ∂f suesseur de a−1 autour de son origine O(a−1). Les aluls de b(a) et e(a) peuventaisément s'obtenir en temps O(n) dans une phase de préalul. Notons que haque ar
a de K est homologue au sous-hemin ∂f(a) ompris entre les ars ab(a) et ae(a)−1 de
∂f dans le sens roissant des indies modulo 2ḡ. On onsidère un tableau D de taille 2ḡonstitué d'inréments di�érentiels. Initialement D[i] = 0 pour tout i. Pour haque ar ade c′, on inrémente D[b(a)] si b(a) 6= 0 et on dérémente D[e(a)] si e(a) 6= 0. On aluleensuite D[0] omme le nombre d'ars a de c′ tels que a0 ∈ ∂f(a). On véri�e aisément que
c′′ =

∑
i γiai, où γ0 = D[0] et γi est dé�ni réursivement par γi = γi−1 + D[i]. Il reste�nalement à exprimer haque ar ai omme± l'arête (orientée par défaut) orrespondantepour obtenir l'expression de c′′ sur la base des yles de M′′ donnée par ses arêtes. Lealul de D prend un temps O(g + k) et on en déduit l'expression de c′′ dans le mêmetemps. Il ne reste plus qu'à tester en temps O(g) si ette expression est un multiple del'expression de ∂f sur la même base (soit 0 pour une surfae orientable). 2


