
Chapitre 3Homologie en dimension supérieure
3.1 Complexes simpliiaux et homologie simpliialePour onstruire des espaes topologiques ayant une desription ombinatoire on utilisedes briques élémentaires appelées simplexes.Dé�nition 3.1.1 Un simplexe a�ne de dimension n, ou n-simplexe a�ne, est l'enve-loppe onvexe dans un espae IRp de n + 1 points, appelés sommets, a�nement indépen-dants. Une fae d'un simplexe σ est un simplexe dé�ni par un sous-ensemble des sommetsde σ.La notion de omplexe simpliial permet de dé�nir préisément e qu'est un assemblagede briques élémentaires onvenablement reollées entre-elles.Dé�nition 3.1.2 Un omplexe simpliial a�ne de IRp est une olletion C de simplexesde IRp telle que1. toute fae d'un simplexe de C est dans C,2. deux simplexes quelonques de C s'intersetent selon une fae ommune, éventuel-lement vide.La réunion de tous les simplexes de C, vue omme sous-espae topologique de IRp, est ap-pelée l'espae total du omplexe1 La dimension d'un omplexe simpliiale est la dimensionmaximale de ses simplexes.Comme pour les graphes et les surfaes triangulées, on dé�nit les groupes d'homologied'un omplexe simpliial à partir d'espaes de haînes et de morphismes de bord.Dé�nition 3.1.3 L'espae des n-haînes d'un omplexe simpliial est l'ensemble desombinaisons linéaires formelles �nies de ses n-simplexes. Cet espae est naturellementmuni d'une struture de groupe, module ou espae vetoriel, selon que les oe�ients desombinaisons linéaires sont respetivement pris dans un groupe, anneau ou orps. On note
Cn(K) l'espae des n-haînes du omplexe K.1On suppose ii que C est loalement �ni, 'est-à-dire que haque point de l'espae total a un voisinagequi intersete un nombre �ni de simplexes. Cette ondition est évidemment véri�ée si C est �ni.24



3.1. Complexes simpliiaux et homologie simpliiale. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 25Soit σ un n-simplexe de sommets s0, . . . , sn. On dé�nit une relation d'équivalene sur lespermutations des sommets de σ : deux permutations sont dites équivalentes si elles ontmême parité. Tout n-simplexe σ pour n ≥ 1 (resp. n = 0) possède don deux lasses(resp. une lasse) d'équivalene de permutations. Une orientation de σ est le hoix d'unede ses lasses d'équivalene. La notation [s0, s1, . . . , sn] désigne le simplexe σ, doté del'orientation dé�nie par la permutation (ou ordre) (s0, s1, . . . , sn). On a ainsi un isomor-phisme entre l'espae des n-haînes de simplexes et l'espae des n-haînes de simplexesorientés modulo les relations
[φ(s0), φ(s1), . . . , φ(sn)] = (−1)signe(φ)[s0, s1, . . . , sn] (3.1)où φ désigne une permutation quelonque de s0, . . . , sn.On dé�nit ensuite le bord d'un simplexe orienté par

∂n[s0, s1, . . . , sn] =

n
∑

i=0

(−1)i[s0, . . . , ŝi, . . . , sn]où ŝi dénote l'omission du sommet si. Le bord est ompatible ave les relations (3.1) ('estun exerie !). Cela permet de dé�nir le bord d'un n-simplexe, muni d'une orientation pardéfaut, modulo es relations. Ce bord est une (n − 1)-haîne et le bord d'une n-haîne estobtenu par extension linéaire :
∂n : Cn(K) → Cn−1(K),

∑

ασσ 7→
∑

ασ∂nσoù ∑

ασσ désigne une n-haîne de oe�ients ασ. Notons que l'opérateur bord dépendde l'orientation par défaut de haque simplexe.La relation essentielle dit que le bord d'un bord est nul :Lemme 3.1.4 ∂n−1 ◦ ∂n = 0Preuve : Puisque les simplexes orientés génèrent les haînes de simplexes (modulo lesrelations (3.1)), il su�t de véri�er la relation i-dessus pour les simplexes orientés :
∂n−1 ◦ ∂n[s0, s1, . . . , sn] = ∂n−1(

n
∑

i=0

(−1)i[s0, . . . , ŝi, . . . , sn])Or,
∂n−1[s0, . . . , ŝi, . . . , sn] =

∑

j<i

(−1)j [s0, . . . , ŝj, . . . , ŝi, . . . , sn] −
∑

j>i

(−1)j [s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sn]D'où
∂n−1 ◦ ∂n[s0, s1, . . . , sn] =

n
∑

i=0

∑

j<i

(−1)i+j [s0, . . . , ŝj, . . . , ŝi, . . . , sn] −
n

∑

i=0

∑

j>i

(−1)i+j[s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sn] = 0puisque les deux membres de ette di�érene portent sur les mêmes termes. 2



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 26Dé�nition 3.1.5 Soit K un omplexe simpliial. Le groupe des n-yles de K est lenoyau du bord ∂n. On le note Zn(K). Le groupe des n-bords de K est l'image de ∂n+1.On le note Bn(K). Le lemme préédent montre que Bn(K) ⊂ Zn(K), e qui permet dedé�nir le n-ième groupe d'homologie de K par le quotient
Hn(K) = Zn(K)/Bn(K) = ker ∂n/im ∂n+1L'intérêt prinipal des groupes d'homologie réside dans leur invariane par rapport à lasubdivision utilisée pour les aluls.Théorème 3.1.6 À isomorphisme près, les groupes d'homologie Hn(K) ne dépendentque de l'espae total |K| du omplexe K et non de la déomposition simpliiale partiulièreutilisée pour les aluler.Dit autrement l'homologie est un invariant topologique. La démonstration de e théo-rème est di�ile et repose sur la notion d'homologie singulière qui s'applique à tousles espaes topologiques, sans restrition à des espaes triangulés. On pourra onsulterHather [Hat02℄ ou Munkres [Mun93℄ sur le sujet.3.2 Homologie à oe�ients entiersPour dé�nir les groupes de haînes d'un omplexe simpliial K on a vu que l'on avaitun ertain hoix sur le type de oe�ients intervenant dans les ombinaisons linéairesformelles de simplexes. A priori haque type de oe�ients donne des groupes de haînesdi�érents et don des groupes d'homologie di�érents. Il se trouve qu'à partir du alulde l'homologie ave des oe�ients dans ZZ on peut déduire l'homologie ave n'importequel autre type de oe�ients par un alul qui ne fait plus intervenir le omplexe K.Cette propriété universelle qu'ont les oe�ients entiers porte le nom de théorème desoe�ients universels dans la littérature. Il est don intéressant de pouvoir aluler enpremier lieu l'homologie sur ZZ.3.2.1 Forme normale de Smith des matries à oe�ients entiersEn hoisissant des oe�ients entiers les groupes de haînes se trouvent munis d'unestruture de ZZ-module libre (l'ensemble des n-simplexes forme par dé�nition une basedes n-haînes). On peut don représenter haque morphisme de bord ∂n par une matrieentière relativement à des bases des groupes Cn(K) et Cn−1(K). Pour des bases onve-nablement hoisies ette matrie prend une forme partiulière, appelée forme (normale)de Smith (1861), à partir de laquelle on peut diretement lire l'homologie de K.Dé�nition 3.2.1 Une matrie à oe�ients entiers est dite sous forme normale de Smithsi elle est diagonale et si haque oe�ient diagonal est non-négatif et multiple du oef-�ient préédant dans la diagonale.Notons que ertains oe�ients (néessairement les derniers) peuvent être nuls.



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 27Théorème 3.2.2 Soit u : ZZp → ZZq un morphisme de ZZ-module. Il existe des bases deZZp et ZZq relativement auxquelles la matrie de u est sous forme de Smith. De plus, etteforme est unique.On a le lemme préparatoire, ave les notations du théorème :Lemme 3.2.3 Il existe des bases de ZZp et ZZq relativement auxquelles tous les oe�ientsde la matrie (mij) de u sont multiples du oe�ient m11.Preuve : Soit (mij) la matrie de u relativement à une base (ei) de ZZp et à une base (fj)de ZZq (par exemple les bases anoniques). On suppose u 6= 0, le lemme étant trivial dansle as ontraire. Soit mij un oe�ient non-nul de valeur absolue minimale. La preuves'obtient par réurrene sur α = |mij|.1. Ou bien α divise tous les oe�ients de M . Les hangements de bases qui éhangent
e1 ave ei et f1 ave fj permutent les oe�ients de M de sorte que m11 = α. Lelemme est don véri�é.2. Ou bien α ne divise pas l'un des oe�ients, mik, de sa ligne i. On a par divisioneulidienne : mik = λα + α′ ave 0 < α′ < α. Le hangement de base remplaçant ekpar ek −λej transforme le oe�ient mik de M en α′. On invoque alors l'hypothèsede réurrene pour onlure.3. Ou bien α ne divise pas l'un des oe�ients de sa olonne j, et un raisonnementanalogue au préédent permet de onlure.4. Ou bien tous les oe�ients de la ligne i et de la olonne j sont multiples de α,mais un oe�ient mkl n'est pas divisible par α. On a en partiulier mil = λα. One�etue le hangement de base remplaçant el par el − (λ − 1)ej, de sorte que leoe�ient mil est transformé en α et le oe�ient mkl en un ertain m′

kl. Ou bien
|m′

kl| < α, et on onlut par réurrene, ou bien on se retrouve dans la on�guration3 préédente (m′

il = α ne divise pas m′

kl) e qui permet également de onlure.
2Preuve du théorème 3.2.2 : Par le lemme préédent on peut supposer avoir hoisiune base (ei) de ZZp et une base (fj) de ZZq telles que tous les oe�ients de la matrie

(mij) de u dans es bases sont multiples du oe�ient m11. On suppose à nouveau u 6= 0et don m11 6= 0. Le hangement de base qui remplae tous les ej , j > 1, par ej −
m1j

m11

e1 ettous les fi, i > 1, par fi−
mi1

m11

f1 laisse inhangé le oe�ient m11 et annule tous les autresoe�ients de la première ligne et de la première olonne. Dans ette base, la matrie de
u est don de la forme :











m11 0 · · · 0
0... M ′

0









où M ′ est une matrie dont tous les oe�ients sont multiples de m11. Quitte à remplaer
e1 par son opposé, on peut supposer m11 positif. On termine la preuve de l'existene d'une



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 28forme normale par réurrene sur la dimension de M , en remarquant que les hangementsde base mis en jeux pour mettre M ′ sous forme de Smith n'a�etent pas la première ligneni la première olonne de M et que tous les oe�ients restent des multiples de m11.Il reste à véri�er l'uniité. On note pour ela que les hangements de base se traduisentpar des multipliations à gauhe et à droite de la matrie de u par des matries arrées àoe�ients entiers et de déterminants ±1 (puisque es matries sont inversibles sur ZZ).De telles matries sont dites unimodulaires et se déomposent en produit d'opérationsélémentaires sur les lignes et les olonnes omme vu dans la preuve i-dessus : transpo-sitions de lignes (olonnes) ou ajout du multiple d'une ligne (olonne) à une autre ligne(olonne) ou multipliation d'une ligne (olonne) par −1. Soit di le p.g..d. de l'ensembledes sous-déterminants, ou mineurs, d'ordre i de la matrie de u relativement à des bases�xées (on pose d0 = 1). On véri�e que les opérations élémentaires ne modi�ent pas les
di ; 'est évident pour les permutations de lignes et olonnes et résulte failement de lamulti-linéarité du déterminant dans les autres as. Le quotient di/di−1, 1 ≤ i ≤ rang(u),est don indépendant des bases �xées. Or, dans le as d'une forme de Smith e quotientest préisément le ième oe�ient diagonal. 2La preuve i-dessus de l'existene d'une forme normale fournit de fait un algorithmefailement implémentable en mahine. La omplexité d'un tel algorithme, en partiulierla roissane des oe�ients dans les aluls intermédiaires, semble néanmoins di�ile àévaluer. Kannan et Bahem [KB79℄ ont montré que la mise sous forme normale d'unematrie à oe�ients entiers pouvait être obtenue en temps polynomial en fontion dunombre total de bits utilisés pour oder les entiers de la matrie. Leur algorithme estégalement exposé dans le livre de Yap [Yap00, hap, 10℄. De nombreuses améliorationsont été obtenues depuis [Sto98, DSV01℄.Exerie 3.2.4 (Classi�ation des groupes ommutatifs de type �ni) Soit G ungroupe ommutatif de type �ni. Dit autrement, G ontient une famille �nie {e1, . . . , en}telle que tout élément de G est ombinaison linéaire à oe�ients entiers des ei. On veutmontrer qu'il existe des nombres entiers β ≥ 0 et 1 < τ1 ≤ τ2 ≤ . . . ≤ τr ave τi divise
τi+1, 1 ≤ i ≤ r − 1, tels que G est isomorphe au groupeZZβ × ZZ/τ1ZZ× · · · × ZZ/τrZZ (3.2)De plus ette déomposition est unique au sens où les nombres β, τ1, . . . , τr sont entière-ment déterminés par G. L'entier β est le rang de G et les τi ses oe�ients de torsion.1. Soit φ : ZZp → ZZq un morphisme de groupe (i.e. une appliation ZZ-linéaire). Mon-trer à l'aide du théorème 3.2.2 que le groupe cokerφ = ZZq/im φ est de la forme (3.2)i-dessus et que ette forme est unique.2. Soit G un groupe ommutatif de type �ni. Exhiber un morphisme surjetif φ : ZZq →

G et en déduire que G est isomorphe au quotient de ZZq par un sous-groupe de ZZq.3. Sous-groupe d'un groupe libre. Soit H un sous-groupe de ZZq. Montrer que Hest isomorphe à un ZZp ave p ≤ q. On pourra raisonner par réurrene sur q :(a) Véri�er l'assertion pour q = 1.(b) Pour l'étape indutive, on onsidère le sous-groupe H ′ = (ZZq−1 × {0}) ∩ H de



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 29ZZq−1 × {0} ≃ ZZq−1. Conlure si H = H ′.() Sinon, soit x ∈ (H \ H ′) de q-ième oordonnée minimale en valeur absolue.Montrer que H = H ′ ⊕ ZZx et onlure.4. Déduire de e qui préède que tout groupe ommutatif de type �ni est isomorphe àgroupe de la forme (3.2) et que ette forme est unique.3.2.2 Calul e�etif des groupes d'homologieÉtant donné un omplexe simpliial K �ni (ayant un nombre �ni de simplexes), il estpossible de aluler expliitement ses groupes d'homologie sur ZZ. On se sert pour ela dela forme normale de Smith des matries des opérateurs bord. Pour simpli�er les alulsdes groupes d'homologie on utilise une forme de Smith modi�ée obtenue par simplepermutation des olonnes de la forme normale :Dé�nition 3.2.5 Une matrie à oe�ients entiers est sous forme de Smith modi�ée sielle est de la forme










τ1 0

0
. . .

0 τr

0 0











(3.3)où τ1|τ2| . . . |τr et τi > 0, 1 ≤ i ≤ r.Lemme 3.2.6 On peut trouver des bases de Cn−1(K), Cn(K) et Cn+1(K) pour lesquellesles matries des bords ∂n et ∂n+1 sont sous forme de Smith modi�ée.Preuve : Par le théorème 3.2.2 on peut trouver des bases bn−1 et bn de respetivement
Cn−1(K) et Cn(K) telles que la matrie ∆n du bord ∂n est sous la forme de Smithmodi�ée (3.3). Soit ∆n+1 la matrie de ∂n+1 relativement à bn et à la base anonique (dessimplexes) de Cn+1(K). La relation du lemme 3.1.4 se traduit par ∆n∆n+1 = 0. Si ∆nest de rang r, il en résulte que les r dernières lignes de ∆n+1 sont nulles. L'algorithmede mise sous forme de Smith appliqué à ∆n+1 ne manipule don que les kn − r premiersveteurs de bn, où kn est le nombre de n-simplexes de K. Mais la forme (3.3) indique quees kn − r veteurs sont dans le noyau de ∂n et il suit que es manipulations ne modi�entpas ∆n. 2Proposition 3.2.7 Supposons avoir hoisi des bases de Cn−1(K), Cn(K) et Cn+1(K)pour lesquelles les matries ∆n et ∆n+1 des bords ∂n et ∂n+1 sont sous forme de Smithmodi�ée. Soient r et r′ les rangs respetifs de ∆n et de ∆n+1, soit kn le nombre de
n-simplexes de K et τ1|τ2| . . . |τr′ les oe�ients non-nuls de ∆n+1. Alors Hn(K) estisomorphe à ZZβ × ZZ/τ1ZZ× . . . × ZZ/τr′ZZoù β = kn − r − r′.



3.3. Calul des nombres de Betti. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 30Notons que ZZ/τiZZ est trivial pour τi = 1.Preuve : Notons (e1, e2, . . . , ekn
) la base hoisie pour Cn(K). On a alors de par la formede Smith modi�ée :im ∂n+1 =< τ1e1, τ2e2, . . . , τr′er′ > et ker ∂n =< e1, e2, . . . , ekn−r >

2L'entier β s'appelle le n-ième nombre de Betti de K et les entiers τ1, τ2, . . . , τr′ ses n-ièmeoe�ients de Torsion.3.3 Calul des nombres de BettiOn se plae ii dans le as où les oe�ients sont dans un orps F . Les groupes d'homologie
Hi(K) ont ainsi une struture de F -espae vetoriel. La dimension βi(K) de et espae estle ième nombre de Betti de K (relativement aux oe�ients F ). Pour F de aratéristiquenulle, le théorème des oe�ients universels mentionné plus haut implique que e nombreoïnide ave le ième nombre de Betti de l'homologie entière.On a βi(K) = dim Hi(K) = dim ker ∂i/im ∂i+1 = dim ker ∂i − dim im ∂i+1. On en déduitune relation fameuse entre les nombres de Betti et les nombres de simplexes de haquedimension d'un omplexe.Théorème 3.3.1 (Formule d'Euler-Poinaré) Soit K un omplexe simpliial �ni dedimension k et ni son nombre de simplexes de dimension i, alors

k
∑

i=0

(−1)iβi(K) =

k
∑

i=0

(−1)iniPreuve : Par la formule du rang d'une appliation linéaire, on a
dim ker ∂i = ni − dim im ∂id'où

k
∑

i=0

(−1)iβi(K) =
k

∑

i=0

(−1)i(ni − dim im ∂i − dim im ∂i+1)

=

k
∑

i=0

(−1)ini − (−1)k dim im ∂k+1 − dim im ∂0Mais les bords ∂0 et ∂k+1 sont nuls. 2Cette relation ne su�t évidemment pas à déterminer tous les nombres de Betti. On peututiliser des méthodes matriielles pour les évaluer : si Di est la matrie de ∂i dans les basesanoniques des i et (i− 1)-simplexes, on a ainsi βi(K) = corang(Di)− rang(Di+1). Danset esprit, on pourra onsulter la méthode du Laplaien ombinatoire de Friedman [Fri98℄issue de la théorie de Hodge.



3.3. Calul des nombres de Betti. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 313.3.1 Calul inrémentalRepose sur un artile de Del�nado et Edelsbrunner [DE95℄.Soit K un omplexe simpliial. On onsidère une �ltration K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km de Kdont les inréments sont des simplexes. On peut par exemple ajouter un à un les simplexesde K dans l'ordre de leur dimension en hoisissant un ordre arbitraire entre les simplexesde même dimension. Le prinipe du alul inrémental est de maintenir les nombres deBetti de Kj pour j variant de 1 à m.Proposition 3.3.2 Soient K, K ′ des omplexes tels que K ′ = K ∪ σ où σ est un k-simplexe de K ′. Si le bord de σ dans K ′ borde également dans K, alors
βi(K

′) =

{

βi(K) + 1 si i = k
βi(K) sinonSinon

βi(K
′) =

{

βi(K) − 1 si i = k − 1
βi(K) sinonPreuve : On note ave un prime les objets relatifs à K ′. On remarque d'abord que lesomplexes de haîne de K et de K ′ sont identiques en dehors du segment
Ck

∂k→ Ck−1en partiulier pour i 6= k on a ker ∂′

i = ker ∂i et im ∂′

i = im ∂i. Don β ′

i = βi pour
i 6= k, k − 1.Supposons que ∂′

kσ borde dans K, i.e. ∂′

kσ ∈ im ∂k. Alors im ∂′

k = im ∂k. En partiulier
H ′

k−1 = Hk−1 et β ′

k−1 = βk−1. De plus,
dim ker ∂′

k = dim C ′

k − dim im ∂′

k = dim Ck + 1 − dim im ∂k = dim ker ∂k + 1On en déduit β ′

k = dim ker ∂′

k − dim im ∂′

k+1 = βk + 1.Supposons maintenant que ∂′

kσ 6∈ im ∂k. Alors dim im ∂′

k = dim im ∂k + 1 et ker ∂′

k =
ker ∂k. Ce qui permet également de onlure β ′

k−1 = βk−1 − 1 et β ′

k = βk. 2Notons que la ondition � ∂σ borde également dans K � dans la proposition équivaut àdire que σ est dans le support d'un yle de K ′.Dans la pratique, si K possède m simplexes, la proposition préédente permet de alulerles nombres de Betti en m étapes. Chaque étape onsiste à déterminer si le simplexeajouté dans la �ltration est dans le support d'un yle ou non. Pour le alul de β0,ela se réduit à véri�er si une arête appartient à un yle, 'est-à-dire si ses extrémitésappartiennent à une même omposante onnexe. En partiulier, β0 ompte le nombre deomposantes onnexes. La struture Union-Find permet par exemple de aluler β0 entemps O(mα(m)) où α(m) est �l'inverse� de la fontion d'Akermann. Des extensions auxsurfaes et aux omplexes de dimension 2 plongés dans IR3 sont exposées dans [DE95℄.



3.4. Le fonteur homologique. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 323.4 Le fonteur homologiqueL'homologie peut être vue omme une boîte noire qui transforme un espae topologiqueen groupes. L'objetif est de pouvoir �omparer� plus failement des formes puisqu'intui-tivement un groupe est un objet plus simple qu'un espae topologique. Le fait de pouvoiromparer des objets est intimement lié à l'existene de relations entre es objets. Prisisolément, les objets d'un univers n'ont pas d'intérêt partiulier. Leurs rihesses provientde la possibilité de les mettre en relation. Dans le langage des atégories es relationsont pour nom morphismes (ou �èhes). Ainsi, les morphismes de la atégorie des espaestopologiques sont les appliations ontinues, eux de la atégorie des groupes, les mor-phismes de groupes. Une transformation entre les objets de deux atégories est d'autantplus opérante qu'elle s'applique également aux relations entre les objets. On sous-entendii une ohérene minimale entre les transformations des objets et des morphismes. Unetransformation ayant ette double apaité s'appelle un fonteur. De fait, l'homologie dé-�nie un fonteur entre la atégorie des espaes topologiques ave les appliations ontinueset la atégorie des groupes ave les morphismes de groupes. Dit autrement, si f : X → Yest une appliation ontinue entre les espaes X et Y alors on sait dé�nir un morphisme
H∗(f) : H∗(X) → H∗(Y ) entre leurs groupes d'homologie. Dans notre adre algorith-mique les espaes topologiques sont remplaés par les omplexes simpliiaux. La notiond'appliation ontinue est alors remplaée par elle d'appliation simpliiale.Dé�nition 3.4.1 Une appliation f : K → L entre deux omplexes K et L est ditesimpliiale si elle envoie les sommets de K sur les sommets de L et toute fae d'unsimplexe sur une fae de son image.Une appliation simpliiale f s'étend par linéarité en une appliation f# entre les groupesde haînes respetifs de K et L. On véri�e aisément que ette extension ommute avel'opérateur bord. On en déduit que f# envoie un yle (resp. un bord) de K sur un yle(resp. un bord) de L. Par onséquent f# �passe au quotient� et induit un morphisme
H∗(f) entre les groupes d'homologie de K et L.Exerie 3.4.2 Véri�er que H∗(IdK) = IdH∗(K) et que si f : K → L et g : L → M sontdeux appliation simpliiales, alors H∗(g ◦ f) = H∗(g) ◦ H∗(f). On dit que le fonteurd'homologie est ovariant.


