
Chapitre 6Homotopie
6.1 Version ontinueSoit X un espae topologique onnexe par ars et x ∈ X.Un laet de X de point base x est une appliation ontinue f : [0, 1] → X telle que
f(0) = f(1) = x. On note 1x le laet onstant (∀t ∈ [0, 1] : 1x(t) = x).Une homotopie (à point base) entre deux laets f et g est une appliation ontinue
H : [0, 1] × [0, 1] → X telle que H(0, .) = f , H(1, .) = g et H(., 0) = H(., 1) = x. Ondit alors que f et g sont homotopes. La lasse d'homotopie d'un laet est l'ensemble deslaets qui lui sont homotopes.La onaténation de deux laets f et g est le laet

f.g(t) =

{

f(2t) si 0 ≤ t < 1/2
g(2t − 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1On véri�e aisément que pour tous laets f0, f1, g0, g1 :� les laets f0, f0.1x et 1x.f0 sont homotopes,� le laet f0.f

−1
0 est homotope au laet onstant,� si f0 est homotope à f1 et g0 est homotope à g1 alors f0.g0 est homotope à f1.g1.On en déduit que l'ensemble des lasses d'homotopie de laets de point base x formeun groupe pour la loi de onaténation (modulo l'homotopie) ; son élément neutre estla lasse du laet onstant. Ce groupe est appelée le groupe fondamental de X et noté

π1(X, x).Exerie 6.1.1 Montrer, en utilisant la onnexité par ar de X, que pour tout x, y ∈ X,les groupes π1(X, x) et π1(X, y) sont isomorphes.Le groupe fondamental d'un espae peut être ommutatif ou non, �ni ou non. Pour laplupart des espaes renontrés, e groupe est ependant de type �ni (i.e., engendré par unefamille �nie d'éléments). Dans la pratique le alul du groupe fondamental d'un espaerevient à déterminer une famille génératrie et à fournir les relations entre es générateurs47



6.1. Version ontinue. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 48qui permettent de reonstituer entièrement le groupe. Ces relations expriment l'identitéentre l'élément neutre et ertains produits de générateurs et de leurs inverses. une tellereprésentation d'un groupe, par générateurs et relations, est dite ombinatoire.Par exemple le groupe ZZ/pZZ admet une représentation ombinatoire ave un uniquegénérateur et une unique relation exprimant que la puissane p-ième de e générateur estl'identité. On note ette représentation sous la formeZZ/pZZ =< g | gp = 1 >6.1.1 Représentation ombinatoire des groupesOn expliite la notion de représentation ombinatoire.Soit G un ensemble de symboles. On note G−1 l'ensemble des symboles de G a�ublésdu signe −1. Intuitivement les symboles de G−1 représentent les inverses des symboles de
G dans un ertain groupe. On dé�nit une relation d'équivalene sur les mots formés àpartir des symboles de G ∪ G−1 : deux mots sont équivalents si on peut passer de l'un àl'autre par une suite d'ajouts ou de suppressions de sous-mots de la forme g.g−1 ou g−1.goù g ∈ G. On véri�e que la loi de onaténation sur les mots est ompatible ave etterelation d'équivalene.À partir de G on onstruit un groupe appelé le groupe libre sur G. Il est noté L(G). C'estl'ensemble des mots sur l'alphabet G ∪ G−1 modulo la relation d'équivalene préédenteet muni de la loi de onaténation. Son élément neutre est le mot vide.Soient u, w deux éléments de L(G). Le onjugué de w par u est l'élément u−1.w.u de L(G).Si R est une partie de L(G), le sous-groupe distingué engendré par R est le sous-groupe
C(R) de L(G) onstitué des éléments de R, de leurs inverses, de tous leurs onjugués (pardes éléments de L(G)) et des produits de tels éléments. Dit autrement, C(R) est le pluspetit sous-groupe distingué de L(G) ontenant R.On peut maintenant dé�nir formellement la notion de représentation ombinatoire : legroupe de représentation ombinatoire

< G |R >est le groupe quotient L(G)/C(R). Intuitivement, 'est l'ensemble des mots sur G ∪
G−1, où l'on identi�e deux mots si l'on peut passer de l'un à l'autre par une suite �nied'opérations du type1. ajout ou suppression de sous-mots de la forme g.g−1 ou g−1.g où g ∈ G,2. ajout ou suppression de mots de R ou de leurs inverses.Exerie 6.1.2 en admettant si besoin un nombre in�ni de générateurs ou de relations,montrer que tout groupe admet une représentation ombinatoire.Un des outils fondamentaux pour le alul e�etif du groupe fondamental est le théorèmede Seifert-van Kampen qui permet de aluler le groupe fondamental d'un espae à partir



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 49d'une déomposition de et espae en moreaux. Voir Massey [Mas77℄ pour une exellenteintrodution au groupe fondamental et ses appliations.Lorsque les espaes étudiés sont triangulés, une approhe purement ombinatoire dugroupe fondamental peut s'avérer plus simple. Bien entendu, la dé�nition ombinatoiredu groupe fondamental dans e qui suit est isomorphe à elle qu'on obtient dans le asontinu. En partiulier, ette dé�nition donne des résultats isomorphes pour des triangu-lations ombinatoirement équivalentes. La démonstration de l'équivalene entre ontinuest ombinatoire fait intervenir de la topologie générale et peut être assez fastidieuse,mais elle ne reèle pas de di�ultés partiulières.6.2 Version ombinatoire6.2.1 Le groupe fondamental des graphesOn onsidère un graphe onnexe G = (S, A, o,−1 ).Dé�nition 6.2.1 Un hemin de G est une suite �nie d'ars (e1, e2, . . . , en), éventuel-lement vide si n = 0, telle que la destination de ei oïnide ave l'origine de ei+1. Unlaet (ombinatoire) ou hemin fermé de G est un hemin dont l'origine oïnide ave lesommet terminal. On appelle (point) base ette origine. Le hemin vide est un laet depoint base indéterminé. La taille d'un hemin (laet) γ, notée |γ|, est son nombre d'ars.L'inverse du hemin γ = (e1, e2, . . . , en) est le hemin γ−1 = (en
−1, . . . , e2

−1, e1
−1).Dé�nition 6.2.2 Un hemin est réduit s'il ne ontient pas de sous-hemin de la forme

(e, e−1). Une rédution élémentaire est la suppression dans un hemin, d'un sous-heminde la forme (e, e−1).Les rédutions élémentaires engendrent une relation d'équivalene sur les hemins de G.On appelle homotopie ette relation. Par une aratérisation fondamentale des groupeslibres, haque lasse d'homotopie ontient un unique hemin réduit. Un laet homotopeau laet vide est dit homotope à un point ou ontratile (par angliisme ?).Proposition 6.2.3 Soit x un sommet de G. L'ensemble des lasses d'homotopie de laetsde base x forme un groupe pour la loi de onaténation, noté π1(G, x).Soit T un arbre ouvrant de G, et soit x un sommet de T . On assoie à tout ar e de T ,le laet
γT

e = γT
x,o(e).e.γ

T
o(e−1),xoù γT

u,v est l'unique hemin réduit de u à v dans T .On note E ′ l'ensemble des ordes de T dans G.On véri�e aisément que tout laet (e1, e2, . . . , en) de point base x dans G est homotopeau laet γT
e1

.γT
e2

. . . . γT
en
. De plus, pour tout ar e de T , γT

e est homotope au laet onstant.



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 50On en déduit que π1(G, x), est engendré par les γT
e , ave e (munie de son orientation pardéfaut) dans E ′. Clairement, puisque haque arête de E ′ apparaît une unique fois dansles laets de la famille {γT

e }e∈E′, ette famille ne véri�e auune relation non triviale etengendre de e fait librement π1(G, x). On en onlut queThéorème 6.2.4 π1(G, x) est isomorphe au groupe libre engendré par les ordes de toutarbre ouvrant de G.6.2.2 Le groupe fondamental des surfaesOn onsidère une surfae triangulée onnexe M. On notera respetivement S, A et F sesensembles de sommets, arêtes et faes.Dé�nition 6.2.5 Un hemin (resp. laet) γ de M est un hemin (resp. laet) de son 1-squelette. Une homotopie élémentaire de γ est soit une rédution élémentaire (suppressionde e.e−1) soit la suppression dans γ d'un sous-hemin (a, b, c) qui borde un triangle de
M. Ce dernier type d'homotopie élémentaire est dit faial.Les homotopies élémentaires engendrent une relation d'équivalene sur les hemins (resp.laets) de M appellée homotopie et notée ∼.Proposition 6.2.6 Soit x un sommet de M. L'ensemble des lasses d'homotopie delaets de base x forme un groupe pour la loi de onaténation, noté π1(M, x) et appelé legroupe fondamental de (M, x).Exerie 6.2.7 Soient x et y deux sommets d'une surfae triangulée onnexe M. Mon-trer que π1(M, x) et π1(M, y) sont isomorphes. On notera π1(M) la lasse des groupesfondamentaux de M à isomorphisme près.Par dé�nition tout laet de M est un laet de son 1-squelette M1. Si T est un arbreouvrant de M1, on en déduit que les laets γT

e (relativement au point base x) où eparourt l'ensemble E ′ des ordes de T , génèrent π1(M, x). On note E ′−1 l'ensemble desinverses de E ′ et L(E ′) le groupe libre engendré par les ordes de T .Considérons maintenant pour haque fae f de M, la trae (e1, e2, . . . , ek) sur l'ensemble
E ′ ∪E ′−1 du bord de l'une des deux orientations de f (ii f est un triangle, don k ≤ 3).On assoie à f l'élément rf de L(E ′), appelé relation faiale (relativement à E ′) :

rf = e1.e2 . . . ek.Bien évidemment, si ei se trouve être l'inverse d'une orde, il doit être interprété omme
(e−1

i )−1. Notons également que la trae de f i-dessus étant dé�nie à permutation yliqueprès, rf est dé�nie à onjugaison (et inverse pour le hoix de l'orientation de f) près dans
L(E ′).



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 51Proposition 6.2.8 Soit T un arbre ouvrant du 1-squelette de la surfae M. On note E ′l'ensemble des ordes de T , et {rf}f∈F l'ensemble des relations faiales de M relativementà E ′. Alors π1(M, x) est isomorphe à la représentation ombinatoire
< E′ | {rf}f∈F >Preuve : On onsidère le morphisme γ : L(E ′) → π1(M, x) qui assoie à une orde ela lasse d'homotopie de γT

e . Ce qui préède indique que γ est surjetif. Il su�t don demontrer que ker γ est égal au sous-groupe distingué, R, engendré par les relations faiales.Pour w = e1 . . . en ∈ L(E ′) on note Γ(w) = γT
e1

. . . γT
en

le laet obtenu par onaténationdes γT
ei
, de sorte que γ(w) est la lasse d'homotopie de Γ(w). On note également ∼ larelation d'homotopie dans M et ∼1 la relation d'homotopie dans son 1-squelette, i.e. enrestreignant les homotopies élémentaires aux rédutions élémentaires.Pour toute relation faiale rf , on a Γ(rf) ∼1 c.∂f.c−1 où c est un hemin d'approhedans T de x vers un sommet de f . On en déduit Γ(rf) ∼ 1 par dé�nition de l'homotopiedans M, puis R ⊂ ker γ. Réiproquement, on veut montrer que Γ(r) ∼ 1 implique

r ∈ R. Cei permet e�etivement de onlure ker γ ⊂ R et don ker γ = R. Pour ela,on raisonne par réurrene sur le nombre d'homotopies élémentaires faiales permettantde transformer Γ(r) en le laet onstant. Le as de base, Γ(r) ∼1 1 implique r = 1 dans
L(E ′), est une onséquene du théorème 6.2.4. Sinon, on suppose que Γ(r) ∼1 u.∂f.v où
uv se réduit à 1 ave une homotopie élémentaire faiale de moins que Γ(r). On a alors
Γ(r.v̄−1.r−1

f .v̄) ∼1 u.∂f.v.v−1.(∂f)−1.v ∼1 uv, où v̄ est la trae de v sur E ′. Mais parhypothèse de réurrene, r.v̄−1.r−1
f .v̄ ∈ R, i.e. r ∈ R. 2Dans la pratique on peut simpli�er la représentation ombinatoire de la proposition i-dessus. On note pour ela K∗ un arbre ouvrant du graphe d'adjaene des faes de M.L'arboresene de faes orrespondant à K∗ forme un disque triangulé D. Les arêtes dubord de D s'identi�ent sur M à un sous-graphe G du 1-squelette M1. On note T un arbreouvrant de G ; 'est également un arbre ouvrant de M1. Soit E ′ les ordes de T dans

G et I les arêtes internes de D (omplémentaires de G dans M1). D'après la propositionpréédente, π1(M, x) admet la représentation ombinatoire
< E′ ∪ I | {rf}f∈F > .On supposera que les faes de M sont orientées de manière ompatible dans D, i.e. queles orientations induites par les deux triangles inidents à haque arête interne de D sontopposées. Pour haque triangle f , la relation rf orrespondante s'obtient en onsidérantles 3 arêtes du bord de f et en ne retenant que les arêtes de I (internes à D) et de E ′(elles sur le bord de D qui sont des ordes de T ). Si le triangle t orrespond à un sommetde degré un dans K∗, alors rt a l'une des trois formes possibles : e, e.a ou e.a.b où e estl'unique arête interne de f et a, b les deux autres arêtes de t, possiblement dans E ′. Onen déduit que, dans le groupe < E′ ∪ I | {rf}f∈F . >, l'élément e est soit l'identité, soits'exprime en fontion d'éléments de E ′ (puisque e = 1 ou e.a = 1 ou e.a.b = 1 dansle groupe). On en déduit une nouvelle représentation ombinatoire de π1(M, x) ave ungénérateur de moins :

< E′ ∪ I \ {e} | {r′f}f∈F\{t} >



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 52où r′f est obtenue en remplaçant dans rf les éventuelles ourrenes de e par son expressionen fontion de a et b. (Notons qu'ii il n'y a qu'un unique triangle t′ 6= t qui ontient e).Une telle modi�ation de la représentation ombinatoire s'appelle une transformation deTietze. L'arbre K ′∗ obtenu en supprimant le sommet t∗ (dual de t) de K∗ est un arbreouvrant sur F \ {t}.En supprimant réursivement les triangles orrespondant à des sommets de degrés undans l'arbre dual sur les triangles restants, on élimine ainsi tous les générateurs dans I. Ilest faile de voir qu'il ne reste à la �n qu'une unique relation obtenue en prenant la traesur E ′ du bord de D. On a vu que si M est orientable sans bord, de genre g, alors E ′ontient 2g ordes qui apparaissent haune deux fois sur le bord de D. On a ainsi montréque les laets {γT
e }e∈E′ forment une famille génératrie de π1(Mg, x). Plus préisément,Proposition 6.2.9 Le groupe fondamental de Mg admet une représentation ombina-toire omposée des 2g générateurs {γT

e }e∈E′ et d'une unique relation de longueur 4g.On peut montrer, via la lassique lassi�ation des surfaes (f. [Sti93℄ ou [Mas77℄), quel'unique relation peut prendre la forme anonique
a1.b1.a

−1
1 .b−1

1 .a2.b2.a
−1
2 .b−1

2 . . . ag.bg.a
−1
g .b−1

goù a1, b1, . . . ag, bg sont les ordes de T dans G ave les notations i-dessus.Comme pour le alul de l'homologie, on peut en fait travailler ave des subdivisionsdont les faes sont des polygones à plus (ou moins) de trois �tés. En se ramenant àune subdivision n'ayant qu'un seul sommet et une seule fae, la proposition préédentedevient évidente.Par ailleurs la famille génératrie {γT
e }e∈E′ i-dessus est en fait de taille minimale.Proposition 6.2.10 Toute famille génératrie de π1(Mg, x) ontient au moins 2g élé-ments.Preuve : On remarque que la relation d'homotopie est ompatible ave elle d'homolo-gie. Don deux laets homotopes sont homologues (plus préisément les 1-yles assoiéssont homologues. Ces 1-yles sont obtenues en remplaçant la onaténation d'arêtes parune somme). On en déduit que la lasse d'homologie de tout yle simple s'exprime àpartir des lasses d'homologie d'une famille génératrie de π1(Mg, x). Par onséquent eslasses d'homologies engendrent H1(Mg) = IR2g. Mais toute famille génératrie de IR2g aau moins 2g veteurs. 2On appelle base de π1(Mg, x) une famille génératrie de taille minimale. Les laets d'unebase onstruite omme i-dessus véri�ent une relation obtenue en prenant la trae sur E ′du bord de D. En e�et, on obtient par onaténation des laets orrespondant un laetqui borde un disque, don ontratile.


