
Chapitre 8Limites de la topologie algorithmiqueOn montre ii que ertains problèmes topologiques fondamentaux sont indéidables. C'esten partiulier le as pour le problème de la ontratibilité d'un laet dans un omplexe(simpliial ou autre) ou pour le problème de l'équivalene ombinatoire de deux om-plexes. La preuve de telles indéidabilités s'obtient en deux étapes. Dans un premiertemps on montre que le problème en question est équivalent à un problème de déisionsdans les représentations ombinatoires de groupes. Par exemple, une représentation du
π1 d'un omplexe s'obtient aisément à partir de son 2-squelette. On obtient tout aussiaisément l'expression de la lasse d'homotopie d'un laet dans ette représentation. Il suitque le problème de la ontratibilité se réduit au problème du mot dans les groupes. In-versement, toute représentation ombinatoire est réalisable omme le π1 d'un 2-omplexe,onstrutible par une mahine de Turing, dans lequel toute ombinaison des générateursse réalise omme un laet. Le problème du mot est don équivalent, au sens de la alu-labilité, à elui de la ontratibilité.Dans un deuxième temps, on montre que les grands problèmes de déision dans les repré-sentations ombinatoires de groupes, omme le problème du mot, de la onjugaison et del'isomorphisme, sont indéidables. La vraie di�ulté réside dans ette seonde étape, aumoins pour les problèmes du mot et la onjugaison. L'indéidabilité du problème du mota été prouvée par Novikov (1955) puis grandement simpli�ée par Boone (1959), grâe àl'introdution des extensions HNN. Markov (1958) a déduit des résultats de Novikov etBoone l'indéidabilité du problème de l'homéomorphisme pour les omplexes ombina-toires.L'objet de e hapitre est de prouver l'indéidabilité du problème du mot. Je suis laprésentation de Stillwell [Sti93, hap. 9℄.8.1 Le problème de l'arrêt8.1.1 Mahine de TuringUne mahine de Turing est un modèle mathématique de la notion de alul ou d'algo-rithme. Elle a été introduite par Alan Turing au milieu des années 1930. Selon la thèse de57



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 58Churh, de telles mahines modélisent toute automatisation imaginable du alul. Ellessont d'ailleurs équivalentes aux autres approhes de formalisation du alul que sont lesfontions (semi-)réursives et le λ-alul.Formellement, une mahine de Turing est un triplet (A,Q, T ) où A est un alphabetomportant un aratère spéial blan, Q est un ensemble d'éléments appelés états, et
T ⊂ A×Q×A×Q×{R, L} est une table de transitions spéi�ant le fontionnement de lamahine. Celle-i agit sur des on�gurations, 'est-à-dire des éléments de la forme uqv ∈
A∗×Q×A∗. Une telle on�guration modélise la mahine dans un état q et munie d'unebande linéaire marquée du mot uv, possédant une tête de leture/ériture positionnée surle premier aratère du mot v (le mot vide est interprété omme le aratère blan). Unetransition aqbpD ∈ T s'applique sur toute on�guration uqv telle que a est la premièrelettre de v. La transition transforme la on�guration en remplaçant ette première lettre
a par b, l'état q par l'état p et déplae la tête de leture d'une lettre à droite ou à gauheselon que D vaut respetivement R ou L.On ne onsidère ii que des mahines déterministes, 'est-à-dire telles que aqbpD ∈ T et
aqb′p′D′ ∈ T implique a′ = a, p′ = p et D′ = D : en lisant une lettre dans un état donnéon aboutit à une seule nouvelle on�guration possible. Une mahine est dite à l'arrêt siauune transition ne s'applique à sa on�guration ourante.ZZ2-mahineOn peut interpréter une mahine de Turing M omme un ensemble de transformationssur ZZ2. Pour ela, on pose β = |A| + |Q| et on assoie à haque lettre et état de Mun hi�re distint entre 0 et β − 1 en base β. On interprète ensuite une on�guration
uqv omme le ouple d'entiers (B(uq),B(v̄)) en base β, où v̄ = v1v2 . . . vk = vk . . . v2v1et B(w) désigne le nombre dont les hi�res en base β sont assoiés aux lettres et étatsde w, dans le même ordre. Toute transition de M peut ainsi s'interpréter omme unetransformation partielle sur ZZ2. Plus préisément, on assoie à toute transition aqbpL les
l-transformations :

(β2U + B(cq), βV + B(a))
l
→ (βU + B(p), β2V + B(bc))orrespondant aux transitions B−1(U)cqaB−1(V ) 7→ B−1(U)pcbB−1(V ) sur les on�gura-tions. Ces transformations sont enore de la forme

(β2U + Al, βV + Bl)
l
→ (βU + Cl, β

2V + Dl)pour des nombres Al, Bl, Cl, Dl appropriés. Ces 4 nombres déterminent ainsi une l-transformation.Notons qu'une transition donne naissane à |A| transformations possibles, une pourhaque valeur de la lettre c. On assoie de même à toute transition aqbpR les r-transformations :
(βU + B(q), β2V + B(ca))

r
→ (β2U + B(bp), βV + B(c))qui prennent la forme

(βU + Ar, β
2V + Br)

r
→ (β2U + Cr, β

2V + Dr)



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 59pour des nombres Ar, Br, Cr, Dr appropriés.Pour des ouples (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈ ZZ2, on érit (X, Y )
s
→ (X ′, Y ′) si (X ′, Y ′) se déduitde (X, Y ) par l'appliation d'une ou s-transformation, s ∈ {l, r}. Plus généralement onérit (X, Y )

∗
→ (X ′, Y ′) si (X ′, Y ′) se déduit de (X, Y ) par l'appliation d'une suessionde transformations. Ainsi, la mahine M passe d'une on�guration données à une autrepar une suession de transitions si et seulement (X, Y )

∗
→ (X ′, Y ′) pour les ouplesorrespondants.On érit �nalement (X, Y )

∗
↔ (X ′, Y ′) s'il existe des ouples

(X, Y ) = (X0, Y0), (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) = (X ′, Y ′) tels que (Xi, Yi)
si→ (Xi+1, Yi+1) ou

(Xi+1, Yi+1)
si→ (Xi, Yi) pour 0 ≤ i < n et si ∈ {l, r}.Codage standard des mahines de TuringOn dit qu'une mahine de Turing M est sous forme standard si elle a pour alphabet unsous-ensemble �ni de Σ = {blanc, 1, 1′, 1′′, 1′′′, . . .} et pour états un sous-ensemble �ni de

{q, q′, q′′, q′′′, . . .}. On peut alors oder la table de transition de la mahine sur l'alphabetà 6 lettres {blanc, 1, q,′ , R, L} en onaténant les transitions (de la forme 1′q′1′′q′′D) de
M où le symbole ′ est onsidéré omme une lettre. Finalement en remplaçant les lettres
q,′ , R, L par les lettres respetives 1′, 1′′, 1′′′, 1′′′′, on obtient un odage de la table detransition sur l'alphabet Σ. Une telle desription de M onstitue son ode standard, etest noté ⌈M⌉.8.1.2 Indéidabilité du problème de l'arrêtUn ensemble de mots W ⊂ A∗ est dit déidable (ou réursif) par une mahine de Tu-ring M = (A,Q, T ) si on peut distinguer trois états qi, qa, qr ∈ Q, respetivement appelésinitial, aeptant et rejetant, tels que pour tout mot w ∈ A∗, partant de la on�guration
qiw, la mahine M atteint une on�guration d'arrêt dans l'état qa si w ∈W et dans l'état
qr sinon. On exige en partiulier que M atteint une on�guration d'arrêt pour tous lesmots w.Un problème de déision est un ensemble de questions à réponses binaires (oui ou non).Par extension, on dira qu'un problème de déision est déidable par une mahine deTuring, s'il est possible de oder ses questions par des mots d'un alphabet et si l'ensembledes mots odant les questions à réponse positive est déidable.Soit M une mahine de Turing sous forme standard et ⌈M⌉ son ode standard. Ononsidère le problème de déision suivant :la mahine M atteint-elle, à partir de la on�guration q⌈M⌉, une on�guration d'arrêtdans l'état q′′ ?Théorème 8.1.1 Le problème de déision préédent est indéidable.Preuve : Supposons le problème déidable et soit S une mahine de Turing sous formestandard le déidant. Quitte à renommer les états de S, on peut supposer que ses états



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 60initiaux, aeptant et rejetant sont respetivement q, q′ et q′′. Partant de la on�guration
q⌈S⌉, la mahine S ne peut aboutir à l'état aeptant q′ ar ela signi�erait de manièreontraditoire que S, partant de q⌈S⌉ aboutit à q′′. De même, S ne peut aboutir à l'état
q′′, ar ela signi�erait de manière ontraditoire que S n'aboutit pas à q′′. 2Plus généralement,Corollaire 8.1.2 Le problème qui demande pour toute mahine M et toute on�gurationinitiale C, si M atteint une on�guration d'arrêt à partir de C est indéidable.En e�et, le problème préédent se réduit aisément1 à e problème général de l'arrêt. Il esten fait possible de onstruire une mahine M expliite pour laquelle le problème de l'arrêtà partir d'une on�guration initiale quelonque est indéidable. Le paragraphe suivantindique une onstrution relativement simple.Mahine de Turing universelleOn peut onstruire une mahine de Turing T , dite universelle, telle que pour toute ma-hine M sous forme standard et toute on�guration initiale C, la mahine T , partant dela on�guration q⌈M⌉C, simule le alul de M à partir de C et s'arrête dans l'état q′ siet seulement si le alul de M à partir de C �nit par s'arrêter. Une telle mahine seraitfastidieuse à dérire dans les détails mais on peut aisément onevoir un programme dansun langage de haut niveau, tel que le langage C++, qui réalise ette simulation. Ceiindique à fortiori l'existene d'une mahine de Turing universelle. Le prinipe est deparourir la on�guration initiale q⌈M⌉C pour �lire� l'état et le symbole ourants de C.Il faut ensuite parourir ⌈M⌉ pour déterminer quelle transition de M s'applique. Cettetransition transforme C en une on�guration C ′, et on aboutit �nalement à une on�gu-ration q⌈M⌉C ′ de T . On peut ainsi reommener jusqu'à éventuellement atteindre uneon�guration q⌈M⌉C ′′ telle que C ′′ est une on�guration d'arrêt pour M et passer ensuitedans l'état d'arrêt q′ pour M .Théorème 8.1.3 Le problème de l'arrêt pour la mahine universelle T est indéidable.Autrement dit, il n'existe pas de mahine de Turing qui déide pour toute on�guration
C si la mahine T , partant de C, aboutit à l'arrêt. En e�et, l'existene d'une telle mahinede Turing permettrait de déider le problème général de l'arrêt, en ontradition ave leorollaire 8.1.2.8.2 Indéidabilité du problème du motSoit G un groupe de représentation ombinatoire 〈E | R〉 et soit w une expression sur lesgénérateurs E de G. Le problème du mot onsiste à déterminer si w =G 1, i.e. si w est une1par une petite modi�ation alulable par une mahine de Turing.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 61onséquene des relations R de G. Par extension, le problème du mot généralisé onsiste àdéterminer si une ertaine expression w appartient à un ertain sous-groupe de G spéi�épar des générateurs dans G. Pour montrer que de tels problèmes sont indéidables onva montrer que le problème de l'arrêt pour les mahines de Turing se réduit, au sens deTuring, au problème du mot généralisé, puis au problème du mot. Pour ela on onsidèrele problème de l'arrêt pour une mahine de Turing quelonque, ou plus préisément pourla ZZ2-mahine Z équivalente (f. setion 8.1.1). On onstruit ensuite un groupe KZ etune injetion p : ZZ2 → KZ , de sorte que l'arrêt de Z � partant d'un élément quelonque
(u, v) ∈ ZZ2 � orresponde à l'appartenane de p(u, v) à un ertain sous-groupe de KZ .8.2.1 Indéidabilité du problème du mot généraliséOn pose

K = 〈x, y, z | [x, y]〉 ∼= ZZ2 ∗ ZZet on onsidère l'appliation p : ZZ2 → K, (u, v) 7→ (xuyv)−1zxuyvLemme 8.2.1 L'image de l'appliation p forme une base d'un sous-groupe libre de K.En partiulier, p est injetive.Preuve : Soit w = p(u1, v1)
j1 · p(u2, v2)

j2 . . . p(un, vn)jn un produit réduit sur les p(u, v),i.e. ave (ui, vi) 6= (ui+1, vi+1) et ave ji 6= 0. En développant et en utilisant la ommuta-tion de x et y on obtient
w =K x−u1y−v1zj1xu1−u2yv1−v2zj2 . . . xun−1−unyvn−1−vnzjnxunyvnPar le lemme de Britton, si e produit vaut 1 alors il ontient un fateur y−1xky ou yxky−1pour un ertain entier k. Or, entre deux ourenes de y ave puissanes opposées nonnulles il y a un mot réduit en x et z qui ontient au moins un zj , j 6= 0. En e�et, si unepuissane de y est nulle dans l'expression i-dessus, la puissane de x qui lui est aoléeest non-nulle par hypothèse de rédution. Mais un tel mot ne peut être une puissane de

x dans K ∼=< x, y > ∗ < z >. 2On assoie à toute l-transformation le morphisme
φl :< xβ2

, yβ, p(Al, Bl) >→< xβ , yβ2

, p(Cl, Dl) >, entre deux sous-groupes de K, dé�nipar xβ2

7→ xβ, yβ 7→ yβ2

, p(Al, Bl) 7→ p(Cl, Dl). Notons que l'existene d'un tel morphismen'est a priori pas évidente. On assoie de même à toute r-transformation le morphisme
φl :< xβ , yβ2

, p(Ar, Br) >→< xβ2

, yβ, p(Cr, Dr) > dé�ni par
xβ 7→ xβ2

, yβ2

7→ yβ, p(Ar, Br) 7→ p(Cr, Dr).Lemme 8.2.2 Les morphismes φl et φr existent et sont des isomorphismes.Preuve : Soit ρl le morphisme intérieur de K qui onjugue par x−Aly−Bl. Ce morphismeenvoie < xβ2

, yβ, p(Al, Bl) > isomorphiquement sur < xβ2

, yβ, z >. On envoie de même
< xβ, yβ2

, p(Cl, Dl) > sur < xβ , yβ2

, z > par un morphisme intérieur θl. Il su�t de montrer
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−1

l existe et est un isomorphisme. Mais ei résulte du fait que < xβ2

, yβ, z >est égal à < xβ2

, yβ > ∗ < z > dans K (montrer l'inlusion dans les deux sens) etque < xβ, yβ2

, z > est égal à < xβ , yβ2

> ∗ < z > dans K. En e�et, l'appliation
xβ2

7→ xβ , yβ 7→ yβ2 induit lairement un isomorphisme < xβ2

, yβ >→< xβ, yβ2

> entredeux sous-groupes eux-mêmes isomorphes à ZZ2. Le �produit libre� de et isomorphismeave l'identité sur < z > fournit un isomorphisme qui vaut préisément θl ◦ φl ◦ ρ−1

l . 2On peut don onsidérer l'extension HNN K∗φl
de K par φl. Soit tl le générateur stablede ette extension.Lemme 8.2.3 (u, v)

l
→ (u′, v′) si et seulement si t−1

l p(u, v)tl = p(u′, v′) dans K∗φl
. Demême, (u, v)

r
→ (u′, v′) si et seulement si t−1

r p(u, v)tr = p(u′, v′) dans K∗φr
.Preuve : Si (u, v)

l
→ (u′, v′) alors on a pour ertains U, V : u = β2U + Al, v = βV +

Bl, u
′ = βU + Cl, v

′ = β2V + Dl. On en déduit aisément que t−1

l p(u, v)tl = p(u′, v′) enutilisant les relations de K∗φl
. Réiproquement, supposons t−1

l p(u, v)tlp(u′, v′)−1 = 1. Parle lemme de Britton appliqué à K∗φl
, on a p(u, v) ∈< xβ2

, yβ, p(Al, Bl) >. Soit enore
p(u, v) = xβ2j1yβj2p(Al, Bl)

j3xβ2j4 . . . p(Al, Bl)
jnpour des entiers j1, j2, . . . , jn. Par des transformations triviales le membre de droite peuts'érire sous la forme

p(β2U1 + Al, βV1 + Bl)
j3 · p(β2U2 + Al, βV2 + Bl)

j6 . . . p(β2Uk + Al, βVk + Bl)
jnxβ2pyβqpour ertains entiers U1, V1, U2, V2, . . . Uk, Vk, p, q. En abélianisant K∗φl

(ou plus simple-ment K, puisque tl n'intervient pas), l'égalité i-dessus impose p = q = 0. Le lemme 8.2.1permet de onlure que le membre de droite se réduit à un seul terme p(β2U+Al, βV +Bl)pour lequel u = β2U + Al et v = βV + Bl. On peut don appliquer la l-transformation à
(u, v), d'où p(u′, v′) = t−1

l p(u, v)tl = p(βU + Cl, β
2V + Dl) et �nalement u′ = βU + Cl et

v′ = β2V + Cl par le lemme 8.2.1, soit enore (u, v)
l
→ (u′, v′).Le as d'une transformation droite se traite de la même manière. 2On note KZ le groupe obtenu par extensions HNN suessives par tous les morphismes

φl et φr assoiés aux l et r-transformations de Z. Clairement, e groupe ne dépend pasde l'ordre des extensions e�etuées. Puisqu'un groupe se plonge dans haune de sesextensions HNN, le lemme préédent reste vrai dans KZ .Corollaire 8.2.4 p(u′, v′)
∗
↔ p(u, v) si et seulement si p(u′, v′) ∈< p(u, v), {tr}, {tl} >⊂

KZ .Preuve : D'après le lemme préédent, si p(u′, v′)
∗
↔ p(u, v) alors il existe un élément

w ∈< {tl}, {tr} >⊂ KZ tel que p(u′, v′) = w−1p(u, v)w. En partiulier p(u′, v′) ∈<
p(u, v), {tr}, {tl} >. Réiproquement, supposons p(u′, v′) ∈< p(u, v), {tr}, {tl} >. Don
p(u′, v′) s'érit

T0p(u, v)j1T1p(u, v)j2 . . . p(u, v)jkTk



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 63pour des entiers j1, j2, . . . , jk et des mots T0, T1, . . . , Tk de < {tr}, {tl} >. Puisqu'une telleexpression vaut un élément dans K, il est faile de voir par réurrene sur le nombred'extensions HNN pour passer de K à KZ et en utilisant le lemme de Britton, que etteexpression ontient un sous-mot de la forme t±1
s wt∓1

s où w est une expression dans ledomaine ou odomaine de φs. Mais un tel w étant néessairement de la forme p(u, v)j,on a
t±1

s wt∓1

s = t±1

s p(u, v)jt∓1

s = (t±1

s p(u, v)t∓1

s )j = p(u′′, v′′)joù l'on a soit (u, v)
s
→ (u′′, v′′) soit (u, v)

s
← (u′′, v′′) suivant les signes des puissanesde ts. En partiulier, le fait que p(u, v)j soit dans le (o)domaine de φs implique quela s-transformation orrespondant à ts s'applique à (u, v). En substituant p(u′′, v′′)j à

t±1
s p(u, v)jt∓1

s dans l'expression de p(u′, v′) i-dessus, on obtient une nouvelle expressionen les Ti, p(u, v) et p(u′′, v′′). En itérant e proédé, on obtient �nalement
p(u′, v′) = p(u1, v1)

j1p(u2, v2)
j2 . . . p(uk, vk)

jkoù pour haque i, on a (ui, vi)
∗
↔ (u, v). Le lemme 8.2.1 implique �nalement que le membrede droite de l'égalité se réduit à p(u′, v′). En partiulier (u′, v′)

∗
↔ (u, v). 2Lemme 8.2.5 Soit (u0, v0) ∈ ZZ2 orrespondant à une on�guration d'arrêt de Z. Alors

(u, v)
∗
↔ (u0, v0) si et seulement si (u, v)

∗
→ (u0, v0)Preuve : On ne peut avoir (u, v)

s
← (u0, v0) par hypothèse sur (u0, v0). Par ailleurssi (u, v)

s
← (u′, v′)

s′

→ (u′′, v′′) alors (u, v) = (u′′, v′′) ar Z orrespond à une mahinedéterministe. On peut don supposer qu'un tel motif n'existe pas dans la séquene
(u, v)

∗
↔ (u0, v0). La onjontion de es deux propriétés implique que ette séqueneest de la forme (u, v)

∗
→ (u0, v0). 2Théorème 8.2.6 Le problème du mot généralisé est indéidable.Preuve : Soit Z la ZZ2-mahine orrespondant à une mahine de Turing universelle

T . Quitte à ajouter quelques transitions à T , on peut supposer que ette mahine uni-verselle possède une unique on�guration d'arrêt interprétée omme un ertain (u0, v0)par Z. Le lemme et orrolaire préédents montrent alors que T atteint sa on�gurationd'arrêt partant d'une on�guration initiale donnée de ode (u, v) si et seulement si p(u, v)appartient au sous-groupe < p(u0, v0), {tr}, {tl} > de KZ . Le théorème 8.1.3 permet deonlure. 2Corollaire 8.2.7 (Boone) Le problème du mot est indéidable.Preuve : On note H le sous-groupe < p(u0, v0), {tr}, {tl} > de KZ . On onsidère l'exten-sion L = KZ∗IdH
et soit k le générateur stable de ette extension. Alors p(u, v) ∈ H si etseulement si [p(u, v), k] =L 1. En e�et, par le lemme de Britton p(u, v)kp(u, v)−1k−1] =L 1si et seulement si p(u, v) ∈ H . 2


