
Chapitre 1Introdu
tion et Rappels
1.1 Qu'est-
e que la géométrie algorithmique ?La géométrie algorithmique est une dis
ipline apparue dans les années 1970 traitant deproblèmes géométriques sous l'angle algorithmique. La géométrie algorithmique tire sesréféren
es et entretien des liens étroits ave
 de nombreux domaines tels que : les mathé-matiques dis
rètes et 
ombinatoires, la théorie des polytopes, la re
her
he opérationnelle,la théorie des graphes et l'informatique en général.Les appli
ations sont nombreuses :� Infographie (déte
tions des 
ollisions d'objets, fa
es 
a
hées, visibilité, re
onstru
tion,. . . )� Robotique (plani�
ation de traje
toires)� Système d'informations géographiques (meilleurs 
hemins, 
o-ra�nement de 
artes,. . . )� CAO/MAO (assemblage, dépla
ements d'outils, . . . )La géométrie algorithmique est bien représentée par un 
ertain nombre de problèmesfondamentaux :� Programmation linéaire, polytopes, arrangements� Enveloppes 
onvexes� Triangulation de Delaunay et diagramme de Voronoi� Re
her
he (simpli
iale, orthogonale) et lo
alisation� Triangulations� Plus 
ourts 
heminsUn des développements ré
ents 
on
erne la robustesse et l'implémentation des algorithmes(CGAL, LEDA).Référen
es :- Computational Geometry. Algorithms and appli
ations. M. de Berg, O. Cheong, M. vanKreveld, M. Overmars and S
hwarzkopf. Springer 2008. (Une très bonne introdu
tion).- Computational Geometry : An Introdu
tion Through Randomized Algorithms. KetanMulmuley. Prenti
e-Hall, 1994. (Couvre les aspe
ts liés à la randomisation ou à l'analyserandomisée des algorithmes). 5
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is Lazarus. 6- Géométrie Algorithmique. Jean-Daniel Boissonnat et Mariette Yvine
. Edis
ien
e In-ternational, 1995.- Computational Geometry. F. Preparata and M. Shamos. Springer 1985. (Un des premiersouvrages sur le sujet, un peu daté).- Handbook of Dis
rete and Computational Geometry. Edited by Goodman and O'Rourke.CRC PRESS, 1997. (L'état de l'art. Complet et pointu. Idéal pour 
her
her un résultat).- Handbook of Computational Geometry. Edited by J. R. Sa
k and J. Urrutia NorthHolland, 2000- The Computational Geometry Impa
t Task For
e Report, B. Chazelle and 36 
o-authors,Advan
es in Dis
rete and Computational Geometry, Contemporary Mathemati
s, 223,AMS, Providen
e, 1999, pp. 407�463.http://www.
s.prin
eton.edu/∼
hazelle/pubs.html1.2 Algorithmes et ComplexitéLa 
omplexité d'un algorithme fait référen
e à un modèle de 
al
ul ou plus pré
isément àun type de 
al
ulateur théorique auquel est asso
ié une fon
tion de 
oût pour 
ha
une deses opérations élémentaires. La 
omplexité d'un algorithme exprime le rapport asympto-tique entre la taille des données d'un problème et le temps (ou l'espa
e) né
essaire pourexé
uter l'algorithme 
orrespondant sur le type de 
al
ulateur 
hoisi. Le modèle RAM(Random A

ess Ma
hine) est un des plus 
ourants en géométrie algorithmique. Il se
ompose� d'une suite �nie de registres d'entrée pouvant 
ontenir des entiers arbitraires et nepouvant être a

édés qu'en le
ture seule,� d'une bande in�nie de registres, indexés par IN et pouvant 
ontenir des entiers ar-bitraires ; il s'agit intuitivement de la mémoire de la ma
hine ; le registre 0, appeléa

umulateur, permet d'e�e
tuer des opération arithmétiques,� d'un programme 
onstitué d'une suite �nie d'instru
tions élémentaires 
hoisies parmiun ensemble prédé�ni d'instru
tions (READ, STORE, ADD, ...) paramétrées par desindi
es (adressage dire
t ou indire
t) de registres (d'entrée ou non),� d'un 
ompteur d'instru
tions 
ontenant l'indi
e de la pro
haine instru
tion à e�e
tuer,� (optionnellement) d'une suite �nie de registres de sortie. On peut aussi dé
ider que lese
ond registre de la mémoire 
ontient la sortie.En général on asso
ie un 
oût unité à 
haque instru
tion élémentaire bien que 
etteinstru
tion a

ède à des registres d'indi
es arbitraires (d'où le nom de RAM). Mais onpeut également 
hoisir pour l'a

ès à un à registre donné un 
oût logarithmique fon
tionde son indi
e. On dira que la 
omplexité d'un programme est f(n) si pour toute entréede taille n, 
odée sur n registres, le 
oût total de l'exé
ution du programme est au plus
f(n). Il s'agit don
 de la 
omplexité dans le 
as le pire relativement à tous les jeux dedonnées de taille n.On suppose en général que la taille des registres est 
onstante 
e qui revient à dé�nirla taille de l'entrée par le nombre total de bits utilisés pour la 
oder. Dans 
e 
as, si onrestreint les opérations arithmétiques à l'addition et la soustra
tion, bien que le modèle
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is Lazarus. 7RAM puisse manipuler en temps 
onstant des entiers de tailles arbitraires et a

éder àun registre de mémoire en temps 
onstant, il est polynomialement équivalent au modèlede la ma
hine de Turing (MT) ! C'est-à-dire que toute fon
tion 
al
ulable par une RAMpeut être 
al
ulée par une MT en temps dépendant de manière polynomiale du tempsrequis par la RAM, et ré
iproquement.Pour se 
on
entrer sur la partie purement 
ombinatoire d'un problème, on peut supposerque la ma
hine RAM peut sto
ker et manipuler (e�e
tuer les opérations/
omparaisons
+,−, ∗, /, <,=,

√
, . . .) des réels en temps 
onstant, on parle alors de modèle Real-RAM.Ce pourra être le 
as lorsqu'on doit manipuler des 
oordonnées de points dans IRn oud'autres objets géométriques. Les registres pouvant 
ontenir des réels sont alors di�éren-
iés de 
eux qui peuvent 
ontenir des addresses. Dans le 
as 
ontraire le modèle de ma
hineserait bien trop puissant. On pourra 
onsulter [vEB90℄ pour une sensibilisation aux ques-tions de 
omplexités et de modèles de 
al
uls. Sauf mention expli
ite d'un autre modèle,tous les 
al
uls de 
omplexités dans 
e 
ours utilisent le modèle de la Real-RAM.Un 
ertain vo
abulaire, plus ou moins propre à la géométrie algorithmique, permet dedé
rire les algorithmes en fon
tion de leur adaptation au �ux des données, ou en fon
tionde leur prin
ipe de fon
tionnement. Ainsi un algorithme est dit statique ou hors-ligne s'ils'applique à un jeu de données 
onnu avant son exé
ution. On parle d'algorithme en ligneou semi-dynamique si au 
ontraire de nouvelles données peuvent être ajoutées, et quel'algorithme est 
apable, au 
ours du temps, de maintenir la solution du problème asso
iéà toutes les données a

umulées. En�n, un algorithme dynamique permet d'ajouter ou desupprimer des données au 
ours du temps.La 
on
eption d'un algorithme peut être déterministe ou randomisée selon que l'algo-rithme aura ou non toujours le même 
omportement fa
e à un même jeu de données.Dans 
e dernier 
as, les variations de 
omportement sont liées à l'usage de générateursaléatoires de nombres (ou bits) qui permettent de modi�er le déroulement de l'algorithme.On peut analyser de manière randomisée la 
omplexité d'un l'algorithme en la 
onsidérant
omme une variable aléatoire. Cette variable aléatoire peut dépendre soit des générateursaléatoires dans le 
as des algorithmes randomisés, soit d'une distribution a priori surles données dans le 
as déterministe. Dans le 
as d'un algorithme randomisé, on supposegénéralement que le jeu de données est le pire possible. Ainsi lorsqu'on 
al
ule l'espéran
ede la 
omplexité, en
ore appelée la 
omplexité en moyenne, on se pla
e dans le 
as où lesdonnées maximise 
ette espéran
e. On peut également s'intéresser à la queue de distribu-tion, 
'est à dire à la probabilité que la 
omplexité dépasse une 
ertaine valeur.Les méthodes in
rémentales, par balayage ou diviser pour régner apparaissent de manièreré
urrente en géométrie algorithmique 
omme prin
ipe de résolution de problèmes.Référen
es :- Cal
ulabilité, 
omplexité et approximation. J.-F. Rey. Vuibert, 2004.- The Design an Analysis of Computer Algorithm. Chap. 1. Aho, Hop
roft et Ullman.Addison Wesley, 1974.- Computational 
omplexity. Christos Papadimitriou. Addison Wesley, 1995.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 8- Ma
hine Models and Simulations. van Emde Boas, P. in Handbook of theoreti
al 
om-puter s
ien
e, vol A. Elsevier, 1990.- What is a "pointer ma
hine" ?. M. Ben-Amram. SIGACT News, 26 (1995), 88�95.1.3 TriLe tri d'éléments, pris dans un univers totalement ordonné, est un des problèmes basiqueset essentiels de l'algorithmique. Étant donné une séquen
e de N éléments le problème estde trier 
ette séquen
e, i.e. de trouver la permutation transformant 
ette séquen
e en laséquen
e ordonnée de ses éléments.De très nombreux algorithmes permettent de trier. Il y en a de plus �e�
a
es� qued'autres. On mesure 
ette e�
a
ité par le nombre (maximal, moyen, ...) d'opérationsélémentaires utilisées pour trier une suite quel
onque de taille N , 
.a.d. par la 
omplexitéde l'algorithme 
onsidéré. L'opération élémentaire pour les tris est la 
omparaison.Exemples :� tri naïf : 
omplexité ?� tri par insertion di
hotomique : Insérer par di
hotomie le (k + 1)-ième élémentdans la liste triée des k premiers éléments. On note C(k) la 
omplexité dans le pire des
as, en anglais on parle de worst 
ase analysis, de l'insertion du (k + 1)-ième élément.On a
C(0) = 0

C(k) = 1 + C(⌈k − 1

2
⌉) = 1 + C(⌊k

2
⌋)On véri�e par ré
urren
e que

C(k) = ⌈1 + log k⌉en utilisant le fait que pour k > 1
⌈log 2⌊k

2
⌋⌉ = ⌈log k⌉.La 
omplexité B(N) du tri de N éléments est don


B(N) =

N−1
∑

k=0

C(k) = O(N logN).Attention, 
ette analyse ne tient pas 
ompte de la gestion de la mémoire.� tri fusion : On s
inde en deux la liste à trier et on trie ré
ursivement 
ha
une dessous-listes avant de les fusionner.
CF (N) = CF (⌈N/2⌉) + CF (⌊N/2⌋) +N = O(N logN).� Qui
ksort (Hoare 1962) : Choisir aléatoirement un pivot dans la liste à trier puiss
inder en deux la liste suivant les éléments plus petits ou plus grands que le pivot.Trier ré
ursivement 
haque sous-liste.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 9Il s'agit du tri utilisé par UNIX. Très e�
a
e en pratique.Analyse dans le 
as le pire : Chaque 
lé est 
hoisie une unique fois 
omme pivot. Il ya au plus N-1 
omparaisons à e�e
tuer ave
 un pivot, d'où une 
omplexité en O(N2).Ce sera le 
as si les pivots sont pris dans l'ordre 
roissant des 
lés.Analyse en moyenne : les 
lés K1, . . . , KN étant indexées selon leur ordre de grandeur,on note Xi,j la variable aléatoire qui vaut 1 si Ki et Kj sont 
omparées et 0 sinon. Kiet Kj sont 
omparées si et seulement si elles n'ont pas été séparées avant que l'une soit
hoisie 
omme pivot, 
.a.d. si et seulement si l'une de 
es deux 
lés est 
hoisie 
ommepivot en premier parmi les j− i+1 
lés 
omprises (au sens large) entre Ki et Kj. Ce
ise produit ave
 une probabilité 2/(j − i+ 1), d'où
E(

∑

i<j

Xi,j) =
∑

i<j

2

j − i+ 1
=

N
∑

j=2

j
∑

k=2

2

k
≤ 2NHN = O(N logN)où HN =

∑N
i=1 1/i est le N-ième nombre harmonique.Voir également pour une preuve, l'analyse en moyenne de la hauteur d'un arbre dere
her
he aléatoire.Le tri d'entiers 
odés en binaire peut utiliser d'autres moyens que la 
omparaison. Enfaisant des hypothèses sur la taille des nombres à trier, on obtient des 
omplexités moin-dre. Pour un arti
le ré
ent sur le sujet, voir :- Integer Sorting in O(n

√
log logn) Expe
ted Time and Linear Spa
e. Y. Han and M.Thorup. pp 135 - 144. FOCS 2002, Van
ouver, Canada.1.4 Arbres binairesL'ensemble des arbres binaires est dé�ni indu
tivement par l'équation ensembliste B =

2+(◦,B,B). Dit autrement un arbre binaire est soit l'arbre vide soit obtenu en a

ro
hantdeux arbres binaires (sous-arbres gau
he et droit) à une ra
ine. On note sag(B) (resp.
sad(B)) le sous-arbre gau
he (resp. droit) d'un arbre binaire B.Une opération importante sur les arbres binaires est la rotation :

(◦, (◦, b1, b2), b3) 7→ (◦, b1, (◦, b2, b3))Codage informatique : un noeud est représenté par un objet à trois 
hamps : la 
lé dunoeud, deux pointeurs sur des noeuds représentants les sous-arbres gau
he et droit.Dé�nitions : Ra
ine, noeud, noeud interne, noeud externe ou feuille, arête, enfant, parent,et
...Un arbre binaire 
omplet est un arbre binaire dont tous les noeuds internes ont deuxenfants. On peut 
ompléter un arbre binaire quel
onque en ajoutant deux (resp. une)feuilles à tous ses noeuds ayant zéro (resp. un) enfant.Propriété : Dans un arbre binaire 
omplet on a :#{noeuds externes} = #{noeuds internes} + 1.
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is Lazarus. 10Preuve : Orienter les arêtes des noeuds parents vers les enfants. Le nombre d'arêtessortantes est le double du nombre de noeuds internes, 
'est aussi le nombre d'arêtesentrantes qui est le nombre total de noeuds moins 1 (pour la ra
ine). 2On dé�nit ré
ursivement les taille, hauteur, longueurs de 
heminement interne et externed'un arbre binaire 
omplet partaille, hauteur, l
i, l
e(2) = 0taille(b) = 1 + taille(sag(b)) + taille(sad(b))hauteur(b) = 1 + max{ hauteur(sag(b)), hauteur(sad(b)) }l
i(b) = taille(b) - 1 + l
i(sag(b)) + l
i(sad(b))l
e(b) = taille(b) + 1 + l
e(sag(b)) + l
e(sad(b))On dé�nit également ré
ursivement la profondeur d'un noeud parprofondeur(ra
ine) = 0profondeur(noeud) = 1 + profondeur(parent(noeud))C'est aussi le nombre d'arêtes du 
hemin simple reliant le noeud à la ra
ine.Dit autrement un arbre binaire a une taille égale à son nombre de noeuds internes,une hauteur égale à la profondeur maximale d'un noeud externe et une longueur de
heminement interne (resp. externe) égale à la somme des profondeurs de tous ses noeudsinternes (resp. externes).On véri�e par ré
urren
e que l
e(b) = l
i(b) + 2 taille(b).Un arbre binaire 
omplet est dit parfait si tous ses noeuds externes ont la même pro-fondeur.Propriétés : Dans un arbre binaire parfait, b, de hauteur h on a :taille(b) = h−1
∑

i=0

2i = 2h − 1,l
e(b) = h2h,l
i(b) = (h− 2)2h + 2.Propriétés : Le nombre d'arbres binaires à n sommets est le nombre de Catalan Cn =
1

n+1

(

2n
n

).1.5 Borne inférieure pour la 
omplexité moyenne destrisLes di�érentes 
omparaisons e�e
tuées lors du déroulement d'un algorithme déterministede tri sur N 
lés données s'organisent selon un arbre binaire 
omplet. Les feuilles de 
etarbre 
orrespondent aux N ! permutations possibles des N 
lés. Le 
oût maximal (resp.moyen) de 
et algorithme est la profondeur maximale (resp. moyenne) des feuilles de sonarbre de 
omparaisons. C'est en
ore, d'après la se
tion pré
édente, la hauteur (resp. lerapport de la l
e par la taille + 1) de son arbre de 
omparaisons.
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is Lazarus. 11Propriété : pour une taille, t, �xée la l
e d'un arbre binaire 
omplet est minimisée parl'arbre parfait.Preuve : On note bt l'arbre parfait de taille t et b un arbre quel
onque de taille t. Dela formule ré
ursive de la l
e, on tirel
e(b) - l
e(bt) = l
e(sag(b)) + l
e(sad(b)) - 2 l
e(b(t−1)/2)En utilisant l'hypothèse de ré
urren
e l
e(b) ≥ l
e(bt) = (t + 1) log(t + 1) aux ordres
onvenables on al
e(b)− l
e(bt) ≥ (tg + 1) log(tg + 1) + (td + 1) log(td + 1)− (t + 1) log(t+ 1)ave
 tg + td = t− 1. On véri�e, en utilisant par exemple la 
onvexité de x 7→ x log x, quele membre de droite est positif ou nul. La formule étant triviale pour un arbre de taille0, 
e
i permet de 
on�rmer l'hypothèse de ré
urren
e.De la propriété pré
édente on déduit que la 
omplexité moyenne d'un algorithme de triest minorée par N ! log(N !)/N ! = O(N logN) 21.6 Coe�
ients du bin�meIl existe une quantité impressionnante de formules à propos de 
es 
oe�
ients. Elles inter-viennent souvent en 
ombinatoire, mathématique dis
rète, géométrie algorithmique, et
...dès que l'on 
her
he à estimer dans un ensemble le nombre de sous-ensembles véri�anttelle ou telle propriété. On pourra 
onsulter le 
hapitre 5 deMathématiques 
on
rètes - Fondations pour l'informatique. R.L. Graham, D. E. Knuth,O. Patashnik. Vuibert 2003, 2e édition.Dé�nition 1.1 Un é
hantillon de taille k d'un ensemble est un sous-ensemble de 
ardinal
k. Le nombre d'é
hantillons de taille k dans un ensemble de taille n est noté Ck

n (lire�binomiale de n, k�) ou (

n
k

).On note Nn un ensemble à n éléments.1.6.1 Formulaire I - Identités
•

(

n

k

)

=

(

n

n− k

)

.Preuve : L'appli
ation qui envoie un é
hantillon de taille k sur son 
omplémentaire (detaille n− k) est une bije
tion.
• Formule de Pas
al (n + 1

k + 1

)

=

(

n

k + 1

)

+

(

n

k

)

.Preuve : Compter séparément les é
hantillons 
ontenant ou non un élément donné.
•

(

n

k

)(

k

p

)

=

(

n

p

)(

n− p

k − p

)

.Preuve : Compter de deux manières di�érentes le nombre d'é
hantillons de taille k dans
Nn dont p éléments sont distingués.
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is Lazarus. 12Pour p = 1 on obtient :
• k

(

n

k

)

= n

(

n− 1

k − 1

) puis, ave
 la formule de Pas
al, ( n

k + 1

)

=
n− k

k + 1

(

n

k

) et
(

n

k

)

=
n

n− k

(

n− 1

k

)On en déduit par ré
urren
e :
•

(

n
k

)

=

k−1
∏

i=0

n− i

k − i
.

• Formule du bin�me (x+ y)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xkyn−k.Preuve : Par ré
urren
e ave
 la formule de Pas
al ou en exprimant 
omment obtenir lenombre de mon�mes xkyn−k.
•

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n.Preuve : Compter de deux manières di�érentes le nombre total de sous-ensembles de Nn.
•

n
∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

).Preuve : É
rire (

n
k

)2
=

(

n
k

)(

n
n−k

) et remarquer que l'ensemble des paires d'é
hantillons,
(Ek, E

′
n−k), de taille respe
tive k et n− k pris dans deux ensembles E et E ′ à n élémentsest en bije
tion ave
 l'ensemble des é
hantillons de taille n de E ∪ E ′.

•
n

∑

i=k

(

i

k

)

=

(

n + 1

k + 1

)

.Preuve : Numéroter de 1 à n + 1 les éléments de Nn+1, puis partitionner l'ensemble deses é
hantillons de taille k + 1 en fon
tion de leur plus grand élément.
•

n
∑

i=1

1

i

(

i

k

)

=
1

k

(

n

k

)

.Preuve : É
rire 1
i

(

i
k

)

= 1
k

(

i−1
k−1

) et utiliser la formule pré
édente.
•

n
∑

i=0

i

(

i

k

)

= (k + 1)

(

n + 2

k + 2

)

−
(

n+ 1

k + 1

)

.Preuve : É
rire i
(

i
k

)

= (i+ 1)
(

i
k

)

−
(

i
k

)

= (k + 1)
(

i+1
k+1

)

−
(

i
k

).1.6.2 Formulaire II - Estimations
•

(

n

k

)

≤ nk.Preuve : Il y a moins d'é
hantillons de taille k dans Nn que d'appli
ations de Nk vers Nn.(É
rire (n
k

)

=
(

n
n−k

) si k > n/2).
• (

n

k
)k ≤

(

n

k

)

≤ (
en

k
)k (et même k

∑

i=0

(

n

i

)

≤ (
en

k
)k).
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is Lazarus. 13Preuve : Pour l'inégalité de gau
he é
rire (n
k

)

=
∏k−1

i=0
n−i
k−i

et remarquer que n−i
k−i

≥ n
k
. Pourl'inégalité de droite, é
rire : ∀x > 0 : exp(nx) ≥ (1 + x)n =

∑n
i=0

(

n
i

)

xi ≥
(

n
k

)

xk. D'où
(

n
k

)

≤ x−k exp(nx) et on 
on
lut en posant x = k/n.
•

(

n

⌊n/2⌋

)

=

(

n

⌈n/2⌉

)

= max
0≤k≤n

(

n

k

).Preuve : De (

n
k

)

= n−k+1
k

(

n
k−1

) on tire (

n
k

)

>
(

n
k−1

) si k ≤ n/2, et on utilise l'égalité
(

n
k

)

=
(

n
n−k

) pour k ≥ n/2.
• 22n

2
√
n
≤

(

2n

n

)

≤ 22n√
2n

.Preuve : ((2n
n

)

)2 = ((2n)!)2

(n!)4
= (1.2...2n)2

(1.2...n)4
= 24n (1.2...2n)2

(2.4...2n)4
= 24n (1.3...(2n−1))2

(2.4...2n)2
. D'où (

(

2n
n

)

)2 =
32

2.4
52

4.6
. . . (2n−1)2

(2n−2)2n
24n

2.2n
≥ 24n

2.2n
, et ((2n

n

)

)2 = 1.3
22

3.5
42

. . . (2n−1)(2n+1)
2n2

24n

2n+1
≤ 24n

2n1.7 Probabilité dis
rète élémentaireEspa
e de probabilité, variable aléatoire, indépendan
e, espéran
e, inégalité de Markov,probabilité 
onditionnelle, inégalité de Chebyshev, inégalité de Jensen, distribution géométrique,binomiale. Bornes de Cherno�.Je vais suivre le 'reading assignment' du 'graduate program' de Zuri
h :http ://www.ti.inf.ethz.
h/ew/
ourses/RandAlgs00/RandAlgs.htmlAutres référen
es :- The probalisti
 Method. Alon and Spen
er, John Wiley 2000.- http ://kam.m�.
uni.
z/∼matousek/le
tnotes.html- http ://
ermi
s.enp
.fr/∼delmas/enseignement.html1.7.1 Dé�nitions et propriétés élémentairesDé�nition 1.2 Un espa
e de probabilité est un ensemble Ω munit d'une appli
ation
P : Ω → IR+ telle que ∑

ω∈Ω P (ω) = 1 (lorsque Ω est in�ni 
ette somme est dé�nie
omme le sup. sur les parties �nies). Un élément de Ω est appelé une réalisation et unepartie de Ω est appelée un événement.Dé�nition 1.3 Une variable aléatoire (réelle) est une appli
ation (à valeurs réelles)dé�nie sur un espa
e de probabilité.Dé�nition 1.4 Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si
∀x ∈ ImX, ∀y ∈ ImY : P (X = x ∧ Y = y) = P (X = x).P (Y = y)Les n variables aléatoires Xi, i = 1, . . . , n sont mutuellement indépendantes si pour tout

(x1, x2, . . . , xn) ∈ ImX1 × ImX2 × . . .× ImXn :
P (X1 = x1 ∧X2 = x2 ∧ . . . ∧Xn = xn) = P (X1 = x1).P (X2 = x2) . . . P (xn = xn)
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is Lazarus. 14Plus généralement, les variables aléatoires d'une famille {Xi}i∈I indéxée par un ensembledénombrable I sont mutuellement indépendantes si pour toute partie �nie J ⊂ I lesvariables de la famille {Xj}j∈J sont mutuellement indépendantes.Exer
i
e 1.5 Dé�nir la notion d'indépendan
e à l'aide des probabilités 
onditionnelles(
f. dé�nition 1.16).Exer
i
e 1.6 Soient deux variables aléatoires indépendantes X : Ω → F et Y : Ω → Get une fon
tion f : F → H. Montrer que f(X) et Y sont indépendantes.Dé�nition 1.7 L'espéran
e d'une variable aléatoire X est
E(X) =

∑

x∈ImX

xP (X = x) =
∑

ω∈Ω

X(ω)P (ω)lorsque 
es sommes existent. Sa varian
e est
var(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E(X)2.Par la suite on 
onsidère des variables aléatoires dont l'espéran
e existe. Le lemme suivantest une appli
ation dire
te de la dé�nition de l'espéren
e (sous sa se
onde forme 
i-dessus).Lemme 1.8 L'espéran
e est linéaire.Exer
i
e 1.9 Soient une variable aléatoire X : Ω → F et une fon
tion f : F → IR.Montrer que

E(f(X)) =
∑

x∈ImX

f(x)P (X = x).Le lemme suivant est parti
ulier aux fon
tions entières non négatives mais bien utile.Lemme 1.10 Si X est à valeurs naturelles alors
E(X) =

∑

k∈INP (X > k).Preuve : ∑

k∈INP (X > k) =
∑

k∈IN∑

i>k

P (X = i) =
∑

i>0

iP (X = i) = E(X). 2Lemme 1.11 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors
E(XY ) = E(X)E(Y ) et var(X + Y ) = var(X) + var(Y ).
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is Lazarus. 15Preuve :
E(XY ) =

∑

ω∈Ω

X(ω)Y (ω)P (ω) =
∑

x,y∈IR ∑

X(ω)=x∧Y (ω)=y

xyP (ω) =

∑

x,y∈IR xyP (X(ω) = x ∧ Y (ω) = y) =
∑

x,y∈IR xyP (X(ω) = x).P (Y (ω) = y) = E(X)E(Y ).On en déduit l'égalité sur les varian
es. 2Lemme 1.12 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire non négative, alors
∀λ > 0 : P (X ≥ λ) ≤ E(X)

λ
.Il y a égalité si et seulement si pour tout ω de probabilité non nulle : X(ω) ∈ {0, λ}.Preuve :

E(X) =
∑

ω∈Ω

X(ω)P (ω) ≥
∑

X(ω)≥λ

X(ω)P (ω) ≥ λP (X ≥ λ).

2Dit autrement, la probabilité qu'une variable aléatoire non négative dépasse un 
ertainnombre de fois son espéran
e est majorée par l'inverse de 
e nombre.Lemme 1.13 (Inégalité de Cheby
hev) Soit X une variable aléatoire non négative,alors
∀λ > 0 : P (|X −E(X)| ≥ λ) ≤ var(X)

λ2
.Preuve : Appliquer Markov à (X − E(X))2. 2Lemme 1.14 (Inégalité de Jensen) Soit X une variable aléatoire et f une fon
tion
onvexe, alors

f(E(X)) ≤ E(f(X)).Preuve : Si Ω est �ni 
ette inégalité traduit simplement le fait que l'image du bary
entred'un ensemble �ni de points par une fon
tion 
onvexe est majorée par le bary
entre desimages de 
es points. Le 
as général demande un peu plus de travail. Je note τf (x, y) =
f(x)−f(y)

x−y
le taux d'a

roissement de f . Pour tout s ≤ u on a τf (E(X), s) ≤ τf (E(X), u).Soit β = sups<E(X) τf (E(X), s), on véri�e à l'aide de l'inégalité pré
édente que

∀x, f(x) ≥ f(E(X)) + β(x− E(X)).Dit autrement, le graphe de f est au dessus de sa �tangente� au point (E(X), f(E(X))).En substituant X(ω) à x et en prenant les espéran
es des deux membres de l'inégalité onobtient la relation 
her
hée. 2
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is Lazarus. 161.7.2 Probabilités 
onditionnellesDé�nition 1.15 Soit (Ω, P ) un espa
e de probabilité et soit B ⊂ Ω un événement deprobabilité non nulle. L'espa
e induit (B,PB) est l'espa
e de probabilité sur l'ensemble Bave
 PB(ω) = P (ω)/P (B).Dé�nition 1.16 Soient A et B deux événements ave
 P (B) > 0, la probabilité 
ondi-tionnelle de A par rapport à B est dé�nie par
P (A|B) =

P (A ∧ B)

P (B)
.Soient X une variable aléatoire et B un événement de probabilité positive, alors la variablealéatoire X|B est la restri
tion de X à B dans l'espa
e induit (B,PB).On véri�e que PB(X|B = x) = P (X = x|B).Exer
i
e 1.17 Soient deux événements B ⊂ A ave
 P (B) > 0 et X une variable aléa-toire. Montrer que (X|A)|B = X|B.Lemme 1.18 Soient A un événement, X une variables aléatoire, et (Bi)i∈I une familled'événements disjoints dont la réunion est l'espa
e Ω. En parti
ulier, ∑i∈I P (Bi) = 1.Alors,

P (A) =
∑

i∈I

P (A|Bi)P (Bi)et
E(X) =

∑

i∈I

E(X|Bi)P (Bi).Preuve : Par dé�nition de la probabilité 
onditionnelle :
∑

i∈I

P (A|Bi)P (Bi) =
∑

i∈I

P (A ∧Bi)D'où la première égalité par hypothèse sur les Bi. Pour la se
onde égalité, on é
rit :
∑

i∈I

E(X|Bi)P (Bi) =
∑

i∈I

∑

x∈IRxPBi
(X|Bi = x)P (Bi) =

∑

x∈IR∑

i∈I

xP (X = x|Bi)P (Bi)et on termine à l'aide de la première égalité. 2Remarque : Ce lemme est souvent bien pratique pour évaluer une espéran
e ou uneprobabilité. En e�et, si E(X|Bi) (resp. P (A|Bi)) est 
onstant ou uniformément bornépar rapport aux Bi alors 
ette 
onstante ou borne reste valable in
onditionnellement, i.e.pour E(X) (resp. P (A)) : il su�t de mettre en fa
teur le 
onstante ou borne dans lase
onde égalité et d'utiliser le fait que ∑

i∈I P (Bi) = 1.
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is Lazarus. 17Exer
i
e 1.19 Si X est une variable aléatoire indépendante de l'événement B (i.e.
PB(X|B = x) = P (X = x)), montrer que E(X|B) = E(X).Exer
i
e 1.20 Soient A1, A2, . . . , An et B des événements. Montrer que

P (
∧

i

Ai|B) =
∏

i

P (Ai|
∧

j>i

Aj ∧B)Exer
i
e 1.21 Soient A un événement et X une variables aléatoire. Montrer une version
onditionnelle du lemme 1.18, i.e.
P (A|B) =

∑

i

P (A|Bi)P (Bi|B)

E(X|B) =
∑

i

E(X|Bi)P (Bi|B)où B est la réunion disjointe des Bi.Exer
i
e 1.22 Soit (Ω, P ) un espa
e de probabilité, U un ensemble �ni et A : Ω → P(U).Montrer que
E(|A|) =

∑

u∈U

P (u ∈ A)Exer
i
e 1.23 Sous les hypothèses de l'exer
i
e pré
édent, on 
onsidère de plus unefamille de variables aléatoires (Xu)u∈U telle que l'espéran
e 
onditionnelle E(Xu |u ∈ A )est uniformément bornée par une 
onstante c. Montrer que
E(

∑

u∈A

Xu) ≤ cE(|A|)où ∑

u∈A Xu désigne la variable aléatoire ω 7→
∑

u∈A(ω) Xu(ω). On notera en parti
ulierque la linéarité de l'espéran
e ne peut s'appliquer à une somme portant sur un ensemblequi dépend de la réalisation ω.Montrer par un 
ontre-exemple que l'inégalité 
i-dessus est généralement fausse si onsuppose seulement que E(Xu) est uniformément bornée par c.1.7.3 Lois 
lassiquesDé�nition 1.24 (loi de Bernoulli) Supposons avoir un sa
 ave
 une proportion p deboules blan
hes et 1−p de boules rouges. Si on tire une boule au hasard dans le sa
, alorsla probabilité d'obtenir une boule blan
he est p et la probabilité d'obtenir une boule rougeest 1 − p. On dit que la variable aléatoire valant 1 lorsque la boule tirée est blan
he et 0sinon suit une loi de Bernoulli de paramètre p.
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is Lazarus. 18Dé�nition 1.25 (loi géométrique) Ave
 les hypothèses pré
édentes la probabilité d'obtenirune boule blan
he après i tirages ave
 remise vaut (1−p)i−1p. Si X est la variable aléatoirevalant le nombre de tirages e�e
tués avant d'obtenir une boule blan
he alors 
ette proba-bilité est pré
isément P (X = i) et on dit que X a une distribution (ou loi) géométriquede paramètre p.On véri�e par 
al
ul dire
t que E(X) = 1/p et var(X) = (1− p)/p2. Si b1 est la 
ouleurde la première boule tirée, on peut aussi é
rire E(X) = E(X|b1 = blan
)p + E(X|b1 =rouge)(1− p), puis remarquer que (X|b1 = blan
) = 1 et que (X|b1 = rouge) = 1 + Y ,où Y est le nombre de tirages e�e
tués avant d'obtenir une boule blan
he à partir duse
ond tirage. Évidement, Y a la même distribution que X et on en déduit une équationsimple pour E(X). Un 
al
ul similaire permet de 
al
uler 'dire
tement' var(X).Question : Quel est l'espa
e de probabilités de X ? Votre modèle entre-t-il dans le 
adredes probabilités dis
rètes ? (
f. notion de s
héma de Bernoulli).Dé�nition 1.26 (loi binomiale) Toujours ave
 les mêmes hypothèses, on 
onsidère lavariable aléatoire Y valant le nombre de boules blan
hes obtenues après n tirages ave
remise. On dit que Y suit une distribution binomiale de paramètres n et p. On a 
laire-ment P (Y = i) =
(

n
i

)

pi(1− p)n−i.Remarque : si Yi est la variable aléatoire (de Bernoulli) qui vaut 1 si le i-éme tirage estune boule blan
he et 0 sinon, alors Y =
∑

1≤i≤n Yi.On en déduit que E(Y ) =
∑

1≤i≤nE(Yi) = np. De plus les Yi étant indépendantes, on a
var(Y ) =

∑

1≤i≤n var(Yi) = np(1− p).Question : Quel est l'espa
e de probabilité de Y ?Dé�nition 1.27 (loi binomiale négative) Toujours ave
 les mêmes hypothèses on 
on-sidère la variable aléatoire Z valant le nombre de tirages né
essaires pour obtenir n boulesblan
hes. On dit que Z a une distribution binomiale négative de paramètres n et p. Ona P (Z = i) =
(

i−1
n−1

)

pn(1− p)i−n.Remarque : si Zi est la variable aléatoire qui vaut le nombre de tirages entre les tirages des
i-ème et (i+ 1)-ème boules blan
hes, alors Z =

∑

0≤i≤n−1 Zi. Les Zi sont indépendanteset suivent une distribution géométrique de paramètre p.On en déduit que E(Z) =
∑

0≤i≤n−1E(Zi) =
n
p
. (On peut aussi faire un 
al
ul dire
t enutilisant le fait que ∑

i

(

i+n
n

)

(1 − p)i = 1
n!

∑

i(i + n) . . . (i + 1)(1− p)i = 1
n!
(−1)n(1

p
)(n) =

n!
pn+1 ). On a également var(Z) = ∑

0≤i≤n−1 var(Zi) =
n(1−p)

p2
.

1.7.4 Te
hnique de Cherno�Soit X une variable aléatoire égale à la somme ∑

1≤i≤n Xi de n variables aléatoires in-dépendantes et de lois identiques (i.i.d). La te
hnique de Cherno� [Che52℄ permet en
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is Lazarus. 19général de trouver de bons majorants pour P (X ≥ x) où x est 
hoisit 
omme un é
art àla valeur moyenne E(X) de X . Pour 
ela on 
onsidère un réel λ > 0 et on é
rit
P (X ≥ x) = P (eλX ≥ eλx) ≤ E(eλX)/eλx =

∏

1≤i≤n

E(eλXi)/eλx = E(eλX1)n/eλx.La première inégalité est 
elle de Markov, la se
onde égalité provient de l'indépendan
edes variables et la dernière de l'identité des lois des Xi. Il reste à 
hoisir 
onvenablement
λ pour obtenir une bonne majoration.Exemples d'appli
ation de la te
hnique de Cherno�.Lemme 1.28 Soit une variable aléatoire X =

∑

1≤i≤n Xi où les Xi sont mutuellementindépendantes à valeurs dans {−1, 1} ave
 P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1/2. Alors
∀x > 0 : P (X ≥ x) < exp(−x2/(2n))Preuve : Par la te
hnique de Cherno� on a pour tout λ > 0 : P (X ≥ x) ≤ E(eλX1)n/eλx =

(coshλ)n/eλx. En développant cosh en série entière on véri�e que coshλ < eλ
2/2, d'où

P (X ≥ x) < enλ
2/2−λx. On obtient le résultat en 
hoisissant λ = x/n. 2Lemme 1.29 Soit une variable aléatoire X de loi binomiale négative de paramètres n et

1/2. Alors
∀x ≥ 3 : P (X ≥ (2 + x)n) < exp(−nx/4)Preuve : Notons que E(X) = 2n. Par la te
hnique de Cherno� on a pour tout λ > 0 :

P (X ≥ (2 + x)n) ≤ E(eλX1)n/eλ(2+x)n où X1 suit une loi géométrique de paramètre 1/2.Or
E(eλX1) =

∞
∑

i=1

eλi/2i =
eλ

2− eλ
.Cette dernière égalité supposant eλ < 2. On a dans 
e 
as P (X ≥ (2+x)n) ≤ ( e

−λ(1+x)

2−eλ
)n.On 
hoisit λ tel que eλ = 1+ x

2+x
(don
 eλ < 2), d'où, en utilisant l'inégalité 1− u < e−upour u > 0 :

e−λ(1+x)

2− eλ
= (1− x

2 + 2x
)1+x(1 + x/2) < e−

x

2+2x
(1+x)(1 + x/2) = e−x/2(1 + x/2)Or pour x ≥ 3 on véri�e que 1 + x/2 < ex/4, 
e qui permet de 
on
lure. 2Référen
es :- Computational Geometry. An Introdu
tion Trough Randomized Algorithms. K. Mul-muley, Prenti
e Hall, 1994.
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is Lazarus. 201.8 Exemples d'appli
ations de la méthode probabiliste1.8.1 Analyse arrièreOn munit l'ensemble des permutations de [1,n℄ de la distribution uniforme. On 
onsidèrela variable aléatoireX 
omptant le nombre de minima su

essifs en lisant une permutation
(a1, . . . , an) de gau
he à droite.

X = |{i ∈ [1, n] | ai = min{a1, . . . , ai}}|On 
onsidère également la variable aléatoire Xi valant 1 si ai est un minimum et 0 sinon.Alors X =
∑

1≤i≤n Xi. Pour 
al
uler P (Xi = 1), i.e. P (ai = min{a1, . . . , ai}), on �xe
ai+1, . . . , an, d'où le nom d'analyse arrière. On remarque alors que

P (Xi = 1 | ai+1, . . . , an �xés) = 1/id'où P (Xi = 1) = 1/i (
f. lemme 1.18).On en déduit E(X) =
∑

1≤i≤n 1/i = Hn.1.8.2 Nombres harmoniquesOn véri�e que ∀n ≥ 1 ln(n + 1) ≤ Hn ≤ 1 + lnn.1.8.3 Ensembles indépendantsUn sous-ensemble de sommets d'un graphe est indépendant si le graphe induit sur 
essommets ne 
ontient pas d'arête.Théorème 1.30 Tout graphe G à n sommets et m arêtes 
ontient un sous-ensemble desommets indépendants de taille au moins ⌊n/√m⌋.Preuve : On regarde la probabilité pour qu'un sous-ensemble de k sommets soit in-dépendant. On pose que 
haque é
hantillon de taille k est équiprobable. Une arête de Grelie deux sommets d'un é
hantillon de taille k ave
 la probabilité
(

n−2
k−2

)

(

n
k

) =
k(k − 1)

n(n− 1)puisqu'il y a (

n−2
k−2

) é
hantillons 
ontenant les extrémités de l'arête. Un sous-ensemble de
k sommets n'est pas indépendant si et seulement si au moins une des m arêtes de Grelie deux de ses sommets. La probabilité de 
et événement est majorée par m k(k−1)

n(n−1)
.Par 
onséquent un é
hantillon est indépendant ave
 probabilité au moins 1−m k(k−1)

n(n−1)
. Si
ette valeur est positive il y a né
essairement (au moins) un sous-ensemble de k sommetsindépendants, 
e qui est le 
as si k = ⌊n/√m⌋. 2
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is Lazarus. 21On peut obtenir une autre minoration :Théorème 1.31 (Túran) Tout graphe G à n sommets et m arêtes 
ontient un sous-ensemble de sommets indépendants de taille αG au moins égale à n2/(2m+ n).Preuve : On numérote les sommets de 1 à n et on asso
ie à toute permutation π de
[1, n] l'ensemble, Eπ, des sommets u de G tels que π(u) > π(v) pour tous les voisins vde u. On voit que Eπ est un ensemble de sommets indépendants dans G. L'espéran
e dela taille de Eπ est don
 un minorant pour αG. La probabilité que le sommet i soit dans
Eπ est la probabilité que π(i) = max{π(j) | j = i ou j est voisin de i}. Si di est le degréde i dans G alors, en posant toutes les permutations équiprobables, la probabilité de 
etévénement est 1/(di + 1). Par 
onséquent

E(|Eπ|) =
n

∑

i=1

1

di + 1Le théorème se déduit de la relation sommets/arêtes et du fait que la moyenne arithmé-tique majore la moyenne harmonique. 21.8.4 Arbre binaire de re
her
he aléatoireUn arbre binaire de re
her
he aléatoire est obtenu en insérant les valeurs su

essives d'unepermutation aléatoire dans un arbre binaire de re
her
he vide au départ. On s'intéresseà la hauteur moyenne d'un arbre de re
her
he aléatoireOn 
onsidère la variable aléatoire Y (i)
n valant la profondeur de la 
lé de rang i (i.e. de i sion prend [1, n] pour l'ensemble des 
lés) dans un arbre de re
her
he aléatoire sur n 
lés.Si Yn est la variable aléatoire valant la hauteur d'un arbre de re
her
he aléatoire alors

Yn = max{Y (1)
n , . . . , Y

(n)
n }.En utilisant l'inégalité de Jensen on peut é
rire

E(Yn) ≤ logE(2Yn) = logE(2max{Y
(1)
n ,...,Y

(n)
n }) < logE(

∑i est une feuille2Y (i)
n ).On pose Zn =

∑i est une feuille 2Y (i)
n , alors

E(Zn) =
1

n

∑

1≤i≤n

E(Zn|ra
ine a rang i) = 2

n

∑

1≤i≤n

(E(Zi−1) + E(Zn−i)).En posant zn = E(Zn), on a z0 = 0, z1 = 1 et
zn =

4

n

∑

1≤i≤n−1

zi.Par 
onséquent on a pour n ≥ 3, nzn − (n− 1)zn−1 = 4zn−1. D'où
zn

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)
=

zn−1

(n+ 2)(n+ 1)n
= . . . =

1

30On en déduit zn = O(n3) puis E(Yn) = O(logn).
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is Lazarus. 22Théorème 1.32 La hauteur moyenne d'un arbre de re
her
he aléatoire sur n 
lés est un
O(logn).1.8.5 E
hantillonnage aléatoireÉtant donné un ensemble E à n éléments, un r-é
hantillon aléatoire de E est un sous-(multi-)ensemble à r éléments de E tiré selon une 
ertaine distribution. Les distributionsles plus 
ourantes sont les suivantes.� Loi uniforme : On munit l'ensemble des sous-ensembles de taille r de E, noté (E

r

) dela loi uniforme. Chaque r-é
hantillon a don
 la même probabilité d'o

uren
e.� Tirage ave
 remise : On munit E de la loi uniforme. Un r-é
hantillon est alors uné
hantillon de Er munit de la loi produit. Dit autrement on obtient un r-é
hantillon entirant au hasard de manière indépendante r fois un élément de E. Un même élémentpeut don
 se retrouver plusieurs fois dans un r-é
hantillon.� É
hantillonage de Bernoulli : Chaque élément de E est tiré indépendamment ave
une (loi de Bernoulli de) probabilité r/n. Un r-é
hantillon a don
 r éléments en moyennemais peut posséder plus ou moins d'éléments.Exer
i
e 1.33 Expli
iter pour 
ha
une des trois lois pré
édentes la probabilité d'o

ur-ren
e d'un é
hantillon donné. Véri�er que la somme des probabilités sur l'ensemble des�é
hantillons� vaut 1.Ces trois distributions donnent des résultats asymptotiques semblables dans la pratiquepour les 
al
uls de 
omplexité en moyenne. L'utilisation de l'une ou l'autre des distri-butions se justi�e souvent par la 
ommodité des 
al
uls (voir Mulmuley [Mul94, 
hap.5℄).1.9 Master theoremThéorème 1.34 Soit la relation de ré
urren
e sur IN∗

T (n) = aT (n/b) + f(n)ave
 a ≥ 1, b > 1. I
i T (n/b) peut désigner T (⌊n/b⌋) ou T (⌈n/b⌉). Alors
T (n) =















Θ(nlogb a) si f(n) = O(nlogb a−ǫ) pour un 
ertain ǫ > 0
Θ(f(n)) si f(n) = Ω(nlogb a+ǫ) et af(n/b) ≤ cf(n)pour c < 1 et pour n assez grand
Θ(nlogb a log n) si f(n) = Θ(nlogb a).

(1.1)Preuve : Voir par exemple [CLRS02, se
. 4.3℄ pour une preuve pas à pas. Sinon, enposant U(n) = T (bn)/an on obtient U(n) = U(n − 1) + f(bn)/an. D'où U(n) = U(0) +
∑

1≤i≤n f(b
i)/ai. Notons que U(0) = T (1). On obtient assez simplement

∑

1≤i≤n

f(bi)/ai =







Θ(1) si f(n) = O(nlogb a−ǫ) pour un ǫ > 0
Θ(f(bn)/an) si af(n/b) ≤ cf(n) pour c < 1 et n assez grand
Θ(n) si f(n) = Θ(nlogb a).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 23On en déduit U(n) = O(1) dans le premier 
as, U(n) = Θ(f(bn)/an) dans le se
ond 
as
ompte tenu de f(n) = Ω(nlogb a+ǫ), et U(n) = Θ(n) dans le dernier 
as. 2


