
Chapitre 8LoalisationLe problème de la loalisation onsiste, étant donnée une olletion �xée de n objets dansIRd, à trouver (les) l'objet(s) de la olletion ontenant un point de requête quelonque.C'est d'une ertaine manière le problème dual de la reherhe multidimensionnelle duhapitre 9. Pour d = 1, ela revient à trouver les intervalles (e sont les objets de laolletion) ontenant le point de requête. Les strutures d'arbre d'intervalles et d'arbre desegments permettent de répondre e�aement à e type de requête mono-dimensionnelleen temps O(logn + k) où k est le nombre d'intervalles ontenant le point de requête.On pourra onsulter [dBCvKO08, hap. 10℄ pour des détails sur es strutures. Dans ehapitre on se restreindra au as où les objets forment une subdivision d'une partie duplan, 'est-à-dire que les régions s'identi�ent aux faes de la subdivision. Le as planaireest en partiulier utile pour les appliations de système d'information géographique.Les deux setions suivantes sont essentiellement des tradutions du hapitre 6 de de Berget al. [dBCvKO08℄.8.1 Loalisation par déoupe en tranhes vertialesOn suppose ii l'ensemble des régions donné sous forme d'une arte planaire ombina-toire (f. setion 7.2) de taille n, i.e. possédant n segments. Notons que si la arte estonnexe, on peut par un simple parours en temps linéaire marquer haque demi-arêtede la arte ave l'indie de la fae située à sa gauhe. La loalisation onsiste alors àreporter l'indie de la fae de la arte ombinatoire ontenant le point de requête. Pourela on ommene par traer par haque sommet de la arte une droite vertiale ommesur la �gure i-après. Ces droites vertiales déoupent le plan en bandes, ou tranhes,vertiales. À l'intérieur d'une bande les régions traversées sont ordonnées vertialement.Ainsi pour loaliser un point p de requête il su�t d'e�etuer deux reherhes mono-dimensionnelles : une reherhe horizontale pour déterminer la bande ontenant p, suivied'une reherhe vertiale permettant d'identi�er la région, ou fae, de la arte ontenant
p. Chaque reherhe s'e�etuant sur un ensemble de taille O(n), la loalisation peut s'ef-fetuer en temps O(logn) à l'aide d'une struture de ditionnaire lassique ou randomisée(f. hapitre 4). 120
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Plus préisément, pour onstruire la struture de reherhe, on ommene par rangerles sommets de la arte dans un ditionnaire du type arbre équilibré en utilisant l'ordrelexiographique sur leurs oordonnées pour les omparaisons. On e�etue ensuite unbalayage des sommets de la arte de gauhe à droite. Dit autrement, on parourt lessommets dans l'ordre lexiographique. Pour haque sommet q balayé on onstruit unestruture de reherhe V [q] orrespondant à la bande vertiale située à droite de q. Cettestruture de reherhe est elle même un ditionnaire sur les arêtes qui traversent V [q] etordonnées vertialement. Clairement V [q] peut être obtenue à partir du ditionnaire dela bande préédente en ajoutant les arêtes inidentes à q et tournées vers la droite et ensupprimant les arêtes inidentes à q et tournées vers la gauhe.Dans le pseudo-ode suivant H désigne le ditionnaire des sommets de la arte pourl'ordre lexiographique et V [q] désigne un ditionnaire sur les arêtes traversant la bandevertiale à droite du sommet q.Constrution de la struture de reherheOn suppose les sommets p0, ..., pm de la arte ordonnés de gauhe à droite.Initialiser un ditionnaire Vaux à videPour i := 0 à m faireInsérer pi dans le ditionnaire H

V [pi] := VauxPour haque demi-arête a d'origine pi faireSi a est orientée vers la gauhe AlorsSupprimer la demi-arête opposée de a dans V [pi]Sinon Insérer a dans V [pi]
Vaux := V [pi]Loalisation d'un point pReherher dans H le sommet q de la arte juste à gauhe de pSi p == q Alors renvoyer ette informationSinon Si p == NILL (p est à l'extrême gauhe de la arte) Alorsretourner la fae la plus à gauhe de la arteSinon reherher la demi-arête a (orientée vers la droite) sous p dans V [q]Si a == NILL Alors retourner la fae la plus basse de la arteSinon Si p est sur a Alors retourner ette informationSinon retourner la région à gauhe de a



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 122Le temps de onstrution de la struture de reherhe, hormis la reopie des dition-naires vertiaux est O(n logn) : haque demi-arête est insérée et supprimée une fois dansl'ensemble des bandes au ours du balayage. Cela dit on reopie O(n) fois des struturesde tailles O(n) e qui fournit �nalement une onstrution en temps et espae O(n2). Onpeut ependant améliorer es résultats en utilisant des ditionnaires (arbres) persistants.Dans un ditionnaire persistant on ordonne dans le temps les opérations d'insertion etde suppression et on peut faire une requête du type : reherher un élément dans l'étatdu ditionnaire au moment de la kième opération. On peut obtenir sur n éléments et
m opérations un temps d'insertion/suppression en O(logn), un temps de reherhe en
O(logm) et une taille amortie en O(n). Appliqué au présent problème ela donneThéorème 8.1 Soit S un ensemble de n segments formant une arte. L'algorithme ex-posé alule en temps O(n logn) une struture de reherhe assoiée à S de taille O(n).De plus pour tout point p du plan le temps de loalisation dans ette struture est O(logn).Référene :- Éléments d'algorithmique. D. Beauquier, J. Berstel et P. Chrétienne. MASSON, 1992.8.2 Loalisation par déomposition trapézoïdaleOn peut obtenir un temps de reherhe équivalent à l'approhe par déoupe vertiale etune struture de reherhe de taille linéaire sans utiliser de struture de données persis-tante. Pour ela on trae omme préédemment une vertiale par haque sommet de lasubdivision mais on stoppe ette vertiale dès qu'on renontre un segment de la arte. A�nde simpli�er l'exposé, on ommene par entourer la arte d'une grande boîte retangu-laire et on ne s'intéresse qu'à l'intérieur de ette boîte. En partiulier haque vertiale estbornée (f. �gure suivante). Chaque fae de la subdivision ainsi obtenue est onvexe : les
angles en haque sommet d'une telle fae (sommet d'arête ou intersetion d'une vertialeet d'une arête) sont plus petits que π. Chaque fae a don au plus deux �tés vertiaux etdon au plus deux non-vertiaux et don exatement deux non-vertiaux puisque bornée.Dit autrement haque fae de la subdivision est géométriquement un trapèze possédantquatre �tés dont deux vertiaux ou trois �tés dont un vertial. La subdivision ainsiobtenue porte ainsi le nom de arte des trapèzes.Un trapèze est entièrement dé�ni par les deux segments qui le bordent en haut et enbas et par les deux sommets qui ont permis de onstruire ses parois vertiales gauhe et



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 123droite. On note segh, segb, ptg et ptd respetivement es quatre entités. La �gure suivantemontre deux exemples de trapèzes ave leurs entités segh, segb, ptg et ptd.
T T

segh(T)

segb(T)

segb(T)

segh(T)

ptg(T)

ptd(T)

ptg(T) ptd(T)

On distingue inq on�gurations pour le �té vertial gauhe (droit) d'une fae :1. il est réduit à un point qui est l'extrémité gauhe ommune aux segments supérieuret inférieur.2. 'est l'extension vertiale du sommet gauhe du segment inférieur qui aboutit surle segment supérieur.3. même hose en éhangeant supérieur et inférieur.4. 'est l'extension vertiale de l'extrémité droite d'un autre segment qui le oupe donen deux.5. 'est un �té de la boîte englobante.Lemme 8.2 La arte des trapèzes a un nombre linéaire de faes, arêtes et sommets enfontion du nombre n de segments de la arte planaire d'origine.Preuve : Chaque sommet d'origine (au plus 2n) donne lieu à au plus trois sommets : lui-même + 2 sommets pour les extensions inférieures et supérieures des vertiales. Ave les 4sommets de la boîte englobante ela donne au plus 6n+4 sommets en tout. De plus haquesommet d'origine donne lieu à 4 nouveaux segments : ses deux extensions vertiales + 2segments obtenus par subdivision des segments renontrés par ses extensions vertiales. Laarte des trapèzes possèdent don au plus 4.2n+n+4 = 9n+4 segments en tenant omptede la boîte englobante. La relation d'Euler permet �nalement de borner trivialement lenombre de faes par le nombre d'arêtes. 2Exerie 8.3 Montrer qu'on peut borner le nombre de faes par 3n + 1 en assoiantjudiieusement haque fae à l'un des segments intersetant le bord de ette fae.On assoie à la arte des trapèzes une struture T la représentant, mais plus simple quela représentation lassique en demi-arêtes, et une struture R de reherhe pour loaliserun point. Nous supposerons par la suite les sommets de la arte en position générale desorte que haque droite vertiale passe par au plus un sommet. De ette manière haquetrapèze possède au plus quatre voisins adjaents à ses parois vertiales. On note Tgh, Tgb,
Tdh et Tdb es voisins omme sur la �gure i-dessous.
• La struture T se présente sous forme d'une liste d'enregistrements orrespondant àhaun des trapèzes. Chaque enregistrement ontient les pointeurs sur les entités segh,
segb, ptg, ptd, Tgh, Tgb, Tdh et Tdb préédemment dé�nies.
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T

Tgh

Tgb

Tdh

Tdb

• La struture R est un graphe orienté sans yle possédant une unique raine et ex-atement une feuille par trapèze de T . Chaque trapèze de T pointe sur sa feuille orre-spondante dans R et réiproquement 1. Les noeuds internes de R ont tous deux enfantset pointent soit sur un sommet soit sur un segment de la subdivision originale. Chaquenoeud interne ν est la raine dans R d'un sous-graphe orienté sans yle qui est unestruture de reherhe pour l'intersetion d'une ertaine zone Zν ave T . Cette zone estdé�nie réursivement omme suit. La zone de la raine de R est l'intérieur de la boîteenglobante. Si ν pointe sur un sommet alors la zone de sa �lle gauhe (droite) est la partiede Zν à gauhe (droite) de e sommet. Si ν pointe sur un segment alors la zone de sa �llegauhe (droite) est la partie de Zν au dessus (au dessous) de e segment.Pour e�etuer une reherhe d'un point p dans la struture de reherhe R, on partde la raine et on desend progressivement jusqu'à une feuille qui pointe sur le trapèzeontenant p. À haque noeud pointant sur un sommet on s'oriente vers la �lle gauheou droite selon que p est à gauhe ou à droite de e sommet. De même, à haque noeudpointant sur un segment on s'oriente vers la �lle gauhe ou droite selon que p est au dessusou au dessous de e segment. La feuille atteinte orrespond au trapèze ontenant p. Cetrapèze peut lui-même être indéxé par la fae le ontenant dans la arte d'origine (viala fae à gauhe d'une demi-arête de son segment inférieur) fournissant ainsi le résultatherhé.
T et R sont onstruit de manière inrémentale randomisée en insérant suessivementhaque segment si de la subdivision d'origine, pris dans un ordre aléatoire, dans lesstrutures Ti−1 et Ri−1 assoiées aux i− 1 premiers segments insérés.L'algorithme de onstrution est le suivant :Données : Une arte planaire formée de n segments s1, . . . , sn énumérés dans un ordre aléatoire.Sorties : Les strutures T et R assoiées.1. Déterminer une boite englobante ontenant les n segments (stritement) etinitialiser T0 et R02. Pour i := 1 à n faire3. Loaliser, grâe à Ri−1, le trapèze T1 de Ti−1 ontenant l'extrémité gauhe de si.4. En déduire pas simple parours dans Ti−1 les trapèzes T1, T2, . . . , Tk traversés par si.5. Remplaer haque trapèze T1, T2, . . . , Tk de Ti−1 par sa subdivision, induite par si,et haune omposée de 2,3 ou 4 trapèzes.1. D'une autre façon on peut voir T omme une struture dé�nie sur les feuilles de R



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1256. Faire de même dans Ri−1 en remplaçant ette fois haque trapèze feuille par unsous-arbre de reherhe élémentaire sur sa subdivision.7. Fusionner les trapèzes des subdivisions pour rétablir la déomposition trapézoïdaleinduite par s1, . . . , si.�npourPour l'étape 6, il y a essentiellement 3 types de sous-arbres élémentaires possibles selonqu'un trapèze est déoupé en 2,3 ou 4 moreaux. Les noeuds internes des es sous-arbresorrespondent au segment si ou à ses extrémités. La �gure suivante résume les étapes 6et 7 sur deux exemples.
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La struture de reherhe R dépend évidemment de l'ordre d'insertion des n segments dela arte d'origine. On onsidère R omme une variable aléatoire sur l'espae des permu-tations (sur l'insertion) des segments muni de la loi uniforme.Lemme 8.4 Soit p un point �xé du plan. Le temps moyen de loalisation de p dans Rest un O(logn).Preuve : Le temps de loalisation de p est lairement proportionnel à la longueur deson hemin de reherhe l(p) dans R.Remarque : à haque insertion d'un segment dans la onstrution inrémentale la hauteurde R augmente d'au plus 3. Un hemin de reherhe a don une longueur bornée par 3n.On note Xi la variable aléatoire dénombrant les noeuds (internes) de l(p) apparus dans
R lors de l'insertion de si, i.e. les noeuds de l(p) présents dans Ri mais pas dans Ri−1.En notant Yi la variable aléatoire valant 1 si e hemin est rallongé à l'étape i et 0 sinon,on a suivant la remarque préédente

|l(p)| =
∑

i

Xi ≤ 3
∑

i

Yi.
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E(|l(p)|) ≤ 3

∑

i

E(Yi) = 3
∑

i

P (Yi = 1).Or l(p) est rallongé à l'étape i si et seulement si le segment si intersete le trapèzeontenant p dans la arte Ti−1 .-à-d. si et seulement si le trapèze ∆i ontenant p dansla arte Ti n'existe pas dans la arte Ti−1. Mais ∆i 6∈ Ti−1 si et seulement si l'une des4 entités qui le dé�nissent, (segh(∆i), segb(∆i), ptg(∆i) ou ptd(∆i)) n'est pas présentedans Ti−1. Selon le prinipe de l'analyse arrière �xons le sous-ensemble Si des i premierssegments insérés. Notons que Ti � et don ∆i � ne dépend que de Si et non de l'ordred'insertion des i premiers segments. On a alors
P (Yi = 1 | Si) ≤ P (segh(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) + P (segb(∆i) 6∈ Ti−1 | Si)

+P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) + P (ptd(∆i) 6∈ Ti−1 | Si)Clairement P (segh(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = P (segh(∆i) = si | Si) = 1/i et de même
P (segb(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = 1/i. Si plusieurs segments de Si ont ptg(∆i) pour extrémitéalors P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) est nul. Sinon, en notant s l'unique segment de Si d'ex-trémité ptg(∆i), on a P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = P (s = si | Si) = 1/i. D'où dans tous lesas P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) ≤ 1/i. En résumé,

P (Yi = 1 | Si) ≤ 4/iD'où inonditionnellement P (Yi = 1) ≤ 4/i. On en déduit E(|l(p)|) ≤ 12Hn = O(logn).
2Lemme 8.5 La taille moyenne de la struture R de reherhe est linéaire.Preuve : On véri�e que si ki est le nombre de nouveaux trapèzes réés à l'étape i, alorsle nombre de noeuds internes ajoutés à Ri−1 est ki − 1 : soient T1, . . . , Tk les trapèzesintersetés par si. Si Tj est subdivisé en n(Tj) moreaux par l'introdution de si alors sonsous-arbre élémentaire a n(Tj)− 1 noeuds internes. Soit un total de Ni =

∑

j n(Tj)− knoeuds internes réés par l'introdution de si. Mais le nombre de nouveaux trapèzes est
∑

j n(Tj) − (k − 1) = Ni + 1 ar il faut onsidérer autant de fusions que de trapèzesintersetés moins 1.Puisque la arte des trapèzes a une taille linéaire (lemme 8.2) R possède O(n) feuillesplus ∑i(ki − 1) noeuds internes. D'où E(|R|) = O(n) +
∑

i E(ki). On utilise à nouveauune analyse arrière : pour Si �xé, un trapèze de Ti a une probabilité au plus 4/i d'avoirété réé par l'insertion de si. Le nombre moyen E(ki) de trapèzes réés à l'étape i, quiest la somme de ette probabilité pour tous les trapèzes de Ti, est don majoré par
O(i)4/i = O(1) puisqu'il y a O(i) trapèzes sans Ti. 2En e qui onerne le temps moyen de onstrution on remarque que le oût d'insertionde si est le temps de loalisation de son extrémité gauhe plus O(ki) pour parourirles trapèzes traversés et mettre à jour Ri−1 et Ti−1. Le temps moyen de loalisation est
O(log i) par le lemme 8.4 et E(ki) = O(1) d'après e qui préède. On en déduit un oûtmoyen total de O(n logn).En résumé,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 127Théorème 8.6 Soit S un ensemble de n segments formant une arte planaire. L'algo-rithme exposé alule en temps moyen O(n logn) une struture de reherhe pour la artedes trapèzes assoiée à S de taille moyenne O(n). De plus pour tout point p du plan letemps moyen de loalisation dans ette struture est O(logn).Notons que les moyennes sont ii prises relativement aux permutations sur les segmentset que p est �xé une fois pour toute. En partiulier, e résultat ne dit rien sur le tempsmaximal moyen relativement à l'ensemble des points requêtes. Autrement dit il se pour-rait que pour la plupart des permutations des segments il existe un point, dépendant de lapermutation onsidérée, ayant un �mauvais� temps de loalisation. En fait le temps max-imal moyen est lui-même majoré par O(logn). Pour le voir on ommene par remarquerque deux points appartenant à la même ellule de l'arrangement des droites supports des
n segments et des 2n vertiales aux sommets des segments partagent un même heminde reherhe dans R quelle que soit la permutation onsidérée. Pour haque permuta-tion, il y a don O(n2) hemins de reherhe distints possibles 2 qui ont bien sûr haunune longueur moyenne en O(logn). Si on montre que pour haque hemin ette moyennen'est dépassée que pour un sous-ensemble su�samment petit de permutations alors esera enore le as pour le maximum des longueurs de es O(n2) hemins. C'est l'objet dee qui suit.Pour faire une analyse plus �ne de la queue de distribution on utilise la tehnique deCherno�. Le problème est ii que les variables aléatoires Yi introduites plus haut nesont pas indépendantes (exerie : le véri�er pour S formé des otés d'un triangle et unpoint interne à e triangle). On utilise une dé�nition modi�ée qui les rend indépendantes.Pour ela on onsidère le diagramme de Hasse du treillis (booléen) des parties de S pourl'inlusion. Ce treillis a (

n
i

) noeuds de niveau i ayant haun i ars entrants et n − iars sortants. Les permutations de S sont en bijetion ave les haînes maximales de etreillis (joignant vide à plein) et haque ar du treillis orrespond à un segment de S (lesegment ajouté). On �xe un point p et on marque un ar si la suppression du segmentorrespondant modi�e le trapèze ontenant p dans la arte assoiée à la tête de et ar.On a vu que haque noeud a au plus 4 ars entrants marqués. L'astue est de omplétersystématiquement à 4 le nombre d'ars entrants marqués (pour les noeuds de niveaux1, 2, 3 on marque tous les ars entrants). Le point p étant �xé, on note Xi la variablealéatoire dé�nit sur les haînes maximales du diagramme (don les permutations) valant1 si l'ar entre les niveaux i− 1 et i est marqué et 0 sinon. Ainsi la longueur du heminde reherhe de p est majorée par 3∑i Xi.Lemme 8.7 Les Xi sont mutuellement indépendantes.Preuve : Commençons par remarquer que si A est une ondition portant sur des niveauxsupérieurs ou égaux à i alors P (Xi = ǫ | A) ne dépend pas de A et vaut don P (Xi = ǫ).Par exemple, si a est une arête du treillis entre les niveaux i et i+ 1, la probabilité que
Xi = 1 restreinte aux permutations ontenant a vaut 4/i si i ≥ 4.On raisonne ensuite par réurrene sur le nombre k de v.a. prises en ompte. On supposeque les k premières variables aléatoires X1, . . . , Xk sont mutuellement indépendantes et2. Voir le théorème 7.3 sur les arrangements de droites.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 128plus préisément que pour toute ondition Ak portant sur des niveaux ≥ k, les v.a.
X1|Ak, . . . , Xk|Ak le sont ave des probabilités uniformes par rapport à Ak. Dit autrement,pour tout ǫ1, . . . ǫk ∈ {0, 1}k, on a

P (X1 = ǫ1 ∧ ... ∧Xk = ǫk | Ak) = Πk
j=1P (Xj = ǫj) (8.1)Notons B l'événement (X1 = ǫ1 ∧ ...∧Xk = ǫk). On a alors (f. exerie 1.20) pour touteondition Ak+1 portant sur des niveaux ≥ k + 1 et pour tout ǫk+1 ∈ {0, 1} :

P (B ∧Xk+1 = ǫk+1 | Ak+1) = P (B | Xk+1 = ǫk+1 ∧Ak+1)P (Xk+1 = ǫk+1 | Ak+1)Ce qui vaut enore Πk+1
j=1P (Xj = ǫj) d'après l'équation (8.1) et la remarque initiale. 2On peut maintenant appliquer la tehnique de Cherno� (f. setion 1.7.4) à la variable

Xp =
∑

i Xi. Pour ela on regarde la probabilité que Xp dépasse λ ln(n+1). En utilisantl'inégalité de Markov on a
∀t > 0, E(Xp ≥ λ ln(n+ 1)) = E((etXp) > (n+ 1)tλ) ≤ E(etXp)/(n+ 1)tλOr de part l'indépendane des Xi on a

E(etXp) =
∏

i

E(etXi)Ave t = ln(5/4) on alule pour i ≥ 4, E(etXi) = (5/4)4/i + 1(1 − 4/i) = (i + 1)/i et
E(etXi) = 5/4 pour i = 1, 2, 3. D'où E(etXp) ≤ n + 1. Finalement on trouve

E(Xp ≥ λ ln(n+ 1)) ≤ 1/(n+ 1)λ ln(5/4)−1On a vu plus haut que Xp ne dépend que de la ellule d'un ertain arrangement de taille
O(n2). La probabilité que l'un des Xp dé�nis pour haune des ellules de l'arrangementdépasse λ ln(n+1) est don majorée par O(1/(n+1)ln(5/4)λ−3). Comme Xp est uniformé-ment borné par O(n) on en déduit que
E(max

p
Xp) =

∑

k

kP (max
p

Xp = k)

≤ λ ln(n+ 1)P (max
p

Xp < λ ln(n+ 1)) +O(n)P (max
p

Xp ≥ λ ln(n+ 1))

≤ λ ln(n+ 1) +O(1/(n+ 1)λ ln(5/4)−4)Finalement, en hoisissant λ tel que λ ln(5/4) ≥ 4, on obtientLemme 8.8 L'espérane du temps maximal de reherhe est O(logn).On montrerait de même que la probabilité que la taille (resp. le temps de onstrution)ne dépasse pas λn (resp. λn logn) est aussi prohe de 1 que l'on veut si on hoisit λ assezgrand. Du oup la probabilité P que le temps maximal de reherhe, la taille, et le tempsde onstrution soient simultanément omme désirés est non nulle (et en fait P est aussiprohe de 1 que l'on veut si on fait roître λ). On en déduit



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 129Théorème 8.9 Soit S l'ensemble des n segments d'une arte planaire. On peut onstruireen temps moyen O(n logn) une struture de reherhe pour la arte des trapèzes assoiéeà S de taille O(n) et de temps de requête O(logn) dans le as le pire.Pour ela on déroule l'algorithme préédent pour une permutation aléatoire jusqu'às'aperevoir que la taille ou la profondeur de R dépasse λn ou λ logn. Si 'est le ason reommene ave une autre permutation aléatoire jusqu'à obtenir les taille et pro-fondeur désirées. La moyenne du nombre d'essais à e�etuer est 1/P et le temps moyende onstrution est don O(n logn)/P = O(n logn).Référene :- Computational Geometry. Algorithms and appliations. de Berg, van Kreveld, Overmarsand Shwarzkopf. Springer 1997. pf. Springer 1997.8.3 Loalisation dans une triangulationUne autre approhe, proposée par Kirkpatrik [Kir83℄, onsiste à partir d'une triangu-lation. Cette dernière peut être obtenue pour une arte planaire de taille n en temps
O(n logn) suivant les algorithmes présentés au hapitre 3. La méthode de loalisation deKirkpatrik repose sur une représentation hiérarhique de la triangulation obtenue parsimpli�ations progressives. Pour passer d'une triangulation à une triangulation simpli-�ée on supprime un ensemble de sommets indépendants (deux à deux non-adjaents) etde degré borné puis on retriangule si néessaire les �trous� laissés par les sommets sup-primés. Pour que et algorithme soit e�ae on herhe à onstruire des ensembles desommets indépendants, et de degrés bornés, les plus grands possibles. La borne sur lesdegrés assure que haque triangle à un niveau de la hiérarhie intersete un nombre bornéde triangles du niveau suivant.Dans e qui suit le terme triangulation désigne une triangulation retiligne du plan dontla fae externe est elle-même un triangle ('est don ombinatoirement une triangulationde la sphère). On peut toujours se ramener à une telle triangulation à partir d'une tri-angulation quelonque d'un domaine onvexe en ajoutant trois sommets �à l'in�ni� eten joignant onvenablement les sommets du bord du domaine à es trois sommets. Lessommets d'une triangulation distints des 3 sommets de la fae externe sont dits internes.Lemme 8.10 Soit T une triangulation ayant n sommets internes et un entier d ≥ 6.On peut séletionner en temps O(n) un nombre αn de sommets internes, indépendantset de degrés au plus d ave α = d−5

(d+1)(d−2)
.Preuve : On onsidère l'algorithme glouton suivant : parourir les sommets internes de

T et séletionner le sommet ourant du parours si son degré est au plus d et si auun deses voisins n'est séletionné. L'algorithme glouton séletionne lairement un ensemble desommets internes, indépendants et de degrés au plus d en temps linéaire. Reste à minorersa taille ns.Soit x et y les nombres de sommets internes de T respetivement de degré au plus d et aumoins d+1. En partiulier, x+y = n. On note a le nombre d'arêtes de T . Par la relation



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 130d'Euler et par double omptage de la relation d'inidene arête/fae, on obtient aisément
a = 3n + 3. De la relation d'inidene arête/sommet on déduit 2a =

∑

s degré(s), lasomme portant sur tous les sommets de T . En oupant ette somme en trois selon lessommets internes de degrés inférieurs ou supérieurs à d et les 3 sommets de la fae externe,et en remarquant que tout sommet a degré 3 au moins, on obtient
2a ≥ 3x+ (d+ 1)y + 9Ce qui, ave les relations préédentes implique

x ≥
(d− 5)n+ 3

d− 2
≥

(d− 5)n

d− 2Mais l'algorithme glouton séletionne un ensemble maximal de sommets. Dit autrement,l'ensemble des sommets séletionnés et leurs voisins ouvrent les sommets internes dedegrés au plus d. On en déduit (d+ 1)ns ≥ x, soit enore
ns ≥

d− 5

(d+ 1)(d− 2)
n

2On onstruit une suite de triangulations T = T1, . . . , Tm ayant respetivement n =
n1, . . . , nm sommets internes ave nm = 0. On obtient Ti+1 à partir de Ti en 2 étapes :1. on séletionne dans Ti un ensemble maximal de sommets internes, indépendants etde degré au moins d par l'algorithme glouton i-dessus,2. on supprime es sommets de Ti et on retriangule l'étoile de es sommets (de taille

d) en temps onstant par étoile.Le lemme préédent montre que ni+1 ≤ (1−α)ni, d'où m = O(logn). On ajoute de plus àhaque triangle de Ti+1 des pointeurs vers les au plus d−2 triangles de Ti qu'il intersete.Clairement ette struture est de taille O(
∑

i ni) = O(n) et peut être onstruite dans lemême temps.On détermine le triangle de T ontenant un point p de requête par les étapes suivantes1. déterminer si p est dans l'unique triangle de Tm,2. pour i allant de m−1 à 1, onnaissant le triangle de Ti+1 ontenant p, déduire eluide Ti ontenant p à l'aide des pointeurs dérits i-dessus.Chaune des m = O(logn) étapes i-dessus prend un temps onstant puisque le nombrede pointeurs à tester entre deux triangulations est majoré par d− 2.Finalement,Théorème 8.11 Étant donné une triangulation T du plan, on peut onstruire en tempslinéaire en la taille de T une struture de taille linéaire, permettant de loaliser un pointquelonque en temps logarithmique.


