
Chapitre 9Théorie de Morse disrèteLa théorie de Morse disrète a été introduite par Robin Forman [For98℄ à la �n des an-nées 1990. Elle s'applique à l'étude des omplexes simpliiaux ou plus généralement desCW-omplexes. Forman met partiulièrement en valeur l'analogie entre théorie de Morselassique sur les variétés di�érentielles et théorie disrète. Des exposés purement ombi-natoires apparaissent par le suite dans D. Kozlov [Koz08, hap. 11℄ et J. Jonsson [Jon08,hap. 4℄ par exemple. On s'en tiendra ii à une présentation ombinatoire dans le assimpliial.Dans e qui suit on érira a ≺ b dans un ensemble (partiellement) ordonné si a ≤ c ≤
b =⇒ c ∈ {a, b} et si a < b. On érira également b ≻ a pour a ≺ b.9.1 Fontion de Morse disrète et hamp veteurs dis-retSoit K un omplexe simpliial �ni. Une fontion de Morse disrète est une fontion
f : K → IR telle que pour tout simplexe σ ∈ K, on a f(ρ) ≥ f(σ) pour au plus unefaette ρ ≺ σ et f(τ) ≤ f(σ) pour au plus une ofaette τ ≻ σ. On véri�e aisément(exerie) qu'on ne peut avoir simultanément f(ρ) ≥ f(σ) ≥ f(τ) si ρ ≺ σ ≺ τ . Il suitque l'on peut assoier à f un ensemble de ouples (σ, τ) ave σ ≺ τ et f(σ) ≥ f(τ) tel quehaque simplexe apparaît dans au plus un ouple. On appelle hamp de veteur disretassoié à f l'ensemble de es ouples. Un simplexe est dit régulier s'il est aouplé, etritique sinon. Intuitivement, les ouples du hamp représentent le gradient de f et lessimplexes ritiques orrespondent à un gradient nul.Exerie 9.1.1 Montrer que si f est une fontion de Morse et si ρ ≺ σ ≺ τ dans K,alors on ne peut avoir f(ρ) ≥ f(σ) ≥ f(τ).Plus généralement un hamp de veteurs disret sur K est un ensemble de ouples desimplexes (σ, τ) ave σ ≺ τ tel que haque simplexe apparaît dans au plus un ouple.Étant donné un hamp de veteurs1 V , on onsidère le graphe orienté HV sur K dont1Auune onfusion n'étant possible, on omet l'adjetif disret dans la suite.64



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 65les ars sont les ouples (σ, τ) ∈ V et les ouples (τ, σ) tels que (σ, τ) 6∈ V et σ ≺ τ .Dit autrement, HV est le diagramme de Hasse de K pour la relation d'inlusion, orientéde façon déroissante, dont on a ensuite inversé l'orientation des ars orrespondant auxouples de V .Dé�nition 9.1.2 Le hamp V est dit aylique si HV est sans yle. Tout hemin(orienté) dans HV reliant deux simplexes dont les dimensions di�èrent d'au plus un estappelé une ligne de hamp. Ainsi, HV est aylique si et seulement si V n'a pas de lignede hamp fermée.Puisque haque simplexe apparaît dans au plus un ouple de V , la dimension des simplexesne peut diminuer deux fois de suite le long d'une ligne de hamp. Il suit que les dimensionsdes simplexes dans une ligne de hamp di�èrent d'au plus un.Lemme 9.1.3 Le hamp assoié à une fontion de Morse est aylique.Preuve : Soit f une fontion de Morse sur K et σ1 ≺ τ1 ≻ σ2 ≺ τ2 ≻ . . . ≻ σn ≺ τn,
n ≥ 2, une ligne du hamp assoiée à f . En partiulier σi est aouplé à τi. Par dé�nitiond'une fontion de Morse on a ainsi f(σ1) ≥ f(τ1) > f(σ2) ≥ f(τ2) > . . . > f(σn) ≥ f(τn).Par onséquent σ1 6= σn et il ne peut y avoir de ligne de hamp fermée pour f . 2Théorème 9.1.4 Un hamp V sur K est aylique si et seulement s'il existe une exten-sion linéaire L de l'inlusion sur K telle que pour tout (σ, τ) ∈ V on a σ ≺L τ , i.e. σ et
τ sont onséutifs dans L.Preuve : Par réurrene sur le nombre de simplexes de K. C'est évident si K est réduit àun sommet. Sinon, on onsidère l'ensemble U ⊂ K des simplexes de dimension maximale.S'il existe un simplexe ritique τ ∈ U , alors par réurrene il existe une extension linéaire
L′ de l'inlusion sur le omplexe K − τ telle que (ρ, σ) ∈ V =⇒ ρ ≺L′ σ. On en déduit
L en ajoutant τ à L′ omme plus grand élément. Sinon, tous les simplexes de U sontréguliers. Soit D l'ensemble des simplexes aouplés aux simplexes de U . J'a�rme qu'ilexiste un simplexe σ ∈ D aouplé à un simplexe τ ∈ U tel que τ est l'unique ofae de
σ dans K. Dans le as ontraire, il existerait un yle dans HV , ontredisant l'ayliitéde V , ar tout simplexe π ∈ U serait relié dans HV à un autre simplexe π′ ∈ U parun hemin π ≺ ρ ≻ π′ ave (π, ρ) ∈ V . Par réurrene, il existe une extension linéaire
L′ de l'inlusion sur le omplexe K − {σ, τ} véri�ant les onditions du théoreme. Ondé�nit alors L en ajoutant σ à L′ omme plus grand élément, puis en ajoutant τ ommesuesseur de σ. 29.2 Théorie de Morse algébriqueSoient σ ≺ τ dans K. Intuitivement on peut e�ondrer τ en déformant σ sur ∂τ − σ demanière à obtenir un omplexe ellulaire homotopiquement équivalent à K et dont lesellules sont en orrespondane ave elles de K − {σ, τ}. Si V est un hamp aylique



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 66sur K, alors le théorème 9.1.4 permet d'ordonner les ouples de V et de les e�ondrer lesuns après les autres pour obtenir un omplexe ellulaire KV ayant le type d'homotopiede K et dont les ellules sont en orrespondane ave les simplexes ritiques de K pour
V . De fait, on peut dé�nir un opérateur bord sur KV de sorte que le omplexe de haînesassoié ait la même homologie que K. C'est le résultat prinipal de la théorie de Morsedisrète.On onsidère de manière générale un omplexe de haînes libre

C∗ = · · ·
∂
→ Cn

∂
→ Cn−1

∂
→ · · ·possédant une base B indéxée par K. Dit autrement, haque Cn est un ZZ-module librea�eté d'une base indexée par les simplexes de dimension n de K, et B est la réunion dees bases.2Si eσ, eτ ∈ B, on note dτ,σ le oe�ient de eσ dans l'expression de ∂eτ sur B. Ainsi,

∂eτ =
∑

σ∈K

dτ,σeσ (9.1)En partiulier, dim σ 6= dim τ − 1 implique dτ,σ = 0. On obtient un ordre partiel <B sur
B par fermeture transitive de la relation σ ≺B τ si dτ,σ 6= 0.Un hamp aylique pour (C∗, B) est un hamp aylique V pour K tel que3 (σ, τ) ∈
V =⇒ dτ,σ = ±1. On onsidère le graphe orienté HV ayant K pour ensemble de sommetset pour ars l'ensemble V ∪ {(τ, σ) | σ ≺B τ et (σ, τ) 6∈ V }. Ainsi, lorsque ∂ s'identi�e àl'opérateur bord dans K, HV s'identi�e au graphe assoié à V dans la setion 9.1. Soit
c = τ ≻B σ1 ≺B τ1 ≻B σ2 ≺B τ2 ≻B · · · ≻B σn ≺B τn ≻B σ un hemin de HV . On dé�nitle poids de c omme le quotient

p(c) = (−1)ndτ,σ1
(

n−1
∏

i=1

dτi,σi+1
)dτn,σ/(

n
∏

i=1

dτi,σi
) (9.2)Si n = 0 la formule se réduit à p(c) = dτ,σ. Pour dim τ = dim σ+1, on note CV

τ,σ l'ensembledes hemins de HV joignant τ à σ. On pose CV
τ,σ = ∅ sinon.Dé�nition 9.2.1 Un omplexe de Morse (CV
∗ , BV ) assoié à V est un omplexe dehaînes libre

CV
∗ = · · ·

∂
→ CV

n

∂
→ CV

n−1
∂
→ · · ·où haque CV

n est un sous-module de Cn possédant une base BV
n = {. . . , eV

σ , . . .} indéxéepar les n-simplexes ritiques pour V de sorte que
∂eV

τ =
∑

σ∈K\V

(
∑

c∈CV
τ,σ

p(c))eV
σ (9.3)où K \ V désigne l'ensemble des simplexes non-aouplés dans V .2Dans e qui suit on utilise uniquement le fait que K est un ensemble gradué (une union disjointede Kn) et la notion de dimension est juste elle de graduation. On garde ependant la terminologie deomplexe simpliial, ar 'est l'appliation essentielle de ette théorie.3De manière générale on peut onsidérer pour C∗ un omplexe de modules sur un anneau quelonque.Dans e as on demande que dτ,σ soit une unité dans l'anneau.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 67Si (σ, τ) ∈ V , on note I(τ, σ) le omplexe de haînes
· · · 0 → ZZeτ

eτ 7→eσ→ ZZeσ → 0 → · · ·

I(τ, σ) est don isomorphe au omplexe de haînes · · · 0 → ZZ Id
→ ZZ → 0 → · · · où la �èheidentité relie les modules d'indies dim τ et dim σ. Le théorème prinipal de la théorie deMorse disrète a�rme que l'homologie de C∗ est isomorphe à elle de tout omplexe deMorse.Théorème 9.2.2 Si V est hamp aylique pour (C∗, B) alors C∗ est isomorphe à CV

∗ ⊕
⊕

(σ,τ)∈V I(τ, σ).Dit autrement C∗ admet une base B′ = (. . . , e′λ, . . .) telle que
∂e′µ =

{

e′λ si (λ, µ) ∈ V
∑

λ∈K\V

∑

c∈CV
µ,λ

p(c)e′λ si µ 6∈ {V }Preuve du théorème : On raisonne par réurrene sur le |V |. Supposons d'abord Vvide. Si dim τ = dim σ + 1 alors ou bien dτ,σ = 0 et il n'y a pas de hemin reliant τà σ dans HV , ou bien dτ,σ 6= 0 et τ ≻B σ est l'unique hemin reliant τ à σ dans HV .L'expression de ∂ dans l'équation (9.3) oïnide don ave l'équation (9.1) et CV
∗ est bienisomorphe C∗.Si V n'est pas vide, le théorème 9.1.4 légèrement adapté fournit une extension linéaire

L de <B telle que (λ, µ) ∈ V =⇒ λ ≺L µ. Soit alors (σ, τ) ∈ V tel que τ est maximalpour L parmi les simplexes aouplés dans V . On pose V ′ = V − (σ, τ). Par hypothèsede réurrene, il existe une base B′ = (. . . , e′λ, . . .) pour C∗ telle que1. (λ, µ) ∈ V ′ =⇒ ∂e′µ = e′λ2. Pour tout µ non-aouplé dans V ′,
∂e′µ =

∑

λ∈K\V ′

d′
µ,λe

′
λ ave d′

µ,λ =
∑

c∈CV ′

µ,λ

p(c)où CV ′

µ,λ désigne l'ensemble des hemins de HV ′ joignant µ à λ si dim µ = dim λ + 1et CV ′

µ,λ = ∅ sinon. En partiulier d′
µ,λ = 0 si dim µ 6= dim λ + 1.Remarquons que τ ≻B′ σ est l'unique hemin de HV ′ joignant τ à σ. Sinon, on obtiendraitun yle dans HV , ontredisant l'ayliité de V . On en déduit d′

τ,σ = dτ,σ = ±1, i.e.
∂e′τ = dτ,σe

′
σ +

∑

λ∈K\V

d′
τ,λe

′
λ (9.4)On note {V } l'ensemble des simplexes appariés dans V . On dé�nit une base B′′ =

(. . . , e′′µ, . . .) de C∗ par
e′′µ =







e′µ si µ ∈ {V } − σ
∂e′τ = ∂e′′τ si µ = σ
e′µ − (d′

µ,σ/dτ,σ)e
′
τ si µ 6∈ {V }
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∂e′′µ =

{

e′′λ si (λ, µ) ∈ V
∑

λ∈K\V (d′
µ,λ −

d′µ,σd′
τ,λ

dτ,σ
)e′′λ si µ 6∈ {V }Le as (λ, µ) ∈ V provient diretement de la dé�nition de B′′ et de la propriété 1 i-dessuspour B′. Pour le seond as on ommene par aluler

e′′σ = dτ,σe
′
σ +

∑

λ∈K\V

d′
τ,λe

′
λ = dτ,σe

′
σ +

∑

λ∈K\V

d′
τ,λe

′′
λ +

∑

λ∈K\V

d′
τ,λd

′
λ,σ

dτ,σ

e′′τLa première égalité est l'équation 9.4 et la seonde provient de la dé�nition de B′′. Chaqueterme d′
τ,λd

′
λ,σ dans la dernière somme du membre de droite est nul pour des raisons dedimensionalité. D'où

e′σ =
1

dτ,σ

e′′σ −
∑

λ∈K\V

d′
τ,λ

dτ,σ

e′′λOn a par ailleurs pour µ 6∈ {V } :
∂e′′µ = ∂e′µ −

d′
µ,σ

dτ,σ

e′′σOr
∂e′µ =

∑

λ∈K\V ′

d′
µ,λe

′
λ =

∑

λ∈K\V

d′
µ,λe

′
λ + d′

µ,σe′σ + d′
µ,τe

′′
τ

=
∑

λ∈K\V

d′
µ,λe

′′
λ +

∑

λ∈K\V

d′
µ,λd

′
λ,σ

dτ,σ

e′′τ +
d′

µ,σ

dτ,σ

e′′σ −
∑

λ∈K\V

d′
µ,σd′

τ,λ

dτ,σ

e′′λ + d′
µ,τe

′′
τCette dernière égalité provenant de la dé�nition de B′′ et du alul de e′σ i-dessus. D'où

∂e′′µ =
∑

λ∈K\V

(d′
µ,λ −

d′
µ,σd′

τ,λ

dτ,σ

)e′′λ + (
∑

λ∈K\V

d′
µ,λd

′
λ,σ

dτ,σ

+ d′
µ,τ )e

′′
τMais le terme en fateur de e′′τ vaut enore ∑

λ∈K\V ′

d′
µ,λ

d′
λ,σ

dτ,σ
qui est le oe�ient de e′σdans ∂2e′µ = 0 et est don nul.L'a�rmation i-dessus permet de onlure. En e�et, remarquons que si c ∈ CV

µ,λ utilisel'ar σ ≺B τ , et ar suit immédiatement µ, i.e. c = µ ≻B σ ≺B τ ≻B . . . Cei résulte dela maximalité de (σ, τ) pour L. On en déduit
CV

µ,λ = CV ′

µ,λ ∪ (µ ≻B σ ≺B τ) · CV ′

τ,λoù �·� désigne la onaténation de hemins. Il suit par la formule (9.2) de poids d'unhemin que pour µ, λ 6∈ {V } :
∑

c∈CV
µ,λ

p(c) = d′
µ,λ −

d′
µ,σd′

τ,λ

d′
τ,σ

2



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 69Corollaire 9.2.3 Si V est un hamp aylique sur le omplexe K, alors l'homologie de
K est isomorphe à elle de tout omplexe de Morse assoié à V .Puisque tout I(τ, σ) est aylique, on déduit e�etivement du théorème 9.2.2 que H(C∗)est isomorphe à H(CV

∗ ).


