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Chapitre 1Introdution et Rappels
1.1 Qu'est-e que la géométrie algorithmique ?La géométrie algorithmique est une disipline apparue dans les années 1970 traitant deproblèmes géométriques sous l'angle algorithmique. La géométrie algorithmique tire sesréférenes et entretien des liens étroits ave de nombreux domaines tels que : les mathé-matiques disrètes et ombinatoires, la théorie des polytopes, la reherhe opérationnelle,la théorie des graphes et l'informatique en général.Les appliations sont nombreuses :� Infographie (détetions des ollisions d'objets, faes ahées, visibilité, reonstrution,. . . )� Robotique (plani�ation de trajetoires)� Système d'informations géographiques (meilleurs hemins, o-ra�nement de artes,. . . )� CAO/MAO (assemblage, déplaements d'outils, . . . )La géométrie algorithmique est bien représentée par un ertain nombre de problèmesfondamentaux :� Programmation linéaire, polytopes, arrangements� Enveloppes onvexes� Triangulation de Delaunay et diagramme de Voronoi� Reherhe (simpliiale, orthogonale) et loalisation� Triangulations� Plus ourts heminsUn des développements réents onerne la robustesse et l'implémentation des algorithmes(CGAL, LEDA).Référenes :- Computational Geometry. Algorithms and appliations. M. de Berg, O. Cheong, M. vanKreveld, M. Overmars and Shwarzkopf. Springer 2008. (Une très bonne introdution).- Computational Geometry : An Introdution Through Randomized Algorithms. KetanMulmuley. Prentie-Hall, 1994. (Couvre les aspets liés à la randomisation ou à l'analyserandomisée des algorithmes). 5



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 6- Géométrie Algorithmique. Jean-Daniel Boissonnat et Mariette Yvine. Edisiene In-ternational, 1995.- Computational Geometry. F. Preparata and M. Shamos. Springer 1985. (Un des premiersouvrages sur le sujet, un peu daté).- Handbook of Disrete and Computational Geometry. Edited by Goodman and O'Rourke.CRC PRESS, 1997. (L'état de l'art. Complet et pointu. Idéal pour herher un résultat).- Handbook of Computational Geometry. Edited by J. R. Sak and J. Urrutia NorthHolland, 2000- The Computational Geometry Impat Task Fore Report, B. Chazelle and 36 o-authors,Advanes in Disrete and Computational Geometry, Contemporary Mathematis, 223,AMS, Providene, 1999, pp. 407�463.http://www.s.prineton.edu/∼hazelle/pubs.html1.2 Algorithmes et ComplexitéLa omplexité d'un algorithme fait référene à un modèle de alul ou plus préisément àun type de alulateur théorique auquel est assoié une fontion de oût pour haune deses opérations élémentaires. La omplexité d'un algorithme exprime le rapport asympto-tique entre la taille des données d'un problème et le temps (ou l'espae) néessaire pourexéuter l'algorithme orrespondant sur le type de alulateur hoisi. Le modèle RAM(Random Aess Mahine) est un des plus ourants en géométrie algorithmique. Il seompose� d'une suite �nie de registres d'entrée pouvant ontenir des entiers arbitraires et nepouvant être aédés qu'en leture seule,� d'une bande in�nie de registres, indexés par IN et pouvant ontenir des entiers ar-bitraires ; il s'agit intuitivement de la mémoire de la mahine ; le registre 0, appeléaumulateur, permet d'e�etuer des opération arithmétiques,� d'un programme onstitué d'une suite �nie d'instrutions élémentaires hoisies parmiun ensemble prédé�ni d'instrutions (READ, STORE, ADD, ...) paramétrées par desindies (adressage diret ou indiret) de registres (d'entrée ou non),� d'un ompteur d'instrutions ontenant l'indie de la prohaine instrution à e�etuer,� (optionnellement) d'une suite �nie de registres de sortie. On peut aussi déider que leseond registre de la mémoire ontient la sortie.En général on assoie un oût unité à haque instrution élémentaire bien que etteinstrution aède à des registres d'indies arbitraires (d'où le nom de RAM). Mais onpeut également hoisir pour l'aès à un à registre donné un oût logarithmique fontionde son indie. On dira que la omplexité d'un programme est f(n) si pour toute entréede taille n, odée sur n registres, le oût total de l'exéution du programme est au plus
f(n). Il s'agit don de la omplexité dans le as le pire relativement à tous les jeux dedonnées de taille n.On suppose en général que la taille des registres est onstante e qui revient à dé�nirla taille de l'entrée par le nombre total de bits utilisés pour la oder. Dans e as, si onrestreint les opérations arithmétiques à l'addition et la soustration, bien que le modèle



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 7RAM puisse manipuler en temps onstant des entiers de tailles arbitraires et aéder àun registre de mémoire en temps onstant, il est polynomialement équivalent au modèlede la mahine de Turing (MT) ! C'est-à-dire que toute fontion alulable par une RAMpeut être alulée par une MT en temps dépendant de manière polynomiale du tempsrequis par la RAM, et réiproquement.Pour se onentrer sur la partie purement ombinatoire d'un problème, on peut supposerque la mahine RAM peut stoker et manipuler (e�etuer les opérations/omparaisons
+,−, ∗, /, <,=,√, . . .) des réels en temps onstant, on parle alors de modèle Real-RAM.Ce pourra être le as lorsqu'on doit manipuler des oordonnées de points dans IRn oud'autres objets géométriques. Les registres pouvant ontenir des réels sont alors di�éren-iés de eux qui peuvent ontenir des addresses. Dans le as ontraire le modèle de mahineserait bien trop puissant. On pourra onsulter [vEB90℄ pour une sensibilisation aux ques-tions de omplexités et de modèles de aluls. Sauf mention expliite d'un autre modèle,tous les aluls de omplexités dans e ours utilisent le modèle de la Real-RAM.Un ertain voabulaire, plus ou moins propre à la géométrie algorithmique, permet dedérire les algorithmes en fontion de leur adaptation au �ux des données, ou en fontionde leur prinipe de fontionnement. Ainsi un algorithme est dit statique ou hors-ligne s'ils'applique à un jeu de données onnu avant son exéution. On parle d'algorithme en ligneou semi-dynamique si au ontraire de nouvelles données peuvent être ajoutées, et quel'algorithme est apable, au ours du temps, de maintenir la solution du problème assoiéà toutes les données aumulées. En�n, un algorithme dynamique permet d'ajouter ou desupprimer des données au ours du temps.La oneption d'un algorithme peut être déterministe ou randomisée selon que l'algo-rithme aura ou non toujours le même omportement fae à un même jeu de données.Dans e dernier as, les variations de omportement sont liées à l'usage de générateursaléatoires de nombres (ou bits) qui permettent de modi�er le déroulement de l'algorithme.On peut analyser de manière randomisée la omplexité d'un l'algorithme en la onsidérantomme une variable aléatoire. Cette variable aléatoire peut dépendre soit des générateursaléatoires dans le as des algorithmes randomisés, soit d'une distribution a priori surles données dans le as déterministe. Dans le as d'un algorithme randomisé, on supposegénéralement que le jeu de données est le pire possible. Ainsi lorsqu'on alule l'espéranede la omplexité, enore appelée la omplexité en moyenne, on se plae dans le as où lesdonnées maximise ette espérane. On peut également s'intéresser à la queue de distribu-tion, 'est à dire à la probabilité que la omplexité dépasse une ertaine valeur.Les méthodes inrémentales, par balayage ou diviser pour régner apparaissent de manièreréurrente en géométrie algorithmique omme prinipe de résolution de problèmes.Référenes :- Calulabilité, omplexité et approximation. J.-F. Rey. Vuibert, 2004.- The Design an Analysis of Computer Algorithm. Chap. 1. Aho, Hoproft et Ullman.Addison Wesley, 1974.- Computational omplexity. Christos Papadimitriou. Addison Wesley, 1995.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 8- Mahine Models and Simulations. van Emde Boas, P. in Handbook of theoretial om-puter siene, vol A. Elsevier, 1990.- What is a "pointer mahine" ?. M. Ben-Amram. SIGACT News, 26 (1995), 88�95.1.3 TriLe tri d'éléments, pris dans un univers totalement ordonné, est un des problèmes basiqueset essentiels de l'algorithmique. Étant donné une séquene de N éléments le problème estde trier ette séquene, i.e. de trouver la permutation transformant ette séquene en laséquene ordonnée de ses éléments.De très nombreux algorithmes permettent de trier. Il y en a de plus �e�aes� qued'autres. On mesure ette e�aité par le nombre (maximal, moyen, ...) d'opérationsélémentaires utilisées pour trier une suite quelonque de taille N , .a.d. par la omplexitéde l'algorithme onsidéré. L'opération élémentaire pour les tris est la omparaison.Exemples :� tri naïf : omplexité ?� tri par insertion dihotomique : Insérer par dihotomie le (k + 1)-ième élémentdans la liste triée des k premiers éléments. On note C(k) la omplexité dans le pire desas, en anglais on parle de worst ase analysis, de l'insertion du (k + 1)-ième élément.On a
C(0) = 0

C(k) = 1 + C(⌈k − 1

2
⌉) = 1 + C(⌊k

2
⌋)On véri�e par réurrene que

C(k) = ⌈1 + log k⌉en utilisant le fait que pour k > 1
⌈log 2⌊k

2
⌋⌉ = ⌈log k⌉.La omplexité B(N) du tri de N éléments est don

B(N) =

N−1
∑

k=0

C(k) = O(N logN).Attention, ette analyse ne tient pas ompte de la gestion de la mémoire.� tri fusion : On sinde en deux la liste à trier et on trie réursivement haune dessous-listes avant de les fusionner.
CF (N) = CF (⌈N/2⌉) + CF (⌊N/2⌋) +N = O(N logN).� Quiksort (Hoare 1962) : Choisir aléatoirement un pivot dans la liste à trier puissinder en deux la liste suivant les éléments plus petits ou plus grands que le pivot.Trier réursivement haque sous-liste.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 9Il s'agit du tri utilisé par UNIX. Très e�ae en pratique.Analyse dans le as le pire : Chaque lé est hoisie une unique fois omme pivot. Il ya au plus N-1 omparaisons à e�etuer ave un pivot, d'où une omplexité en O(N2).Ce sera le as si les pivots sont pris dans l'ordre roissant des lés.Analyse en moyenne : les lés K1, . . . , KN étant indexées selon leur ordre de grandeur,on note Xi,j la variable aléatoire qui vaut 1 si Ki et Kj sont omparées et 0 sinon. Kiet Kj sont omparées si et seulement si elles n'ont pas été séparées avant que l'une soithoisie omme pivot, .a.d. si et seulement si l'une de es deux lés est hoisie ommepivot en premier parmi les j− i+1 lés omprises (au sens large) entre Ki et Kj. Ceise produit ave une probabilité 2/(j − i+ 1), d'où
E(

∑

i<j

Xi,j) =
∑

i<j

2

j − i+ 1
=

N
∑

j=2

j
∑

k=2

2

k
≤ 2NHN = O(N logN)où HN =

∑N
i=1 1/i est le N-ième nombre harmonique.Voir également pour une preuve, l'analyse en moyenne de la hauteur d'un arbre dereherhe aléatoire.Le tri d'entiers odés en binaire peut utiliser d'autres moyens que la omparaison. Enfaisant des hypothèses sur la taille des nombres à trier, on obtient des omplexités moin-dre. Pour un artile réent sur le sujet, voir :- Integer Sorting in O(n

√
log logn) Expeted Time and Linear Spae. Y. Han and M.Thorup. pp 135 - 144. FOCS 2002, Vanouver, Canada.1.4 Arbres binairesL'ensemble des arbres binaires est dé�ni indutivement par l'équation ensembliste B =

2+(◦,B,B). Dit autrement un arbre binaire est soit l'arbre vide soit obtenu en arohantdeux arbres binaires (sous-arbres gauhe et droit) à une raine. On note sag(B) (resp.
sad(B)) le sous-arbre gauhe (resp. droit) d'un arbre binaire B.Une opération importante sur les arbres binaires est la rotation :

(◦, (◦, b1, b2), b3) 7→ (◦, b1, (◦, b2, b3))Codage informatique : un noeud est représenté par un objet à trois hamps : la lé dunoeud, deux pointeurs sur des noeuds représentants les sous-arbres gauhe et droit.Dé�nitions : Raine, noeud, noeud interne, noeud externe ou feuille, arête, enfant, parent,et...Un arbre binaire omplet est un arbre binaire dont tous les noeuds internes ont deuxenfants. On peut ompléter un arbre binaire quelonque en ajoutant deux (resp. une)feuilles à tous ses noeuds ayant zéro (resp. un) enfant.Propriété : Dans un arbre binaire omplet on a :#{noeuds externes} = #{noeuds internes} + 1.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 10Preuve : Orienter les arêtes des noeuds parents vers les enfants. Le nombre d'arêtessortantes est le double du nombre de noeuds internes, 'est aussi le nombre d'arêtesentrantes qui est le nombre total de noeuds moins 1 (pour la raine). 2On dé�nit réursivement les taille, hauteur, longueurs de heminement interne et externed'un arbre binaire omplet partaille, hauteur, li, le(2) = 0taille(b) = 1 + taille(sag(b)) + taille(sad(b))hauteur(b) = 1 + max{ hauteur(sag(b)), hauteur(sad(b)) }li(b) = taille(b) - 1 + li(sag(b)) + li(sad(b))le(b) = taille(b) + 1 + le(sag(b)) + le(sad(b))On dé�nit également réursivement la profondeur d'un noeud parprofondeur(raine) = 0profondeur(noeud) = 1 + profondeur(parent(noeud))C'est aussi le nombre d'arêtes du hemin simple reliant le noeud à la raine.Dit autrement un arbre binaire a une taille égale à son nombre de noeuds internes,une hauteur égale à la profondeur maximale d'un noeud externe et une longueur deheminement interne (resp. externe) égale à la somme des profondeurs de tous ses noeudsinternes (resp. externes).On véri�e par réurrene que le(b) = li(b) + 2 taille(b).Un arbre binaire omplet est dit parfait si tous ses noeuds externes ont la même pro-fondeur.Propriétés : Dans un arbre binaire parfait, b, de hauteur h on a :taille(b) = h−1
∑

i=0

2i = 2h − 1,le(b) = h2h,li(b) = (h− 2)2h + 2.Propriétés : Le nombre d'arbres binaires à n sommets est le nombre de Catalan Cn =
1

n+1

(

2n
n

).1.5 Borne inférieure pour la omplexité moyenne destrisLes di�érentes omparaisons e�etuées lors du déroulement d'un algorithme déterministede tri sur N lés données s'organisent selon un arbre binaire omplet. Les feuilles de etarbre orrespondent aux N ! permutations possibles des N lés. Le oût maximal (resp.moyen) de et algorithme est la profondeur maximale (resp. moyenne) des feuilles de sonarbre de omparaisons. C'est enore, d'après la setion préédente, la hauteur (resp. lerapport de la le par la taille + 1) de son arbre de omparaisons.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 11Propriété : pour une taille, t, �xée la le d'un arbre binaire omplet est minimisée parl'arbre parfait.Preuve : On note bt l'arbre parfait de taille t et b un arbre quelonque de taille t. Dela formule réursive de la le, on tirele(b) - le(bt) = le(sag(b)) + le(sad(b)) - 2 le(b(t−1)/2)En utilisant l'hypothèse de réurrene le(b) ≥ le(bt) = (t + 1) log(t + 1) aux ordresonvenables on ale(b)− le(bt) ≥ (tg + 1) log(tg + 1) + (td + 1) log(td + 1)− (t + 1) log(t+ 1)ave tg + td = t− 1. On véri�e, en utilisant par exemple la onvexité de x 7→ x log x, quele membre de droite est positif ou nul. La formule étant triviale pour un arbre de taille0, ei permet de on�rmer l'hypothèse de réurrene.De la propriété préédente on déduit que la omplexité moyenne d'un algorithme de triest minorée par N ! log(N !)/N ! = O(N logN) 21.6 Coe�ients du bin�meIl existe une quantité impressionnante de formules à propos de es oe�ients. Elles inter-viennent souvent en ombinatoire, mathématique disrète, géométrie algorithmique, et...dès que l'on herhe à estimer dans un ensemble le nombre de sous-ensembles véri�anttelle ou telle propriété. On pourra onsulter le hapitre 5 deMathématiques onrètes - Fondations pour l'informatique. R.L. Graham, D. E. Knuth,O. Patashnik. Vuibert 2003, 2e édition.Dé�nition 1.1 Un éhantillon de taille k d'un ensemble est un sous-ensemble de ardinal
k. Le nombre d'éhantillons de taille k dans un ensemble de taille n est noté Ck

n (lire�binomiale de n, k�) ou (

n
k

).On note Nn un ensemble à n éléments.1.6.1 Formulaire I - Identités
•

(

n

k

)

=

(

n

n− k

)

.Preuve : L'appliation qui envoie un éhantillon de taille k sur son omplémentaire (detaille n− k) est une bijetion.
• Formule de Pasal (n + 1

k + 1

)

=

(

n

k + 1

)

+

(

n

k

)

.Preuve : Compter séparément les éhantillons ontenant ou non un élément donné.
•

(

n

k

)(

k

p

)

=

(

n

p

)(

n− p

k − p

)

.Preuve : Compter de deux manières di�érentes le nombre d'éhantillons de taille k dans
Nn dont p éléments sont distingués.
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• k

(

n

k

)

= n

(

n− 1

k − 1

) puis, ave la formule de Pasal, ( n

k + 1

)

=
n− k

k + 1

(

n

k

) et
(

n

k

)

=
n

n− k

(

n− 1

k

)On en déduit par réurrene :
•

(

n
k

)

=

k−1
∏

i=0

n− i

k − i
.

• Formule du bin�me (x+ y)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xkyn−k.Preuve : Par réurrene ave la formule de Pasal ou en exprimant omment obtenir lenombre de mon�mes xkyn−k.
•

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n.Preuve : Compter de deux manières di�érentes le nombre total de sous-ensembles de Nn.
•

n
∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

).Preuve : Érire (

n
k

)2
=

(

n
k

)(

n
n−k

) et remarquer que l'ensemble des paires d'éhantillons,
(Ek, E

′
n−k), de taille respetive k et n− k pris dans deux ensembles E et E ′ à n élémentsest en bijetion ave l'ensemble des éhantillons de taille n de E ∪ E ′.

•
n

∑

i=k

(

i

k

)

=

(

n + 1

k + 1

)

.Preuve : Numéroter de 1 à n + 1 les éléments de Nn+1, puis partitionner l'ensemble deses éhantillons de taille k + 1 en fontion de leur plus grand élément.
•

n
∑

i=1

1

i

(

i

k

)

=
1

k

(

n

k

)

.Preuve : Érire 1
i

(

i
k

)

= 1
k

(

i−1
k−1

) et utiliser la formule préédente.
•

n
∑

i=0

i

(

i

k

)

= (k + 1)

(

n + 2

k + 2

)

−
(

n+ 1

k + 1

)

.Preuve : Érire i( i
k

)

= (i+ 1)
(

i
k

)

−
(

i
k

)

= (k + 1)
(

i+1
k+1

)

−
(

i
k

).1.6.2 Formulaire II - Estimations
•

(

n

k

)

≤ nk.Preuve : Il y a moins d'éhantillons de taille k dans Nn que d'appliations de Nk vers Nn.(Érire (n
k

)

=
(

n
n−k

) si k > n/2).
• (

n

k
)k ≤

(

n

k

)

≤ (
en

k
)k (et même k

∑

i=0

(

n

i

)

≤ (
en

k
)k).
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k

)

=
∏k−1

i=0
n−i
k−i

et remarquer que n−i
k−i

≥ n
k
. Pourl'inégalité de droite, érire : ∀x > 0 : exp(nx) ≥ (1 + x)n =

∑n
i=0

(

n
i

)

xi ≥
(

n
k

)

xk. D'où
(

n
k

)

≤ x−k exp(nx) et on onlut en posant x = k/n.
•

(

n

⌊n/2⌋

)

=

(

n

⌈n/2⌉

)

= max
0≤k≤n

(

n

k

).Preuve : De (

n
k

)

= n−k+1
k

(

n
k−1

) on tire (

n
k

)

>
(

n
k−1

) si k ≤ n/2, et on utilise l'égalité
(

n
k

)

=
(

n
n−k

) pour k ≥ n/2.
• 22n

2
√
n
≤

(

2n

n

)

≤ 22n√
2n

.Preuve : ((2n
n

)

)2 = ((2n)!)2

(n!)4
= (1.2...2n)2

(1.2...n)4
= 24n (1.2...2n)2

(2.4...2n)4
= 24n (1.3...(2n−1))2

(2.4...2n)2
. D'où (

(

2n
n

)

)2 =
32

2.4
52

4.6
. . . (2n−1)2

(2n−2)2n
24n

2.2n
≥ 24n

2.2n
, et ((2n

n

)

)2 = 1.3
22

3.5
42
. . . (2n−1)(2n+1)

2n2
24n

2n+1
≤ 24n

2n1.7 Probabilité disrète élémentaireEspae de probabilité, variable aléatoire, indépendane, espérane, inégalité de Markov,probabilité onditionnelle, inégalité de Chebyshev, inégalité de Jensen, distribution géométrique,binomiale. Bornes de Cherno�.Je vais suivre le 'reading assignment' du 'graduate program' de Zurih :http ://www.ti.inf.ethz.h/ew/ourses/RandAlgs00/RandAlgs.htmlAutres référenes :- The probalisti Method. Alon and Spener, John Wiley 2000.- http ://kam.m�.uni.z/∼matousek/letnotes.html- http ://ermis.enp.fr/∼delmas/enseignement.html1.7.1 Dé�nitions et propriétés élémentairesDé�nition 1.2 Un espae de probabilité est un ensemble Ω munit d'une appliation
P : Ω → IR+ telle que ∑

ω∈Ω P (ω) = 1 (lorsque Ω est in�ni ette somme est dé�nieomme le sup. sur les parties �nies). Un élément de Ω est appelé une réalisation et unepartie de Ω est appelée un événement.Dé�nition 1.3 Une variable aléatoire (réelle) est une appliation (à valeurs réelles)dé�nie sur un espae de probabilité.Dé�nition 1.4 Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si
∀x ∈ ImX, ∀y ∈ ImY : P (X = x ∧ Y = y) = P (X = x).P (Y = y)Les n variables aléatoires Xi, i = 1, . . . , n sont mutuellement indépendantes si pour tout

(x1, x2, . . . , xn) ∈ ImX1 × ImX2 × . . .× ImXn :
P (X1 = x1 ∧X2 = x2 ∧ . . . ∧Xn = xn) = P (X1 = x1).P (X2 = x2) . . . P (xn = xn)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 14Plus généralement, les variables aléatoires d'une famille {Xi}i∈I indéxée par un ensembledénombrable I sont mutuellement indépendantes si pour toute partie �nie J ⊂ I lesvariables de la famille {Xj}j∈J sont mutuellement indépendantes.Exerie 1.5 Dé�nir la notion d'indépendane à l'aide des probabilités onditionnelles(f. dé�nition 1.16).Exerie 1.6 Soient deux variables aléatoires indépendantes X : Ω → F et Y : Ω → Get une fontion f : F → H. Montrer que f(X) et Y sont indépendantes.Dé�nition 1.7 L'espérane d'une variable aléatoire X est
E(X) =

∑

x∈ImX

xP (X = x) =
∑

ω∈Ω
X(ω)P (ω)lorsque es sommes existent. Sa variane est

var(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E(X)2.Par la suite on onsidère des variables aléatoires dont l'espérane existe. Le lemme suivantest une appliation direte de la dé�nition de l'espérene (sous sa seonde forme i-dessus).Lemme 1.8 L'espérane est linéaire.Exerie 1.9 Soient une variable aléatoire X : Ω → F et une fontion f : F → IR.Montrer que
E(f(X)) =

∑

x∈ImX

f(x)P (X = x).Le lemme suivant est partiulier aux fontions entières non négatives mais bien utile.Lemme 1.10 Si X est à valeurs naturelles alors
E(X) =

∑

k∈INP (X > k).Preuve : ∑

k∈INP (X > k) =
∑

k∈IN∑

i>k

P (X = i) =
∑

i>0

iP (X = i) = E(X). 2Lemme 1.11 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors
E(XY ) = E(X)E(Y ) et var(X + Y ) = var(X) + var(Y ).
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E(XY ) =

∑

ω∈Ω
X(ω)Y (ω)P (ω) =

∑

x,y∈IR ∑

X(ω)=x∧Y (ω)=y

xyP (ω) =

∑

x,y∈IR xyP (X(ω) = x ∧ Y (ω) = y) =
∑

x,y∈IR xyP (X(ω) = x).P (Y (ω) = y) = E(X)E(Y ).On en déduit l'égalité sur les varianes. 2Lemme 1.12 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire non négative, alors
∀λ > 0 : P (X ≥ λ) ≤ E(X)

λ
.Il y a égalité si et seulement si pour tout ω de probabilité non nulle : X(ω) ∈ {0, λ}.Preuve :

E(X) =
∑

ω∈Ω
X(ω)P (ω) ≥

∑

X(ω)≥λ

X(ω)P (ω) ≥ λP (X ≥ λ).

2Dit autrement, la probabilité qu'une variable aléatoire non négative dépasse un ertainnombre de fois son espérane est majorée par l'inverse de e nombre.Lemme 1.13 (Inégalité de Chebyhev) Soit X une variable aléatoire non négative,alors
∀λ > 0 : P (|X −E(X)| ≥ λ) ≤ var(X)

λ2
.Preuve : Appliquer Markov à (X − E(X))2. 2Lemme 1.14 (Inégalité de Jensen) Soit X une variable aléatoire et f une fontiononvexe, alors

f(E(X)) ≤ E(f(X)).Preuve : Si Ω est �ni ette inégalité traduit simplement le fait que l'image du baryentred'un ensemble �ni de points par une fontion onvexe est majorée par le baryentre desimages de es points. Le as général demande un peu plus de travail. Je note τf (x, y) =
f(x)−f(y)

x−y
le taux d'aroissement de f . Pour tout s ≤ u on a τf (E(X), s) ≤ τf (E(X), u).Soit β = sups<E(X) τf (E(X), s), on véri�e à l'aide de l'inégalité préédente que

∀x, f(x) ≥ f(E(X)) + β(x− E(X)).Dit autrement, le graphe de f est au dessus de sa �tangente� au point (E(X), f(E(X))).En substituant X(ω) à x et en prenant les espéranes des deux membres de l'inégalité onobtient la relation herhée. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 161.7.2 Probabilités onditionnellesDé�nition 1.15 Soit (Ω, P ) un espae de probabilité et soit B ⊂ Ω un événement deprobabilité non nulle. L'espae induit (B,PB) est l'espae de probabilité sur l'ensemble Bave PB(ω) = P (ω)/P (B).Dé�nition 1.16 Soient A et B deux événements ave P (B) > 0, la probabilité ondi-tionnelle de A par rapport à B est dé�nie par
P (A|B) =

P (A ∧ B)

P (B)
.Soient X une variable aléatoire et B un événement de probabilité positive, alors la variablealéatoire X|B est la restrition de X à B dans l'espae induit (B,PB).On véri�e que PB(X|B = x) = P (X = x|B).Exerie 1.17 Soient deux événements B ⊂ A ave P (B) > 0 et X une variable aléa-toire. Montrer que (X|A)|B = X|B.Lemme 1.18 Soient A un événement, X une variables aléatoire, et (Bi)i∈I une familled'événements disjoints dont la réunion est l'espae Ω. En partiulier, ∑i∈I P (Bi) = 1.Alors,

P (A) =
∑

i∈I
P (A|Bi)P (Bi)et

E(X) =
∑

i∈I
E(X|Bi)P (Bi).Preuve : Par dé�nition de la probabilité onditionnelle :

∑

i∈I
P (A|Bi)P (Bi) =

∑

i∈I
P (A ∧Bi)D'où la première égalité par hypothèse sur les Bi. Pour la seonde égalité, on érit :

∑

i∈I
E(X|Bi)P (Bi) =

∑

i∈I

∑

x∈IRxPBi
(X|Bi = x)P (Bi) =

∑

x∈IR∑

i∈I
xP (X = x|Bi)P (Bi)et on termine à l'aide de la première égalité. 2Remarque : Ce lemme est souvent bien pratique pour évaluer une espérane ou uneprobabilité. En e�et, si E(X|Bi) (resp. P (A|Bi)) est onstant ou uniformément bornépar rapport aux Bi alors ette onstante ou borne reste valable inonditionnellement, i.e.pour E(X) (resp. P (A)) : il su�t de mettre en fateur le onstante ou borne dans laseonde égalité et d'utiliser le fait que ∑

i∈I P (Bi) = 1.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 17Exerie 1.19 Si X est une variable aléatoire indépendante de l'événement B (i.e.
PB(X|B = x) = P (X = x)), montrer que E(X|B) = E(X).Exerie 1.20 Soient A1, A2, . . . , An et B des événements. Montrer que

P (
∧

i

Ai|B) =
∏

i

P (Ai|
∧

j>i

Aj ∧B)Exerie 1.21 Soient A un événement et X une variables aléatoire. Montrer une versiononditionnelle du lemme 1.18, i.e.
P (A|B) =

∑

i

P (A|Bi)P (Bi|B)

E(X|B) =
∑

i

E(X|Bi)P (Bi|B)où B est la réunion disjointe des Bi.Exerie 1.22 Soit (Ω, P ) un espae de probabilité, U un ensemble �ni et A : Ω → P(U).Montrer que
E(|A|) =

∑

u∈U
P (u ∈ A)Exerie 1.23 Sous les hypothèses de l'exerie préédent, on onsidère de plus unefamille de variables aléatoires (Xu)u∈U telle que l'espérane onditionnelle E(Xu |u ∈ A )est uniformément bornée par une onstante c. Montrer que

E(
∑

u∈A
Xu) ≤ cE(|A|)où ∑

u∈AXu désigne la variable aléatoire ω 7→ ∑

u∈A(ω)Xu(ω). On notera en partiulierque la linéarité de l'espérane ne peut s'appliquer à une somme portant sur un ensemblequi dépend de la réalisation ω.Montrer par un ontre-exemple que l'inégalité i-dessus est généralement fausse si onsuppose seulement que E(Xu) est uniformément bornée par c.1.7.3 Lois lassiquesDé�nition 1.24 (loi de Bernoulli) Supposons avoir un sa ave une proportion p deboules blanhes et 1−p de boules rouges. Si on tire une boule au hasard dans le sa, alorsla probabilité d'obtenir une boule blanhe est p et la probabilité d'obtenir une boule rougeest 1 − p. On dit que la variable aléatoire valant 1 lorsque la boule tirée est blanhe et 0sinon suit une loi de Bernoulli de paramètre p.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 18Dé�nition 1.25 (loi géométrique) Ave les hypothèses préédentes la probabilité d'obtenirune boule blanhe après i tirages ave remise vaut (1−p)i−1p. Si X est la variable aléatoirevalant le nombre de tirages e�etués avant d'obtenir une boule blanhe alors ette proba-bilité est préisément P (X = i) et on dit que X a une distribution (ou loi) géométriquede paramètre p.On véri�e par alul diret que E(X) = 1/p et var(X) = (1− p)/p2. Si b1 est la ouleurde la première boule tirée, on peut aussi érire E(X) = E(X|b1 = blan)p + E(X|b1 =rouge)(1− p), puis remarquer que (X|b1 = blan) = 1 et que (X|b1 = rouge) = 1 + Y ,où Y est le nombre de tirages e�etués avant d'obtenir une boule blanhe à partir duseond tirage. Évidement, Y a la même distribution que X et on en déduit une équationsimple pour E(X). Un alul similaire permet de aluler 'diretement' var(X).Question : Quel est l'espae de probabilités de X ? Votre modèle entre-t-il dans le adredes probabilités disrètes ? (f. notion de shéma de Bernoulli).Dé�nition 1.26 (loi binomiale) Toujours ave les mêmes hypothèses, on onsidère lavariable aléatoire Y valant le nombre de boules blanhes obtenues après n tirages averemise. On dit que Y suit une distribution binomiale de paramètres n et p. On a laire-ment P (Y = i) =
(

n
i

)

pi(1− p)n−i.Remarque : si Yi est la variable aléatoire (de Bernoulli) qui vaut 1 si le i-éme tirage estune boule blanhe et 0 sinon, alors Y =
∑

1≤i≤n Yi.On en déduit que E(Y ) = ∑

1≤i≤nE(Yi) = np. De plus les Yi étant indépendantes, on a
var(Y ) =

∑

1≤i≤n var(Yi) = np(1− p).Question : Quel est l'espae de probabilité de Y ?Dé�nition 1.27 (loi binomiale négative) Toujours ave les mêmes hypothèses on on-sidère la variable aléatoire Z valant le nombre de tirages néessaires pour obtenir n boulesblanhes. On dit que Z a une distribution binomiale négative de paramètres n et p. Ona P (Z = i) =
(

i−1
n−1

)

pn(1− p)i−n.Remarque : si Zi est la variable aléatoire qui vaut le nombre de tirages entre les tirages des
i-ème et (i+ 1)-ème boules blanhes, alors Z =

∑

0≤i≤n−1 Zi. Les Zi sont indépendanteset suivent une distribution géométrique de paramètre p.On en déduit que E(Z) = ∑

0≤i≤n−1E(Zi) =
n
p
. (On peut aussi faire un alul diret enutilisant le fait que ∑

i

(

i+n
n

)

(1 − p)i = 1
n!

∑

i(i + n) . . . (i + 1)(1− p)i = 1
n!
(−1)n(1

p
)(n) =

n!
pn+1 ). On a également var(Z) = ∑

0≤i≤n−1 var(Zi) =
n(1−p)

p2
.

1.7.4 Tehnique de Cherno�Soit X une variable aléatoire égale à la somme ∑

1≤i≤nXi de n variables aléatoires in-dépendantes et de lois identiques (i.i.d). La tehnique de Cherno� [Che52℄ permet en



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 19général de trouver de bons majorants pour P (X ≥ x) où x est hoisit omme un éart àla valeur moyenne E(X) de X . Pour ela on onsidère un réel λ > 0 et on érit
P (X ≥ x) = P (eλX ≥ eλx) ≤ E(eλX)/eλx =

∏

1≤i≤n

E(eλXi)/eλx = E(eλX1)n/eλx.La première inégalité est elle de Markov, la seonde égalité provient de l'indépendanedes variables et la dernière de l'identité des lois des Xi. Il reste à hoisir onvenablement
λ pour obtenir une bonne majoration.Exemples d'appliation de la tehnique de Cherno�.Lemme 1.28 Soit une variable aléatoire X =

∑

1≤i≤nXi où les Xi sont mutuellementindépendantes à valeurs dans {−1, 1} ave P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1/2. Alors
∀x > 0 : P (X ≥ x) < exp(−x2/(2n))Preuve : Par la tehnique de Cherno� on a pour tout λ > 0 : P (X ≥ x) ≤ E(eλX1)n/eλx =

(coshλ)n/eλx. En développant cosh en série entière on véri�e que coshλ < eλ
2/2, d'où

P (X ≥ x) < enλ
2/2−λx. On obtient le résultat en hoisissant λ = x/n. 2Lemme 1.29 Soit une variable aléatoire X de loi binomiale négative de paramètres n et

1/2. Alors
∀x ≥ 3 : P (X ≥ (2 + x)n) < exp(−nx/4)Preuve : Notons que E(X) = 2n. Par la tehnique de Cherno� on a pour tout λ > 0 :

P (X ≥ (2 + x)n) ≤ E(eλX1)n/eλ(2+x)n où X1 suit une loi géométrique de paramètre 1/2.Or
E(eλX1) =

∞
∑

i=1

eλi/2i =
eλ

2− eλ
.Cette dernière égalité supposant eλ < 2. On a dans e as P (X ≥ (2+x)n) ≤ ( e

−λ(1+x)

2−eλ
)n.On hoisit λ tel que eλ = 1+ x

2+x
(don eλ < 2), d'où, en utilisant l'inégalité 1− u < e−upour u > 0 :

e−λ(1+x)

2− eλ
= (1− x

2 + 2x
)1+x(1 + x/2) < e−

x
2+2x

(1+x)(1 + x/2) = e−x/2(1 + x/2)Or pour x ≥ 3 on véri�e que 1 + x/2 < ex/4, e qui permet de onlure. 2Référenes :- Computational Geometry. An Introdution Trough Randomized Algorithms. K. Mul-muley, Prentie Hall, 1994.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 201.8 Exemples d'appliations de la méthode probabiliste1.8.1 Analyse arrièreOn munit l'ensemble des permutations de [1,n℄ de la distribution uniforme. On onsidèrela variable aléatoireX omptant le nombre de minima suessifs en lisant une permutation
(a1, . . . , an) de gauhe à droite.

X = |{i ∈ [1, n] | ai = min{a1, . . . , ai}}|On onsidère également la variable aléatoire Xi valant 1 si ai est un minimum et 0 sinon.Alors X =
∑

1≤i≤nXi. Pour aluler P (Xi = 1), i.e. P (ai = min{a1, . . . , ai}), on �xe
ai+1, . . . , an, d'où le nom d'analyse arrière. On remarque alors que

P (Xi = 1 | ai+1, . . . , an �xés) = 1/id'où P (Xi = 1) = 1/i (f. lemme 1.18).On en déduit E(X) =
∑

1≤i≤n 1/i = Hn.1.8.2 Nombres harmoniquesOn véri�e que ∀n ≥ 1 ln(n + 1) ≤ Hn ≤ 1 + lnn.1.8.3 Ensembles indépendantsUn sous-ensemble de sommets d'un graphe est indépendant si le graphe induit sur essommets ne ontient pas d'arête.Théorème 1.30 Tout graphe G à n sommets et m arêtes ontient un sous-ensemble desommets indépendants de taille au moins ⌊n/√m⌋.Preuve : On regarde la probabilité pour qu'un sous-ensemble de k sommets soit in-dépendant. On pose que haque éhantillon de taille k est équiprobable. Une arête de Grelie deux sommets d'un éhantillon de taille k ave la probabilité
(

n−2
k−2

)

(

n
k

) =
k(k − 1)

n(n− 1)puisqu'il y a (

n−2
k−2

) éhantillons ontenant les extrémités de l'arête. Un sous-ensemble de
k sommets n'est pas indépendant si et seulement si au moins une des m arêtes de Grelie deux de ses sommets. La probabilité de et événement est majorée par m k(k−1)

n(n−1)
.Par onséquent un éhantillon est indépendant ave probabilité au moins 1−m k(k−1)

n(n−1)
. Siette valeur est positive il y a néessairement (au moins) un sous-ensemble de k sommetsindépendants, e qui est le as si k = ⌊n/√m⌋. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 21On peut obtenir une autre minoration :Théorème 1.31 (Túran) Tout graphe G à n sommets et m arêtes ontient un sous-ensemble de sommets indépendants de taille αG au moins égale à n2/(2m+ n).Preuve : On numérote les sommets de 1 à n et on assoie à toute permutation π de
[1, n] l'ensemble, Eπ, des sommets u de G tels que π(u) > π(v) pour tous les voisins vde u. On voit que Eπ est un ensemble de sommets indépendants dans G. L'espérane dela taille de Eπ est don un minorant pour αG. La probabilité que le sommet i soit dans
Eπ est la probabilité que π(i) = max{π(j) | j = i ou j est voisin de i}. Si di est le degréde i dans G alors, en posant toutes les permutations équiprobables, la probabilité de etévénement est 1/(di + 1). Par onséquent

E(|Eπ|) =
n

∑

i=1

1

di + 1Le théorème se déduit de la relation sommets/arêtes et du fait que la moyenne arithmé-tique majore la moyenne harmonique. 21.8.4 Arbre binaire de reherhe aléatoireUn arbre binaire de reherhe aléatoire est obtenu en insérant les valeurs suessives d'unepermutation aléatoire dans un arbre binaire de reherhe vide au départ. On s'intéresseà la hauteur moyenne d'un arbre de reherhe aléatoireOn onsidère la variable aléatoire Y (i)
n valant la profondeur de la lé de rang i (i.e. de i sion prend [1, n] pour l'ensemble des lés) dans un arbre de reherhe aléatoire sur n lés.Si Yn est la variable aléatoire valant la hauteur d'un arbre de reherhe aléatoire alors

Yn = max{Y (1)
n , . . . , Y

(n)
n }.En utilisant l'inégalité de Jensen on peut érire

E(Yn) ≤ logE(2Yn) = logE(2max{Y (1)
n ,...,Y

(n)
n }) < logE(

∑i est une feuille2Y (i)
n ).On pose Zn =

∑i est une feuille 2Y (i)
n , alors

E(Zn) =
1

n

∑

1≤i≤n

E(Zn|raine a rang i) = 2

n

∑

1≤i≤n

(E(Zi−1) + E(Zn−i)).En posant zn = E(Zn), on a z0 = 0, z1 = 1 et
zn =

4

n

∑

1≤i≤n−1

zi.Par onséquent on a pour n ≥ 3, nzn − (n− 1)zn−1 = 4zn−1. D'où
zn

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)
=

zn−1

(n+ 2)(n+ 1)n
= . . . =

1

30On en déduit zn = O(n3) puis E(Yn) = O(logn).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 22Théorème 1.32 La hauteur moyenne d'un arbre de reherhe aléatoire sur n lés est un
O(logn).1.8.5 Ehantillonnage aléatoireÉtant donné un ensemble E à n éléments, un r-éhantillon aléatoire de E est un sous-(multi-)ensemble à r éléments de E tiré selon une ertaine distribution. Les distributionsles plus ourantes sont les suivantes.� Loi uniforme : On munit l'ensemble des sous-ensembles de taille r de E, noté (E

r

) dela loi uniforme. Chaque r-éhantillon a don la même probabilité d'ourene.� Tirage ave remise : On munit E de la loi uniforme. Un r-éhantillon est alors unéhantillon de Er munit de la loi produit. Dit autrement on obtient un r-éhantillon entirant au hasard de manière indépendante r fois un élément de E. Un même élémentpeut don se retrouver plusieurs fois dans un r-éhantillon.� Éhantillonage de Bernoulli : Chaque élément de E est tiré indépendamment aveune (loi de Bernoulli de) probabilité r/n. Un r-éhantillon a don r éléments en moyennemais peut posséder plus ou moins d'éléments.Exerie 1.33 Expliiter pour haune des trois lois préédentes la probabilité d'our-rene d'un éhantillon donné. Véri�er que la somme des probabilités sur l'ensemble des�éhantillons� vaut 1.Ces trois distributions donnent des résultats asymptotiques semblables dans la pratiquepour les aluls de omplexité en moyenne. L'utilisation de l'une ou l'autre des distri-butions se justi�e souvent par la ommodité des aluls (voir Mulmuley [Mul94, hap.5℄).1.9 Master theoremThéorème 1.34 Soit la relation de réurrene sur IN∗

T (n) = aT (n/b) + f(n)ave a ≥ 1, b > 1. Ii T (n/b) peut désigner T (⌊n/b⌋) ou T (⌈n/b⌉). Alors
T (n) =















Θ(nlogb a) si f(n) = O(nlogb a−ǫ) pour un ertain ǫ > 0
Θ(f(n)) si f(n) = Ω(nlogb a+ǫ) et af(n/b) ≤ cf(n)pour c < 1 et pour n assez grand
Θ(nlogb a log n) si f(n) = Θ(nlogb a).

(1.1)Preuve : Voir par exemple [CLRS02, se. 4.3℄ pour une preuve pas à pas. Sinon, enposant U(n) = T (bn)/an on obtient U(n) = U(n − 1) + f(bn)/an. D'où U(n) = U(0) +
∑

1≤i≤n f(b
i)/ai. Notons que U(0) = T (1). On obtient assez simplement

∑

1≤i≤n

f(bi)/ai =







Θ(1) si f(n) = O(nlogb a−ǫ) pour un ǫ > 0
Θ(f(bn)/an) si af(n/b) ≤ cf(n) pour c < 1 et n assez grand
Θ(n) si f(n) = Θ(nlogb a).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 23On en déduit U(n) = O(1) dans le premier as, U(n) = Θ(f(bn)/an) dans le seond asompte tenu de f(n) = Ω(nlogb a+ǫ), et U(n) = Θ(n) dans le dernier as. 2



Chapitre 2Graphes planairesLes graphes planaires apparaissent sous la forme de réseaux routiers, de frontières dans lesartes géographiques, de iruits imprimés ou enore dans un adre plus théorique, ommeles graphes sommets/arêtes (1-squelettes) des 3-polytopes. La plupart des propriétés desgraphes planaires font appel de manière plus ou moins expliite au fameux théorème deJordan.Sauf avis ontraire, on onsidère dans e hapitre des graphes simples, i.e. sans arêtemultiple ni boule.2.1 PlongementsDé�nition 2.1 Un plongement d'un graphe G = (S,A) dans un espae X est la donnéed'une injetion S →֒ X et pour haque arête a ∈ A, d'un plongement pa : [0, 1] → X dontles extrémités oïnident ave l'injetion de elles de a, de sorte que les plongements dedeux arêtes ne s'intersetent qu'en leurs extrémités ommunes, le as éhéant. On appellear le plongement d'une arête.Dé�nition 2.2 Un graphe est planaire s'il peut être plongé dans le plan. Un grapheplan est un graphe plongé dans le plan. Dit autrement un graphe plan est un plongementpartiulier d'un graphe planaire. Un plongement d'un graphe dont tous les ars sont polyg-onaux est dit polygonal - ou PL (pour pieewise linear). Une fae d'un graphe plan estune omposante onnexe du omplémentaire du plongement du graphe dans le plan.Par la suite on utilisera la même notation pour un graphe plan et son plongement. Ainsi,si s est un sommet du graphe plan G, alors G− s désignera soit le graphe G privé de s etdes arêtes inidentes à s, soit son plongement, i.e. le plongement de G privé de s et desars orrespondant aux arêtes inidentes à s.Lemme 2.3 Un ouvert de IR2 onnexe (par ars) est onnexe par ars polygonaux sim-ples. 24



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 25Preuve : Soit γ : p ; q un hemin dans un ouvert Ω onnexe. Considérer le sup des
t ∈ [0, 1] tels qu'il existe un hemin polygonal simple reliant x à γ(t) dans Ω. Montrerque e nombre vaut néessairement 1. 2Lemme 2.4 Tout graphe planaire admet un plongement polygonal.Preuve : Considérons un plongement d'un graphe planaire. On hoisit pour haquesommet p du plongement un disque Dp de entre p de sorte que Dp n'intersete queles ars inidents à p et que deux tels disques Dp et Dq soient disjoints. Pour haquear joignant p à q, on onsidère une omposante Cp,q de et ar joignant Dp à Dq. Ononsidère maintenant le sous-ensemble du plan formé des disques Dp et des ars Cp,q. Parle lemme préédent, Cp,q peut être remplaé par un ar polygonal dans le plan privé desautres ars et des disques Dr pour r 6= p, q. On peut ensuite extraire de et ar polygonalun sous ar C ′

p,q joignant Dp à Dq sans renontrer l'intérieur de es disques. Finalement,en prolongeant tous les ars polygonaux C ′
p,q ainsi obtenus par des segments de droitesjoignant les entres des disques Dp et Dq, on obtient un plongement polygonal. 22.2 Le théorème de JordanLe théorème de Jordan (du mathématiien français Camille Jordan. 1838 - 1922) établitqu'une ourbe fermée simple du plan sépare le plan en deux omposantes bordées parette ourbe. Ce résultat évident en apparene est singulièrement di�ile à montrer. Lapreuve qui suit est tirée deA Proof of the Jordan Curve Theorem. Helge Tverberg. Bull. London Math. So. 12(1980),pp. 34-38.Elle onsiste à montrer e théorème pour les ourbes polygonales et à l'attendre auxourbes ontinues par un proessus de passage à la limite.Une autre preuve a été donnée par Thomassen dans The Jordan-Shön�ies Theorem andthe lassi�ation of surfaes. Carsten Thomassen. Amerian Mathematial Monthly. Feb1992. pp 116-129.également reprise dansGraphs on Surfaes. Bojan Mohar et Carsten Thomassen. Johns Hopkins university Press,2001.Comme hez Tverberg, Thomassen ommene par traiter le as des ourbes polygonales.Le as général est ramené (de manière élégante en e qui onerne la non-onnexité duomplémentaire d'une ourbe) à la non-planarité de K3,3.Ces preuves font appel à un minimum de topologie et se limitent plus ou moins auximpliations lassiques de la ompaité pour les appliations ontinues. Les preuves sontde e fait relativement aessibles bien qu'assez fastidieuses. On trouvera ependant dansles livres de topologie algébriques des preuves plus ourtes et plus générales (où l'on traitedes injetions d'une (n-1)-sphère dans une n-sphère) faisant appel aux suites de Mayer-Vietoris pour le alul de l'homologie des espaes en jeu. Voir par exempleElements of Algebrai Topology. James Munkres. Perseus Books, 1984.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 26Le as plus restreint des ourbes di�érentiables est traité dansGéométrie di�érentielle : variétés, ourbes et surfaes. Marel Berger et Bernard Gosti-aux. PUF mathématiques, 1987.Théorème 2.5 (Jordan - version polygonale) Soit C une ourbe polygonale ferméesimple. Alors IR2 \ C a deux omposantes, l'une bornée, l'autre non-bornée, toutes deuxbordées par C.Preuve : Notons tout d'abord que C étant ompat IR2 \ C a exatement une om-posante non bornée. Soit une diretion ~d transverse aux segments de C que l'on appelleradiretion horizontale. On onsidère les segments de C semi-ouverts supérieurement (s.o.s),i.e. privés de leur sommet supérieur. On note π(z) la parité du nombre de segments s.o.sde C oupés par la demi-droite horizontale (z, ~d). On véri�e que π est loalement on-stante dans IR2 \C (regarder les arêtes qui oupent une petite bande horizontale entréeautour de z). Don π est onstante sur haque omposante de IR2\C. De plus, π prend desvaleurs distintes de haque �té d'un segment de C. Il suit que IR2 \C a au moins deuxomposantes. Soit VC un voisinage tubulaire de C, et soit D un petit disque intersetant
C en un segment, de sorte que D est oupé par C en exatement deux omposantes.Considérons alors un point p de IR2 \ C. Il existe un hemin dans IR2 \ C joignant p à
VC (exemple : un segment de droite). En prolongeant e hemin dans IR2 \ C on peuts'arranger pour qu'il joigne D en restant dans IR2 \ C. Il suit que p est dans la mêmeomposante que l'une des deux omposantes de D \ C. Dit autrement, IR2 \ C a au plusdeux omposantes et don exatement deux omposantes. Par ailleurs les arguments quipréédent montrent également que tout point de C est adhérent aux deux omposantesde IR2 \ C. 2Avant de passer à la version générale du théorème, voii quelques appliations.Corollaire 2.6 (Lemme du θ) Soient C1, C2, C3 trois ourbes polygonales simples (nonfermées) ayant en ommun leurs extrémités p et q. Alors le graphe G = C1 ∪ C2 ∪ C3 apréisément 3 faes respetivement bordées par C1 ∪ C2, C2 ∪ C3 et C3 ∪ C1.Preuve : Par la version polygonale du théorème de Jordan, les trois ourbes ferméessimples Gk = Ci ∪ Cj, {i, j, k} = {1, 2, 3}, séparent le plan en deux omposantes etbordent es mêmes omposantes. On note Xk (resp. Yk) la fae bornée (resp. non-bornée)de Gk. On note également ◦

Ci= Ci \ {p, q} l'intérieur relatif de Ci.Remarquons qu'une ourbe polygonale simple (ii privée de ses extrémités) ne peut sé-parer un ouvert onnexe en plus de deux omposantes (f. la preuve du théorème deJordan polygonal). Comme ◦
C3 est inlus dans l'une des faes de G3 on en déduit que

G = G3∪
◦
C3 a au plus trois faes.Par ailleurs on a ◦

Ci⊂ Xi pour au moins un indie i ∈ {1, 2, 3}. Dans le as ontraire ona Ci ⊂ ∁Xi et don Gi ⊂ G ⊂ ∁Xi, d'où Xi ⊂ ∁G ⊂ ∁Gi. Dit autrement Xi est unefae de G. Comme les Xi sont distints (Ci ⊂ X̄j mais ◦
Ci 6⊂ X̄i) on en onlut que G a



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 27au moins trois faes bornées et don au moins quatre faes e qui ontredit la remarquepréédente. On supposera par la suite ◦
C3⊂ X3.De G = G1 ∪ G2 on tire que toute fae de G est une omposante de l'intersetion d'unefae de G1 ave une fae de G2. De G3 ⊂ G ⊂ ∁Y3 on tire que Y3 est une fae de G.Comme Y3 est non bornée on a Y3 ⊂ Y1 ∩ Y2.Comme C1 ⊂ Ȳ3 ⊂ Ȳ1 = ∁X1, on a en fait G1 ⊂ G ⊂ ∁X1 et don X1 est une fae de G.De même X2 est une fae de G. Or, Y3 qui est non bornée est distinte des deux faesbornées X1 et X2, elles mêmes distintes (C1 borde X2 mais pas X1). On onlut que Y3,

X1 et X2 sont les trois faes de G. 2Dé�nition 2.7 Un graphe G est 2-onnexe s'il a trois sommets au moins et si pourhaun de ses sommets, s, le graphe G− s est onnexe.Proposition 2.8 Toute fae d'un graphe plan polygonal 2-onnexe est bordée par unyle de e graphe. De plus tout ar du graphe est inident (i.e. adhérent) a exatementdeux faes.Preuve : Soit G un tel graphe. On raisonne par réurrene sur ∑

s∈S(G)(d(s) − 2). Siette somme est nulle alors G est un yle et on peut appliquer le théorème de Jordan.Sinon, on onsidère une haîne maximale P dans G dont les sommets intérieurs sontde degré 2. On véri�e que G − P est 2-onnexe et on peut lui appliquer l'hypothèse deréurrene, puisque la somme i-dessus diminue. Il suit que P est ontenue dans une faede G−P qui est bordée par un yle de G−P . On applique alors le lemme du θ à l'unionde e yle et de P pour onlure. 2Lemme 2.9 Soit G un graphe plan polygonal, s un sommet de degré un de G et a l'arêteinidente à s. Alors G a le même nombre de faes que G− s.Preuve : Comme G− s est inlus dans G, toute fae de G est inluse dans une fae de
G− s. Soient f1 et f2 deux faes de G inluses dans une même fae de G− s et soient p1et p2 deux points respetivement intérieurs à f1 et f2. Alors il existe un hemin polygonal
P joignant p1 et p2 dont l'intersetion ave G est inluse dans l'ar semi-ouvert a∪ s. Enonsidérant un petit voisinage tubulaire de a ∪ s, on peut modi�er P en ontournant ade manière à éviter G, e qui montre que f1 = f2. 2Théorème 2.10 (Relation d'Euler) Les nombres F , A et S de faes, arêtes et som-mets d'un graphe plan polygonal onnexe véri�ent la relation, dite d'Euler (1707-1783),

F − A+ S = 2Preuve : Par réurrene sur A. Si A est nul (et don S = 1) la relation est trivialementvraie. Soit G un graphe ave A > 0 arêtes. Si G ontient un sommet s de degré un, alorspar le lemme 2.9, G− s a F faes et l'hypothèse de réurrene appliquée à G− s permetde on�rmer la relation d'Euler pour G. Sinon G ontient un yle simple C. Soit a une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 28arête de C. Montrons que G− a a une fae de moins que G e qui permettra de onlureave l'hypothèse de réurrene. D'après la version polygonale du théorème de Jordan, Csépare le plan en deux régions bordées par C. Comme G est la réunion de C et G − a,toute fae de G est inluse dans l'intersetion d'une fae de C et d'une fae de G − a.L'ar a est inlus dans une unique fae de G− a, disons f . Toute fae de G− a distintede f ne renontre pas C et est don une fae de G. Comme f intersete les deux faes de
C, on en déduit que G a au moins une fae de plus que G − a. Mais en onsidérant unvoisinage tubulaire de a dans f , on montre par un raisonnement déjà vu que f − a a auplus deux omposantes. Don G a au plus une fae de plus que G − a. Finalement G aexatement une fae de plus que G− a. 2Pour une série de preuves plus ou moins formelles de ette fameuse formule on pourraonsulter la page :http ://www.is.ui.edu/∼eppstein/junkyard/euler/extraite du par ailleurs très intéressant site : �The Geometry Junkyard� maintenu parDavid Eppstein.Un élèbre asse-tête, parfois présenté omme le problème de l'eau du gaz et de l'életri-ité [BLW98, p.142℄, demande de dessiner dans le plan 3 maisons et 3 distributeurs pourl'eau, gaz et de l'életriité et de relier haque maison à haque distributeur sans que lesliens ne se oupent. Le théorème suivant a�rme que 'est impossible.Théorème 2.11 Le graphe omplet K5 et le graphe bipartite omplet K3,3 ne sont pasplanaires.Preuve : Supposons K3,3 planaire. Par le lemme 2.4, on peut lui appliquer la relationd'Euler, e qui fournit F = 5. Par ailleurs toute fae d'un plongement de K3,3 est bor-dée par un yle (f. proposition 2.8) de K3,3 ayant au moins 4 arêtes (tout yle d'ungraphe bipartite est de longueur paire !). Par la relation d'inidene fae/arête (f. propo-sition 2.8) on en déduit 4F ≤ 2A. Une ontradition.Le as de K5 se traite de manière similaire. 2Passons maintenant au théorème de Jordan dans sa version générale (plane).Théorème 2.12 (Jordan) Soit C une ourbe fermée simple, i.e. l'image injetive parune appliation ontinue du erle unité S1 dans le plan. Alors IR2\C a deux omposantes,l'une bornée, l'autre non-bornée, toutes deux bordées par C.Preuve : Je donne sans entrer dans tous les détails la preuve de Tverberg (1980).Tout d'abord C peut être approximée d'aussi près que l'on veut par une ourbe polygo-nale. Dit autrement, pour tout ǫ positif on peut trouver un polygone de Jordan (= uneourbe polygonale simple fermée) C ′ tel que

|C − C ′| = sup
x∈S1

|C(x)− C ′(x)| < ǫ.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 29La preuve onsiste à ouvrir le plan d'une grille à mailles arrées de �té δ (dé�ni plusloin). On pose C0 = C et on onsidère un à un les arrés de la grille traversés par C (ilssont en nombre �ni). Pour haque tel arré Mi, on remplae l'image par Ci du plus petitar de S1 ontenant C−1
i (Mi) par le segment de droite joignant ses extrémités, obtenantainsi Ci+1. Cn, où n est le nombre de arrés traversés, est la ourbe C ′ herhée. Pourdé�nir δ on hoisit tout d'abord ǫ1 tel que

|x− y| < ǫ1 =⇒ |C(x)− C(y)| < ǫ/2,puis ǫ2 tel que
|C(x)− C(y)| < ǫ2 =⇒ |x− y| < min(ǫ1,

√
3).L'existene de ǫ1 déoule de l'uniforme ontinuité de C sur le ompat S1. Celle de ǫ2 del'uniforme ontinuité de C−1, inverse d'une bijetion ontinue sur le ompat C(S1). Onpose alors δ = min(ǫ/2, ǫ2). Il reste à véri�er que Cn ainsi onstruit onvient. (La solutionest dans l'artile de Tverberg).Un premier lemme : Si C ′ est un polygone de Jordan, alors la omposante bornée de IR2\C ′ontient un disque touhant C ′ en deux points C ′(x) et C ′(y) tels que |x− y| >

√
3.Pour la preuve, on onsidère un disque D omme dans le lemme ave |x− y| maximal. Si

|x − y| <
√
3 alors tout point z sur le plus grand ar A de S1 joignant x et y est à unedistane de x ou de y supérieure à elle de x à y. On en déduit par l'hypothèse sur x et

y que, en dehors de ses extrémités, C ′(A) ne touhe pas le bord de D. Une onstrutionsimple, dépendant du fait que D est tangent ou non en C ′(x) et C ′(y), permet alors deremplaer D par un disque D′ touhant C ′ en C ′(x′) et C ′(y′) tels que |x′ − y′| > |x− y|,ontredisant ainsi l'hypothèse sur x et y. (voir les détails dans l'artile de Tverberg).Un seond lemme : Soit C ′ un polygone de Jordan, et deux points a et b dans la mêmeomposante de IR2 \ C ′. Si la distane de a et de b à C ′ est supérieure ou égale à 1, et siauune orde de C ′ de longueur inférieure à 2, ne sépare a de b, alors il existe un heminontinue Π de a à b tel que d(Π, C ′) ≥ 1.On ommene par remarquer que l'impliation du lemme est en fait une équivalene. Ilsuit que si a et b sont reliés à a′ et b′ par des hemins distants d'au moins 1 de C ′, alorsles hypothèses sur a et b sont valides pour a′ et b′. On peut don supposer que a et b sontà distane exatement 1 de C ′. On onsidère le disque de rayon 1 entré en a et l'idée estde dé�nir Π omme le lieu du entre de e disque roulant le long de C ′ jusqu'à atteindre
b. Comme e disque doit rester intérieur à C ′, il devra possiblement ourt-iruiter desars de C ′ et il s'agit de montrer qu'on peut malgré tout atteindre b dans tous les as. Onutilisera pour ela l'hypothèse sur les ordes. (voir les détails dans l'artile de Tverberg).Terminons par la preuve du théorème.Premièrement, IR2 \ C a au moins deux omposantes :Montrons qu'en plus d'une omposante non bornée, il en existe une bornée. On onsidèrepour ela un disqueD0 ontenant C, et une suite (Cn)n>0 de polygones de Jordan ontenusdans D0 et onvergeant vers C. Par le premier lemme, haque Cn ontient un disque Dntouhant Cn en deux points Cn(xn) et Cn(yn) tels que |xn − yn| >

√
3. Soit zn le entrede Dn, et soit z la limite d'une sous-suite onvergente de (zn). On va montrer que z nepeut être dans la omposante non bornée de IR2 \C en se ramenant au as des polygones



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 30de Jordan, déjà traité. Par ompaité, |C(xn) − C(yn)| est borné inférieurement. Paronvergene, il en est de même de |Cn(xn)−Cn(yn)|. Ce qui implique la même hose pourle rayon de Dn et don pour d(zn, Cn). Comme zn → z, z est dans Dn pour n assez grandet don intérieur à Cn. Si z était hors de D0, alors on pourrait trouver un hemin Π lereliant à un point hors de D0. Par ompaité, d(Π, C) > 0, don d(Π, Cn) > 0 pour nassez grand. Don z est hors de Cn, une ontradition.Deuxièmement, IR2 \ C a au plus deux omposantes :Soient p, q et r trois points de IR2 \ C. On veut montrer que deux de es points sontnéessairement dans une même omposante. On onsidère à nouveau une suite (Cn)n>0de polygones de Jordan onvergeant vers C. Pour n assez grand p, q et r sont dans IR2\Cn(i.e. à une distane non nulle de Cn). Quitte à prendre une sous-suite on peut supposerque p et q sont dans une même omposante de IR2 \Cn. Si pour une in�nité de n, p peutêtre relié à q dans IR2 \Cn par un hemin Πn tel que d(Πn, Cn) est borné inférieurement,alors il en sera de même pour d(Πn, C) à partir d'un ertain rang, e qui montre que p et
q sont dans une même omposante de IR2\C. Sinon, par le seond lemme on peut trouverune suite de segments [Cn(xn), Cn(yn)] séparant p et q dans IR2 \Cn, et dont la longueurtend vers 0. On en déduit que |C(xn) − C(yn)| tend vers 0 et don que |xn − yn| tendvers 0, par ontinuité uniforme de C−1. Mais alors la plus petite des deux omposantesde IR2 \ Cn ∪ [Cn(xn), Cn(yn)] onverge vers un point, impliquant que p ou q est sur Cn,une ontradition. 2On a outume d'appeler une ourber fermée simple du plan, un ourbe de Jordan. Notonsqu'en modi�ant le deuxièmement de la preuve, on montre sans trop de di�ultés queThéorème 2.13 Un ar simple du plan (i.e. l'image ontinue injetive du segment [0, 1])ne sépare pas le plan.Une version plus forte du théorème de Jordan stipule que l'intérieur d'une ourbe deJordan est un disque topologique :Théorème 2.14 (de Jordan-Shön�ies) Tout homéomorphisme entre deux ourbes deJordan s'étend au plan tout entier.Une preuve est donnée dansThe Jordan-Shön�ies Theorem and the lassi�ation of surfaes. Carsten Thomassen.Amerian Mathematial Monthly. Feb 1992. pp 116-129.Sans entrer dans les détails, Thomassen ommene par onsidérer une famille dénom-brable de points qui soit dense dans la première ourbe, disons C, et qui puissent êtrejoint à tout point de l'intérieur de C par un hemin polygonal. Il onsidère égalementune famille dénombrable de points qui soit dense dans l'intérieur de C. On peut alorsen déduire une suite où haque point de es deux familles apparaît une in�nité de fois.On onstruit alors réursivement un homéomorphisme entre l'union de C et des n pre-miers points de la suite (plus d'autres points autour) et l'union de la seonde ourbe,que l'on peut supposer polygonale, et de n points (plus d'autres points autour) qui vont



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 31également remplir l'intérieur de ette ourbe polygonale. On obtient à la limite une ap-pliation dé�nie sur C et la suite de points. On montre que ette appliation se prolongesur l'adhérene de l'intérieur de C en un homéomorphisme. Pour dé�nir un homéomor-phisme sur le plan tout entier, on ommene par entourer les deux ourbes d'un grandarré, T , que l'on relie aux deux ourbes, e qui permet d'étendre l'homéomorphismesur es ourbes, en prenant l'identité sur T . La méthode préédente permet d'étendreet homéomorphisme sur l'intérieur de T que l'on prolonge �nalement par l'identité endehors de T .À l'aide de e théorème on montre un analogue général au lemme du thêta et à la relationd'Euler.2.3 Graphes interditsUn des résultats les plus élèbres sur la planarité est la réiproque du théorème 2.11due au mathématiien Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980), stipulant qu'un graphe ne�ontenant� ni K5 ni K3,3 est planaire. Les graphes K5 et K3,3 sont ainsi appelés graphesinterdits ou graphes de Kuratowski. De manière plus générale on montre que pour haquesurfae de genre g il existe un nombre �ni de graphes interdits empêhant un graphequelonque d'être plongé sur ette surfae.Théorème 2.15 (de Kuratowski) Un graphe est planaire si et seulement s'il ne on-tient pas de subdivision de K5 ou de K3,3 omme sous-graphe.La preuve qui suit, tirée deGraphs on Surfaes. Bojan Mohar et Carsten Thomassen. Johns Hopkins university Press,2001.repose sur trois lemmes, par ailleurs intéressants en eux-mêmes.Rappelons qu'un graphe est 3-onnexe s'il a au moins 4 sommets et si la suppression de2 sommets quelonques ne le déonnete pas. Par la aratérisation lassique de Menger,un graphe est 3-onnexe si et seulement si toute paire de sommets peut être relié par troishemins disjoints en dehors de leurs extrémités.Lemme 2.16 Soit G un graphe 3-onnexe ayant au moins 5 sommets. Alors G admet unearête e telle que G//e (i.e. la suppression de e, suivie de l'identi�ation des extrémitésde e, suivie de la fusion des éventuelles arêtes multiples en arêtes simples de mêmesextrémités) est 3-onnexe.Preuve : Supposons par l'absurde que pour toute arête e = xy de G, G//e n'est pas3-onnexe. Alors il existe z, t ∈ S(G//e) (les sommets de G//e) qui déonnetent G//e,où t résulte néessairement de l'identi�ation de x et y. Dit autrement, pour toute arête
e = xy, il existe z ∈ S(G) tel que G − {x, y, z} n'est pas onnexe. On hoisit e et zde sorte que la plus grande (en nombre de sommets) des omposantes de G − {x, y, z}soit maximale. Soit H ette omposante et soit u adjaent à z dans une omposante de
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G−{x, y, z} autre que H . D'après e qui préède, il existe v ∈ S(G) tel que G−{z, u, v}ne soit pas onnexe. Montrons que le sous-graphe H ′ de G induit par (S(H)∪{x, y})\{v}est onnexe. Comme e sous-graphe est ontenu dans une omposante de G−{z, u, v} etqu'il a plus de sommets que H , on aboutit à une ontradition. Pour montrer la onnexitéde H ′ il su�t de véri�er que tout sommet t de H peut être relié à x ou y (eux mêmereliés par l'arête e) dans H ′ : par la 3-onnexité de G, on a l'existene d'un hemin simple
p : t; x dans G qui évite z et v. Quitte à remplaer x par y on peut supposer que p− xne ontient ni x ni y. Don p−x est inlus dans G−{x, y, z}, don dans H . On en déduitque p est dans H ′. 2Proposition 2.17 Soit G un graphe 3-onnexe ne ontenant pas de subdivision de K5ou de K3,3 omme sous-graphe. Alors G admet un plongement retiligne onvexe (i.e.dont les arêtes sont des segments de droites et dont les faes sont des onvexes) dans leplan.Preuve : Notons que e lemme implique une version du théorème de Kuratowski re-streinte aux graphes 3-onnexes. Pour la preuve, on raisonne par réurrene sur le nombrede sommets de G. Le résultat se véri�e à la main si e nombre vaut 4 ou 5. Par le préédentlemme on peut hoisir une arête e = xy telle que G′ = G//e est 3-onnexe. Clairement
G′ ne ontient pas de subdivision d'un graphe interdit (on véri�e sinon que se serait leas pour G). Par l'hypothèse de réurrene G′ possède un plongement retiligne onvexe.Soit z le sommet de G′ résultant de l'identi�ation de x et y. G′ − z est 2-onnexe. Parla proposition 2.8, on onsidère le yle C de G′ − z bordant la fae de G′ − z ontenant
z. Soit X (resp. Y ) l'ensemble des extrémités des arêtes de G reliant x (resp. y) à eyle. On véri�e que X et Y ne peuvent se hevauher (i.e. |X ∩ Y | ≤ 2 et il n'y a pasdeux sommets de X et deux sommets de Y apparaissant de manière alternée autour de
C). Dans le as ontraire on met en évidene un graphe interdit dans G. Cei permet deonstruire un plongement onvexe pour G en remplaçant z par x dans le plongement de
G′ et en insérant y dans la fae bordée par x et par le segment de C où se rattahe lesarêtes inidentes à y. Notons que si z est sur la fae externe de G′, une transformationprojetive permet de rendre ette fae interne. 2Exerie 2.18 Soit e une arête de G. Montrer que si G//e ontient une subdivision de
K5 ou de K3,3, alors 'est également le as pour G. (Indiation : il se peut que G//e et Gne ontiennent pas le même graphe interdit).Le lemme suivant permet de se ramener au préédent dans tous les as :Lemme 2.19 Soit G un graphe ne ontenant pas de subdivision de K5 ou de K3,3 ommesous-graphe et tel que l'ajout d'une arête entre toute paire de sommets non-adjaents réeun tel sous-graphe. Alors G est 3-onnexe.Preuve : On raisonne par réurrene sur le nombre de sommets de G. Le résultat sevéri�e à la main si e nombre vaut 4 ou 5.
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G est 2-onnexe :sinon on peut érire G = G1 ∪ G2 où G1 et G2 n'ont qu'un sommet x en ommun. Soit
yi ∈ Gi, i = 1, 2, adjaent à x. L'ajout d'une arête y1y2 à G rée par hypothèse unesubdivision K d'un graphe interdit. Comme eux-i sont trois onnexes et qu'il n'y a queles 2 passages x et y1y2 entre G1 et G2, les sommets de degré 3 de K sont tous dans G1ou tous dans G2. Mais on peut alors remplaer le hemin de K omportant l'arête y1y2et le sommet x par y1x ou y2x pour faire apparaître une subdivision d'un graphe interditdans G. Une ontradition.Si G− {x, y} n'est pas onnexe alors xy est une arête de G :sinon on peut érire G = G1 ∪G2 où G1 et G2 n'ont que les sommets x et y en ommun.L'ajout d'une arête xy à G rée par hypothèse une subdivision K d'un graphe interdit.Comme préédemment les sommets de degré 3 de K sont tous un même Gi, disons G1.Mais on peut alors remplaer l'arête xy dans K par un hemin reliant x et y dans G2(qui ontient néessairement un tel hemin) faisant ainsi apparaître une subdivision d'ungraphe interdit dans G. Une ontradition.Supposons que G n'est pas 3-onnexe et soient x, y deux sommets qui déonnetent G.On érit G = G1∪G2 où G1 et G2 n'ont que les sommets x et y et l'arête xy en ommun.Il est faile de voir que l'ajout d'une arête à Gi (i = 1, 2) rée une subdivision d'un grapheinterdit dans e même Gi. On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à Gi et parle lemme préédent hoisir un plongement onvexe de Gi. Soit alors zi un autre sommetdu yle d'une fae Fi bordée par x et y dans e plongement. L'ajout d'une arête z1z2 à
G rée une subdivision K d'un graphe interdit. Si tous les sommets de degré 3 de K sontdans un même Gi alors on peut failement modi�er K pour qu'il se trouve dans Gi. Uneontradition. Par ailleurs S(G1)\S(G2) ou S(G2)\S(G1) ne ontient qu'un seul sommetde degré 3 de K. Dans le as ontraire il faudrait au moins 4 hemins disjoints entre G1 et
G2 dans G+ z1z2. Pour la même raison K ne peut être qu'une subdivision de K3,3. Si Giontient les 5 autres sommets de degré 3 de K alors on obtient un plongement planairede K3,3 en reliant un point intérieur à Fi aux sommets x, y et zi. Une ontradition. 2Corollaire 2.20 Toute triangulation du plan (dont le yle externe est également untriangle) est 3-onnexe.Preuve : Il est faile de voir par la relation d'Euler et par double omptage des ini-denes fae-arête que toute triangulation du plan (dont le yle externe est également untriangle) a un nombre maximal possible d'arêtes pour un nombre �xé de sommets et estdon 3-onnexe par le lemme préédent. 2Une autre formulation du théorème de Kuratowski a�rme qu'un graphe est planaire siet seulement si auun des 2 graphes interdits n'en est un mineur.On pourra onsulter également pour e qui préède (en partiulier pour la preuve � dansle as polygonal � du théorème de Jordan, de la relation d'Euler et du théorème deKuratowski) le hapitre 4 du livre de Diestel :Graph Theory. Reinhard Diestel. Springer-Verlag, Graduate Texts in Mathematis, Vol-ume 173 July 2005 (2000, 1997).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 34Une opie életronique est disponible à l'adresse :http ://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graph.theory/GraphTheoryIII.pdf2.4 Critères de planaritéJe liste ii sans preuve un ertain nombre de aratérisations lassiques des graphesplanaires.Dé�nition 2.21 Un yle d'un graphe G est dit induit s'il est égal au sous-graphe induitpar ses sommets ou, de manière équivalente, s'il n'a pas de orde dans G. Un yle estdit séparateur si la supression de ses sommets déonnete G.Dé�nition 2.22 On appelle yle faial tout yle bordant une fae d'un plongement,omme dans la proposition 2.8.Tutte [Tut63℄ montre que les yles faiaux d'un plongement d'un graphe planaire sonten fait aratéristiques du graphe.Théorème 2.23 Soit G un graphe 3-onnexe planaire. Un yle est faial pour un plonge-ment de G si et seulement s'il est induit et non-séparateur dans G.Dé�nition 2.24 Une 2-base d'un graphe G est une famille de yles de G qui engendrel'espae des yles Z(G) et tel que toute arête apparaît dans au plus deux yles de ettefamille.Théorème 2.25 (MaLane, 1936) Un graphe 2-onnexe G est planaire si et seule-ment s'il possède une 2-base. De plus, toute 2-base est formée des yles faiaux de G àl'exeption d'un yle, orrespondant à un plongement planaire de G.On trouvera une preuve dans le livre de Mohar et Thomassen [MT01, p. 36℄.Dé�nition 2.26 Un ordre (partiel) sur un ensemble E est une relation binaire, notée
<, sur E × E qui est transitive, anti-symétrique et anti-re�exive. Si x < y ou y < x ondit que x et y sont omparables. Un ordre est linéaire, ou total, si tous les éléments de
E sont omparables. La dimension d'un ordre < est le nombre minimal d'ordres linéairestel que < est l'intersetion de es ordres.On peut assoier à tout graphe G son ordre de omplexe dé�ni omme la relation d'in-lusion sur la famille de ses sommets et arêtes.Théorème 2.27 (Shnyder, 1989) Un graphe est planaire si et seulement si la dimen-sion de son ordre de omplexe est au plus 3.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 35Le graphe de ontat d'une famille de disques du plan d'intérieurs disjoints a pour en-semble de sommets la famille de disques et pour arêtes les paires de disques en ontat(don tangents).Théorème 2.28 (Koebe-Andreev-Thurston) Un graphe est planaire si seulement si'est le graphe de ontat d'une famille de disques.La setion 2.8 de [MT01℄ est onsarée à e théoreme et ses extensions.Un 3-polytope est une intersetion bornée, et d'intérieur non-vide, de demi-espaes. Les5 polyèdres de Platon en sont des exemples élèbres. Le graphe d'un 3-polytope est son1-squelette, 'est à dire le graphe omposé des sommets et arêtes du polytope.Théorème 2.29 (de Steinitz) Un graphe est 3-onnexe et planaire si et seulement 'estle graphe d'un 3-polytope.On trouvera une preuve dans le livre de Ziegler [Zie95, hap. 4℄.2.5 Plongements retilignesLa proposition 2.17 et le lemme 2.19 montrent en partiulier que tout graphe planaireadmet un plongement retiligne. Le problème du plongement retiligne est à l'origine denombreuses études omme l'existene de plongements dont les sommets sont à oordon-nées entières, omme la reherhe de la grille entière minimale pouvant ontenir un telplongement, et. . .Une des preuves les plus aniennes de l'existene d'un plongement retiligne est attribuéeà Fáry [Fár48℄ (ou à Wagner, 1936). On ommene par ajouter des arêtes au grapheplanaire G que l'on veut plonger tout en préservant sa planarité, et e jusqu'à le rendremaximalement planaire (et don 3-onnexe). Tout plongement de G est don une trian-gulation. On hoisit l'un des triangles, disons t, omme fae externe et l'on montre parréurrene sur le nombre de sommets que G admet un plongement retiligne ave ettefae externe �xée. On véri�e d'abord par la formule d'Euler que G a un sommet s de degréau plus 5 distint des sommets de t. On onsidère le graphe H obtenu à partir de G− sen ajoutant des arêtes (au plus 2) pour trianguler le �trou� laissé par s. Par hypothèsede réurrene, H admet un plongement retiligne ave t pour fae externe. On supprimealors les (au plus 2) arêtes ajoutées et on insère s dans la fae orrespondante. Cette faeayant au plus 5 sommets il est faile de montrer qu'elle est étoilée, e qui permet de po-sitionner s et de le relier aux sommets de la fae par des segments de droites intérieurs àette fae. On obtient ainsi un plongement retiligne de G. Il ne reste plus qu'à supprimerles arêtes initialement ajoutées ayant servi à rendre G maximalement planaire.Il existe une autre preuve de la proposition 2.17 due à Tutte [Tut63℄ et fournissant unalgorithme diret de plongement retiligne onvexe. On rappelle qu'un plongement re-tiligne onvexe, est un plongement dont les arêtes sont des segments est dont les faessont stritement onvexes. Par la suite on omettra l'adjetif retiligne.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 36Soit G = (S,A) un graphe 3-onnexe planaire, et soit C un yle faial. On assoie àhaque a ∈ A \A(C) un poids stritement positif λa. On note Se l'ensemble des sommetsde C et Si = S \ Se.Théorème 2.30 (Tutte, 1963) Pour tout plongement onvexe de C, il existe un plonge-ment unique de Si tel que haque sommet s ∈ Si (plus préisément, son plongement) soitle baryentre de ses voisins ave les poids λsv, pour v voisin de s. De plus, e plongementinduit un plongement onvexe de G obtenu en reliant haque paire de sommets voisinspar un segment de droite.La ondition sur les sommets de Si est dérite par le système :
∀s ∈ Si,

∑

v∈V (s)

λsv(s− v) = 0 (2.1)où V (s) désigne l'ensemble des voisins de s dans G.Pour alléger les notations, on note {s1, s2, . . . , sk} les sommets de Si et {sk+1, sk+2, . . . , sn}eux de Se. On érit également λij pour λsisj et on note V (i) les indies des voisins de si.On pose en�n λij = 0 si j 6∈ V (i).Lemme 2.31 Pour tout graphe onnexe G, le système (2.1) admet une unique solution.Preuve : Ce système s'érit
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∑

j>k λ1jsj...
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j>k λkjsj
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∑n
j=1 λ1j −λ12 . . . −λ1k
−λ21

∑n
j=1 λ2j . . . −λ2k... ... . . .

−λk1 −λk2 . . .
∑n

j=1 λkj









Il su�t de véri�er que Λ est inversible.Soit x ∈ IRk tel que Λx = 0. Soit xi une omposante de x de valeur absolue maximale.On pose xk+1 = xk+2 = . . . = xn = 0. Puisque (Λx)i =
∑n

j=1 λij(xi − xj) = 0 et que λijest stritement positif pour j voisin de i et nul sinon, on en déduit xj = xi pour j ∈ V (i).Par onnexité de G, il suit que tous les xj , j = 1, . . . , n sont égaux et don nuls. On enonlut que Λ est inversible. 2Dans [Tar72℄ Tarjan explique omment faire un parours en profondeur en temps O(S+A)d'un graphe G. On obtient un palm tree : C'est un arbre enrainé auquel s'ajoute des arsonnetant un sommet à un anêtre dans l'arbre (ars retours ou bak edge). Inversement



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 37tout palmier peut s'obtenir à partir d'un parours en profondeur. On indexe les sommetsdans l'ordre pré�xe par leur date de première visite. Pour tout sommet s, on dé�nit L(s)omme le sommet d'indie minimal parmi s lui-même et les têtes des ars retours ayantpour origine des desendants de s.On note T un arbre de parours en profondeur de G, orienté de la raine vers les feuilles.Lemme 2.32 Si vw est un ar de T et v 6= 1 alors L(w) ≥ v implique v est un sommetd'artiulation (ut vertex) de G.Preuve : On note Tw le sous-arbre de T de raine v. Alors tout hemin d'origine w nepassant pas par v reste dans Tw : où bien on emprunte une arête de T et on aboutit àun desendant de w (y ompris w), ou bien on emprunte une arête retour et on aboutitégalement à un desendant de w (y ompris w) par l'hypothèse L(w) ≥ v. En partiulier
v déonnete Tw des anêtres de v. 2Lemme 2.33 Tout hemin p de G ontient un anêtre (relativement à T ) ommun à sesextrémités.Preuve : Soit H le plus petit sous arbre de T ontenant les sommets de p et soit ula raine de H . On peut supposer que p ontient au moins 2 sommets et onsidérer unsommet v, enfant de u dans H . On note Hv le sous-arbre de H de raine v. Si Hv = H−ualors u est de degré 1 dans H et u est un sommet de p par minimalité de H . Sinon pontient un ar onnetant un sommet de Hv à son omplémentaire dans H . Cet ar nepeut être un ar de T . C'est don un ar retour. Sa tête est néessairement u qui estl'unique sommet de H −Hv qui soit un anêtre d'un sommet de Hv. Dans tous les as, pontient u qui est un anêtre ommun des extrémités de p (et même de tous ses sommets).
2Lemme 2.34 Si G est 2-onnexe et vw est un ar de l'arbre de reherhe en profondeuralors v 6= 1 implique L(w) < v et v = 1 implique L(w) = 1.Voir les artiles de TGGT 2008. En partiulier par Haeupler and Tarjan.



Chapitre 3TriangulationUne triangulation d'une région polygonale du plan est une déomposition de ette régionen triangles dont les sommets sont eux du bord de la région. Une triangulation permetsouvent de résoudre plus failement des problèmes portant sur la région qu'elle triangule.Le problème du gardiennage d'une galerie d'art en est un bel exemple.Au début du XXe sièle N. J. Lennes montre de manière onstrutive que tout polygonesimple admet une triangulation [Len11℄. Cette onstrution fournit de fait un algorithmede omplexité quadratique en fontion du nombre de sommets. Du temps de l'émergenede la géométrie algorithmique, Garey et al. (1978) ont proposé un algorithme de om-plexité O(n logn) pour trianguler un polygone à n �tés. Après diverses améliorations(f. notes historiques du livre de [dBCvKO08℄), Bernard Chazelle montre en 1991 qu'unpolygone simple peut être triangulé en temps linéaire. L'algorithme de Chazelle [Cha91℄est réputé très omplexe. Une version plus simple et randomisée est dérite par Amatoet al. [AGR01℄.Le problème de la triangulation de l'intérieur d'un polyèdre dans IR3 est beauoup plusompliqué. Contrairement au as bidimensionnel le nombre de tétraèdre d'une triangu-lation d'un polyèdre (même onvexe) à n sommets peut varier suivant la triangulation.De plus, tous les polyèdres ne sont pas triangulables, à moins d'ajouter des sommets in-térieurs (dits de Steiner), omme le montre le as du polyèdre de Shönhardt. Ce polyèdreest obtenu à partir d'un prisme de base triangulaire en tournant légèrement le trian-gle supérieur par rapport au triangle inférieur. Du oup, les faes vertiales du prisme(des quadrilatères) ne sont plus planes et il faut ajouter une diagonale pour triangulerhaun de es quadrilatères gauhes. En hoisissant ette diagonale de manière à rendreles quadrilatères 'onaves', on véri�e que toute nouvelle arête entre deux sommets dupolyèdre est extérieure au polyèdre. Il n'est don pas possible de trianguler son intérieur.Référenes :- Handbook of Disrete and Computational Geometry. Edited by Goodman and O'Rourke.CRC Press 2004.
38



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 393.1 ExisteneDé�nitions La ligne polygonale de sommets (s1, . . . , sn) est la suite de segments
(s1s2, . . . , sn−1sn). Cette ligne polygonale est fermée si s1 = sn ; elle est simple si deuxde ses segments non onséutifs sont disjoints et si deux de ses segments onséutifss'intersetent en un unique sommet. Un polygone est une ligne polygonale simple etfermée. On appelle arêtes les segments d'un polygone. Par le théorème de Jordan (versiona�ne), un polygone P sépare le plan en deux régions onnexes appelées intérieur etextérieur de P . Dans e hapitre, on notera respetivement IntP et extP es régions (esont des ouverts du plan).Une diagonale d'un polygone P est un segment dont l'intérieur relatif (i.e. le segmentprivé de ses extrémités) est intérieur à P et dont les extrémités sont des sommets de
P . Une triangulation de P est un reouvrement de son intérieur (au sens large, i.e. de
IntP ) par des triangles d'intérieurs disjoints et dont les �tés sont soit des arêtes soit desdiagonales de P .Lemme 3.1 Tout polygone ayant au moins 4 sommets admet une diagonale.Preuve : Soit P un polygone et soit s le sommet de P de oordonnées minimales pourl'ordre lexiographique (s est le sommet le plus bas parmi les sommets les plus à gauhe).Soit p le sommet préédant s et q le sommet suivant s pour l'ordre irulaire dans P .� Si le triangle spq ne ontient (au sens large) auun sommet de P \ {s, p, q}, alors lesegment pq est une diagonale : auune arête de P ne peut renontrer l'intérieur ni lebord de spq ar l'une de ses extrémités serait ontenue dans spq. Don toute demi-droiteissue d'un point x intérieur au segment pq et passant par s ne renontre P qu'une seulefois (en s). Par le théorème de Jordan, et puisque la droite est extérieure à P à l'in�ni,le point x est intérieur à P , i.e. pq est intérieur à P .� Sinon, soit r un sommet de P intérieur au triangle spq et qui minimise la distane à ladroite pq. On montre aisément que le segment sr est une diagonale de P .

2Exerie 3.2 Compléter les détails manquant de la preuve préédente en indiquant enpartiulier où intervient l'hypothèse sur le nombre minimal (4) de sommets.Théorème 3.3 Tout polygone admet une triangulation.Preuve : Soit P un polygone et soit D un ensemble de diagonales de P d'intérieursdisjoints qui soit maximal pour l'inlusion. Toute région bornée du graphe plan P ∪
D est néessairement un triangle ; dans la négative le lemme préédent ontredirait lamaximalité de D. 2On montre par réurrene sur n que toute triangulation d'un polygone à n sommets aexatement n− 2 triangles et n− 3 diagonales.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 40Exerie 3.4 La preuve de Lennes pour l'existene d'une triangulation est prohe de lapréédente quoique légèrement di�érente. Soit spq un triangle et soit R un ensemble depoints intérieurs à e triangle. Montrer qu'il existe r ∈ R tel que rsp ∩ R = {r} (ii rspdésigne le bord et l'intérieur du triangle). Compléter la preuve de Lennes.3.2 AlgorithmesSi un polygone P est dérit sous forme d'une liste doublement haînée de sommets, lareherhe d'une diagonale selon la preuve du lemme 3.1 prend un temps O(n), où n = |P |est le nombre de sommets de P . On en déduit aisément un algorithme de triangulationde omplexité quadratique. Nous allons voir deux algorithmes plus e�aes.Théorème 3.5 Il existe un algorithme qui triangule tout polygone à n sommets en temps
O(n logn) et espae O(n).Nous proposons i-dessous deux preuves � 'est à dire deux algorithmes � pour e théorème.Elles sont respetivement dérites dans les artiles suivants :- A theorem on polygon utting with appliations. B. Chazelle. In Pro. IEEE Sympos.Found. Compu. Si., pp. 339-349, 1982.- Triangulating a simple polygon. M.R. Garey, D. S. Johnson, F. P. Preparata and R. E.Tarjan. Inform. Proess. Lett., 7 :175-179, 1978.3.2.1 Algorithme diviser pour régnerL'algorithme de Chazelle onsiste à aluler en temps linéaire une diagonale du polygone
P qui oupe P en deux sous-polygones de tailles approximativement égales. En appliquante alul de manière réursive à haun des deux sous-polygones on obtient un algorithmede triangulation de omplexité O(|P | log |P |).On supposera que P est dérit sous forme d'une liste ylique doublement haînée deses sommets dans l'ordre (ylique) le long de P . Par la suite P désignera aussi bienun polygone que sa liste doublement haînée. On supposera également disposer de laliste L doublement haînée des sommets de P triés selon l'ordre lexiographique de leursoordonnées ainsi que de la liste V des paires d'arêtes de P vertialement visibles, i.e.des paires d'arêtes pour lesquelles il existe un segment vertial intérieur à P et dont lesextrémités sont respetivement intérieures à haune de es deux arêtes. En onsidérantla taille de la arte des trapèzes (f. setion 8.2), il est faile de voir que la liste V a unetaille linéaire en fontion de |P |.Théorème 3.6 (du polygon utting, Chazelle 1982) Soit P un polygone à n som-mets et soient L et V les listes assoiées (respetivement des sommets triés selon l'ordrelexiographique des oordonnées et des paires d'arêtes vertialement visibles). Il existe un



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 41algorithme de omplexité O(n) pour aluler une diagonale de P qui oupe P en deuxpolygones P1 et P2 tels que
|P1|, |P2| ≤ ⌈2

3
n⌉ + 1.De plus, les listes Pi, Li et Vi relatives à haun des deux polygones pour i = 1, 2 peuventêtre alulées en temps O(n) également.On montre dans un premier temps qu'il existe un segment vertial intérieur à P et qui leoupe en deux polygones de tailles approximativement égales.Lemme 3.7 Soit P un polygone à n sommets. Il existe un segment vertial pq (i.e.

xp = xq) intérieur à P et intersetant P en ses deux extrémités p et q exatement desorte que les deux omposantes de P \ {p, q} ontiennent haune au plus ⌈2
3
n⌉ sommetsde P .Preuve : On onsidère la déomposition trapézoïdale de P (f. setion 8.2). On supposedans un premier temps que P est en position générique, 'est à dire que tous les sommetsde P ont des absisses distintes. Il suit que haque trapèze de la déomposition intérieurà P est bordé par exatement un sommet de P sur sa gauhe et un sommet de P sur sadroite. Soit T le graphe plan obtenu en reliant par un segment haque paire de sommetsinidents à un même trapèze (il y a don un segment par trapèze). T est onnexe (utiliserpar exemple la onnexité du graphe d'adjaene des trapèzes) et aylique (utiliser l'a-yliité du graphe d'adjaene des trapèzes), i.e. que T est un arbre. De plus, l'hypothèsede position générique montre que haque sommet est inident à trois trapèzes au plus etdon que le degré des sommets de T est au plus trois.Remarquons qu'on peut assoier à haque arête a de T un segment vertial intérieur à Pet intersetant P en ses extrémités. Le nombre de sommets des deux lignes polygonalesde P oupées par es extrémités est préisément le nombre de sommets de haque sousarbre de T − a. Le lemme suivant permet don de onlure.Dans le as non-générique, on perturbe les sommets en tournant de manière in�nitésimalele polygone a�n de distinguer toutes les absisses des sommets de P . Cette rotationest elle-même simulée en onsidérant l'ordre lexiographique sur les paires (absisses,ordonnées) des oordonnées des sommets. 2Lemme 3.8 Soit T un arbre à n sommets, n ≥ 2. On suppose que haque sommet de Test de degré au plus 3. Alors il existe une arête a de T telle que haque omposante de

T − a possède au plus ⌈2n
3
⌉ sommets.Preuve : Soit a une arête de T . Si une omposante C de T − a est telle que |C| < ⌊n

3
⌋alors il existe une arête b de T telle que1. ou bien une omposante K de T − b véri�e

|C| < |K| < ⌊n
3
⌋



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 422. ou bien haque omposante de T − b est de taille au moins ⌊n
3
⌋.En e�et, soit C ′ la omposante omplémentaire de C dans T − a et x le sommet inidentà C ′ et a. Par les hypothèses sur T , x est de degré d ≤ 2 dans C ′.� On ne peut avoir d = 0 ar dans e as on aurait |C ′| = 1 > ⌈2n
3
⌉, en ontraditionave n ≥ 2.� Si d = 1, on hoisit pour b l'unique arête inidente x dans C ′. Alors T − b a uneomposante K (de fait C + a) de taille |C|+ 1. On se retrouve alors dans le as 1 ou 2i-dessus selon que |C|+ 1 est respetivement stritement inférieur ou égal à ⌊n

3
⌋.� Sinon d = 2. Soient a1, a2 les deux arêtes inidentes à x dans C ′ et soit C1 (resp. C2)la omposante de C ′ − a1 (resp. de C ′ − a2) qui n'est pas inidente à x. Si |C1| > ⌈2n

3
⌉alors on se retrouve dans le as 1 en hoisissant b = a1 (et K = C + a + C2). Demême en hoisissant b = a2 si |C2| > ⌈2n

3
⌉. On peut don supposer |C1| ≤ ⌈2n

3
⌉ et

|C2| ≤ ⌈2n
3
⌉. Puisqu'on ne peut avoir à la fois |C1| < ⌊n

3
⌋ et |C2| < ⌊n

3
⌋, on a |C1| ≥ ⌊n

3
⌋ou |C2| ≥ ⌊n

3
⌋. On se retrouve dans le as 2 en hoisissant b = a1 dans le premier aset b = a2 dans le seond as.La preuve du lemme est alors terminée par réurrene sur |C|. 2Preuve du théorème 3.6 : On sait d'après le lemme 3.7 qu'il existe une vertiale dontles extrémités oupent P en deux lignes polygonales ontenant haune au plus ⌈2n

3
⌉sommets. En parourant la liste V des paires d'arêtes vertialement visibles on trouveradon néessairement une paire (a, b) telle que tout segment vertial de visibilité entre lesdeux arêtes a et b oupe P omme i-dessus. Fixons un sommet s de P et indexons lessommets de P de 0 à n− 1 dans l'ordre diret le long de P à partir de s. À partir de esindies on peut aluler en temps onstant la longueur de la ligne polygonale entre deuxsommets d'indies i et j : en inluant les deux sommets et en onsidérant la ligne de ivers j dans le sens diret, ette longueur vaut j − i+1 si j ≥ i et n− j + i− 1 sinon. Onpeut don tester en temps onstant si une paire d'arêtes onvient et de e fait déterminer

(a, b) en temps linéaire.Il n'est en général pas possible de relier deux des extrémités de a et de b par une diagonalear elle-i peut reouper P . Considérons le quadrilatère Q formé par a, b et les deuxsegments c et d reliant les extrémités de a et b situés d'un même �té d'une vertiale devisibilité entre a et b. Le quadrilatèreQ forme bien un polygone (simple) de par l'existened'un segment de visibilité qui sépare c et d. Soit Pc (resp. Pd) la sous-ligne polygonalede P bordés par les extrémités de c (resp. de d) et ne ontenant ni a ni b. L'objetifest de aluler une diagonale entre un sommet de Pc intérieur à Q et un sommet de Pdintérieur à Q de sorte que ette diagonale sépare P omme voulu. Pour ela on onsidèrel'ensemble Sc (resp. Sd) des omposantes de P ∩ IntQ qui s'appuient sur c (resp. sur d).On pose Cc = Conv(Sc) et Cd = Conv(Sd)A�rmation I : Cc et Cd sont disjointes. De plus, les sommets de Cc (resp. de Cd) sontles sommets de Pc (resp. de Pd).Preuve de l'a�rmation I : Par hypothèse, il est faile de voir � à l'aide du théorèmede Jordan � que Sc et Sd sont séparées dans Q par un segment vertial. Il en est don demême de leurs enveloppes onvexes. Par ailleurs, toujours à l'aide du théorème de Jordan,on montre que toute région bordée par une omposante de Sc ∩ Pd et un segment de c



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 43est ontenue dans une région bordée par une omposante de Sc ∩ Pc et un segment de c.On en déduit que Cc = Conv(Sc ∩ Pc). Don Cc est l'enveloppe onvexe des sommets de
Sc∩Pc qui omprend les sommets de Pc inlus dans Sc et les extrémités des omposantesde Sc. Or es sommets sont tous sur c don dans l'enveloppe onvexe des extrémités de
c qui sont des sommets de Pc. Un raisonnement analogue montre que les sommets de Cdsont des sommets de Pd. 2L'a�rmation préédente permet de séletionner en temps O(n) un sous-ensemble A dessommets de P tel que Cc = Conv(A) : il su�t de parourir Pc et de retenir les sommetsde Pc ompris entre deux intersetions suessives de Pc ave c, lorsque Pc entre dans
Q à la première intersetion. On peut extraire de L la sous-liste LA, triée selon l'ordrelexiographique des oordonnées, des sommets de A. On obtient �nalement Cc en tempslinéaire à partir de LA par l'algorithme lassique de balayage 6.1.2. 1 De manière analogueon alule Cd en temps linéaire.On onsidère maintenant le polygone Q′ formé des arêtes a et b et des deux haînesonaves C ′

c = Cc− c et C ′
d = Cd− d. Notons que Q′ est bien une ligne polygonale simpled'après l'a�rmation I. Notre but est de montrer que dans toute triangulation T de Q′l'une des arêtes de T fournit une diagonale qui sépare P omme voulu. On remarquetout d'abord que tout triangle de T ontient néessairement une arête de C ′

c ou bien de
C ′

d. En e�et, C ′
c et C ′

d étant onaves, un tel triangle ne peut avoir deux sommets nonadjaents sur une même de es deux haînes. Le dual de T est don une haîne simple,e qui permet d'ordonner les diagonales de T de la première, inidente au même triangleque a, à la dernière, inidente au même triangle que b. On note δ1, δ2, . . . δk es diagonales,on pose δk+1 = b et pour i = 1, . . . , k − 1, on note γi la troisième arête du triangle de Tbordé par δi et δi+1. Don γi est une arête de C ′
c ou de C ′

d et on note Γi la sous-haînede respetivement Pc ou Pd joignant les extrémités de γi. Pour haque diagonale δi de T ,on note en�n ∆i la sous-haîne de P ontenant a et joignant les extrémités de δi.A�rmation II : Une des arêtes de T (soit une diagonale soit une arête de Q′) est unediagonale de P qui oupe P en deux lignes polygonales (extrémités inlues) de taille auplus ⌈2
3
n⌉ + 1.Preuve de l'a�rmation II : Supposons qu'une arête γi de C ′

c ou de C ′
d ne soit pas unearête de P (et soit don une diagonale de P ) et que

|Γi| ≥ ⌊n
3
⌋+ 1.On a alors, en notant Γ′

i l'autre haîne de P joignant les extrémités de γi� d'une part : |Γi| ≤ max{|Pc|, |Pd|} ≤ ⌈2n
3
⌉,� d'autre part : |Γi|+ |Γ′

i| = n+ 2, d'où |Γ′
i| ≤ ⌈2

3
n⌉ + 1.L'a�rmation est don véri�ée en hoisissant γi omme diagonale de P .Supposons maintenant à l'inverse que pour toute arête γi de C ′

c ou de C ′
d on ait

|Γi| ≤ ⌊n
3
⌋.1. Chazelle utilise un autre argument. Il extrait de Sc une ligne polygonale simple joignant les ex-trémités de c et dont l'enveloppe onvexe est Cc Cette ligne est onstituée de omposantes de Sc et desegments de c. Il utilise ensuite l'algorithme de omplexité linéaire pour aluler l'enveloppe onvexed'une ligne polygonale simple.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 44On a en partiulier
|∆1| = |Γ1 + a| ≤ ⌊n

3
⌋+ 1.Par ailleurs si pour un ertain i ∈ [1, k] on a |∆i| ≤ ⌊n

3
⌋ alors δi n'est pas la dernièrediagonale de T (i.e. i < k) et

|∆i| < |∆i+1| ≤ ⌈2
3
n⌉ + 1.En e�et, on a

|∆i+1| = |∆i + Γi| = |∆i|+ |Γi| − 1 ≤ 2⌊n
3
⌋ − 1.Alors que |∆k| ≥ ⌈2

3
n⌉+ 1 (faire un raisonnement analogue à la majoration de |∆1|). Ononlut par réurrene sur k que l'une au moins des diagonales δi véri�e

⌊n
3
⌋+ 1 ≤ |∆i| ≤ ⌈2

3
n⌉+ 1.Cei permet également de on�rmer l'a�rmation en hoisissant δi omme diagonale de

P . 2A�rmation III : Q′ peut être triangulé en temps linéaire.Preuve de l'a�rmation III : D'après la preuve de l'a�rmation II, on peut trianguler
Q′ de manière inrémentale en alulant haque diagonale δi+1 en fontion de la diagonale
δi alulée préédemment : en notant pc et pd les extrémités de δi et pcqc et pdqd les arêtesde Q′ respetivement inidentes à pc et pd et �au dessus� de δi, alors on a soit δi+1 = pcqdsoit δi+1 = pdqc. Il su�t de tester si qd (resp. pc) est au dessous de la droite pcqc (resp.
pdqd) pour savoir si pcqd (resp. pdqc) est une diagonale. Il se peut que les deux le soient,auquel as l'une ou l'autre onvient puisque dans les deux as on se retrouve dans uneon�guration où la partie de Q′ au dessus de δi+1 est onstituée de deux haînes onavesreliées par deux segments, e qui permet d'appliquer la réurrene. 2La onjontion des a�rmations II et III permet de onlure la première partie du théorème.Il reste à véri�er, en appelant P1 et P2 les deux polygones oupés par la diagonale δ trou-vée, que les listes Pi, Li et Vi relatives au polygone Pi pour i = 1, 2 peuvent être aluléesen temps O(n) également. C'est lair pour les listes Pi et Li (es listes ontiennent pluspréisément des pointeurs bidiretionnels sur un tableau des sommets �xé une fois pourtoute. On peut assoier à haun des sommets du tableau un drapeau qui permet deséletionner dans une première passe les sommets qui nous intéressent). Pour la liste Viil su�t de remarquer qu'elle est onstituée d'une part des paires d'arêtes de V qui sontdans Pi et d'autre part des paires (a, δ) pour haque paire (a, b) de V dont la visibilitéest obstruée par δ et telle que a est une arête de Pi (et don b n'est pas une arête de Pi).En parourant V , on peut ainsi onstruire Vi de la manière suivante. Pour haque paire
(a, b) de V :1. si a ∈ Pi et b ∈ Pi, alors on plae (a, b) dans Vi,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 452. sinon, si a et b ne sont pas dans le même polygone, disons a ∈ Pi, b 6∈ Pi, et si lesprojetions vertiales sur l'axe des absisses des arêtes a, b et δ ont une intersetionnon vide, alors on plae (a, δ) dans Vi après avoir véri�é que ette paire n'était pasdéjà présente dans Vi. Cette dernière véri�ation s'obtient en temps onstant enmarquant au fur et à mesure les arêtes a de P telles que (a, δ) est dans Vi.
2Preuve du théorème 3.5 : Soit P don un polygone à n sommets. L'algorithme on-siste à appliquer réursivement le théorème du polygon utting : la triangulation de Pest l'union des triangulations des polygones P1 et P2 obtenus par le théorème 3.6.Pour initialiser l'algorithme il faut onstruire la liste L des sommets de P triés selonl'ordre lexiographique de leurs oordonnées ; e qui prend un temps O(n logn) et uneplae linéaire suivant tout algorithme de tri standard. Il faut onstruire également laliste V des paires d'arêtes de P vertialement visibles que l'on obtient en temps linéaireen parourant la arte des trapèzes de P (f. setion 8.2). Cette arte a elle-même unetaille linéaire (lemme 8.2) et peut être onstruite en temps O(n logn) par un algorithmerandomisé (f. setion 8.2) ou non (f. setion 8.1).Soit C(n) la omplexité maximale de la triangulation de tout polygone de taille n. Onpeut érire

C(n) ≤ kn+ max
n1+n2=n+2

n1,n2≤⌈ 2
3
n⌉+1

{C(n1) + C(n2)}pour un ertain k > 0. Montrons que C(n) = O(n logn). Soit α tel que 2/3 < α < 1.Choisissons N assez grand pour que n > N =⇒ ⌈2
3
n⌉ + 1 < αn et n

2
log 1

α
> 2 logn.Choisissons ensuite K su�samment grand pour que n ≤ N =⇒ C(n) ≤ Kn logn etpour que K log 1

α
> 2k.Pour n ≤ N on a don par hypothèse C(n) ≤ Kn log n. Supposons par réurrene

C(m) ≤ Km logm pour m inférieur à un ertain n > N . Pour n1, n2 ≤ ⌈2
3
n⌉+ 1 tels que

n1 + n2 = n+ 2 on a
kn+ C(n1) + C(n2) ≤ kn+Kn1 logn1 +Kn2 logn2 ≤ kn+K(n + 2) log(αn)

≤ Kn log n+ 2K log n+ (k −K log
1

α
)n

≤ Kn log n+K(2 logn− n

2
log

1

α
) ≤ Kn lognCe qui permet de onlure C(n) ≤ Kn log n. 23.2.2 Algorithme par déomposition en polygones monotonesL'algorithme de triangulation de Garey et al. se ompose de deux étapes. Dans un premiertemps le polygone à trianguler est déomposé en polygones plus simples appelés polygonesmonotones. Cette étape prend un temps O(n logn). Ces polygones monotones sont ensuitetriangulés en temps linéaire selon une tehnique appropriée. Au total on obtient don uneomplexité équivalente à l'algorithme diviser pour régner de Chazelle.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 46Polygones monotonesDé�nition 3.9 On onsidère une diretion du plan qu'on appelle vertiale. La diretionorthogonale est dite horizontale. La hauteur d'un point est sa projetion horizontale surla vertiale. Une ligne polygonale L est dite (stritement) monotone si la hauteur de laséquene des sommets de L est (stritement) monotone. Dit autrement L est monotonesi toute droite horizontale oupe L en au plus une omposante, réduite à un point dans leas strit.Un polygone P est dit (stritement) monotone s'il est la réunion de deux lignes polygonales(stritement) monotones ayant seulement leurs extrémités en ommun. Dit autrement unpolygone P est monotone (resp. stritement monotone) si toute droite horizontale oupe
P en au plus deux omposantes (resp. au plus deux points).Un sommet intérieur (i.e. qui n'est pas une extrémité) à une ligne polygonale ou à unpolygone est dit maximum, (resp. minimum) (strit) si es deux sommets voisins sont(stritement) en dessous (resp. au dessus) de la droite horizontale passant par e sommet.On appelle extremum (strit) un sommet qui est soit maximum (strit) soit minimum(strit).On véri�e aisément qu'un sommet n'est pas un extremum si et seulement si sa hauteurest stritement omprise entre elles de ses deux sommets voisins. Par suite :Lemme 3.10� une ligne polygonale ayant au moins 3 sommets est stritement monotone si et seule-ment si auun de ses sommets intérieurs n'est extremum.� Un polygone est stritement monotone si et seulement si il a exatement deux extrema.Dé�nition 3.11 Un sommet d'un polygone est dit ré�exe si l'angle intérieur au polygoneformé par les deux arêtes inidentes au sommet est stritement plus grand que π. Unesous-haîne d'un polygone est dite onave si ses sommets intérieurs sont ré�exes.Lemme 3.12 Un polygone sans extremum ré�exe est monotone.Preuve : Soit P un polygone sans extremum ré�exe. Soient p et q des sommets de P dehauteur respetivement minimale et maximale. Les sommets p et q oupent P en deuxlignes polygonales PG et PD telles que PG est à gauhe de PL. Supposons par l'absurde que
P n'est pas monotone. Alors par dé�nition, PG ou PD n'est pas monotone. On supposesans perte de généralité que PG n'est pas monotone. Il existe don une droite horizontale
h oupant PG en deux omposantes au moins. On note h+ et h− les demi-plans ouvertsrespetivement au dessus et au dessous de h. Par onnexité de PG, l'une des omposantes,
C, de h+ ∩ PG ou de h− ∩ PG a ses deux extrémités dans h. On note u et v es deuxextrémités ave u à gauhe de v. Supposons à nouveau sans perte de généralité C ⊂ h+.J'a�rme que(A) le long de C, l'intérieur de P est situé du même �té que l'intérieur du polygonedélimité par C et le segment uv de h.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 47Puisque PG est à gauhe de PD, l'intérieur de P est à droite de PG lorsque PG est parouruedu bas vers le haut (i.e. de p vers q). Par onséquent u est avant v dans e parours. Soit
D la omposante de PG \ C joignant v à q. J'a�rme que(B) le sommet le plus à gauhe parmi les sommets de hauteur minimale deD est extremumré�exe.Cette dernière ontradition permet de onlure la monotoniité de PG et don de P . Ilreste à montrer les a�rmations (A) et (B).Pour (A), on onsidère le sommet x de C le plus à droite parmi les sommets de hauteurmaximale. Les diretions des deux arêtes d'origine x et la diretion horizontale ~h versla droite sont don deux à deux distintes. Soit a l'arête issue de x dont la diretionsuit elle de ~h dans le sens indiret (le sens des aiguilles d'une montre). On note b laseonde arête issue de x. Comme x est extremum, il ne peut être ré�exe, e qui montreque l'intérieur de P est entre b et a dans le sens diret, ou enore à droite de a. Montronsque 'est également le as pour l'intérieur de la ourbe de Jordan uv ∪ C. Pour ela, onnote Ca et Cb les deux omposantes de C \ {x} ontenant respetivement a et b et onnote w ∈ {u, v} l'extrémité de Ca autre que x. Il est lair qu'on ne peut avoir w = u,sinon la ourbe simple S formée de Ca, de la demi-droite horizontale à droite de x et de lademi-droite horizontale à gauhe de w formerait une ourbe de Jordan qui ne renontrepas Cb. Or l'intérieur de b est au dessus de S et l'extrémité v de Cb est au dessous de
S, e qui ontredit la onnexité de Cb. Don w = v. Comme l'intérieur de uv ∪ C est audessus et don à droite de vu, il en est de même pour Ca, i.e. l'intérieur de uv ∪ C est àdroite de a.Un raisonnement analogue permet de montrer que le sommet spéi�é dans (B) qui estévidemment extremum est également ré�exe. 2Déomposition en polygones monotonesThéorème 3.13 Il existe un algorithme de omplexité O(n logn) pour déomposer toutpolygone à n sommets, par l'ajout de diagonales au polygone, en polygones monotones .Preuve : Considérons la déomposition trapézoïdale d'un polygone P obtenue par loi-sonnement horizontal (f. setion 8.2). On suppose le polygone en position générale, i.e.deux sommets distints ont des ordonnées distintes. Chaque trapèze intérieur à P estdon inident à exatement deux sommets de P , un sommet supérieur sur le �té hor-izontal supérieur du trapèze et un sommet inférieur sur le �té horizontal inférieur dutrapèze. On ajoute une diagonale joignant es deux sommets si le sommet supérieur estun minimum ré�exe et/ou si le sommet inférieur est un maximum ré�exe. On obtientainsi une déomposition de P en polygones. On véri�e qu'auun sommet de P ne peutêtre extremum ré�exe dans les polygones qui lui sont inidents. Il suit du lemme 3.12 quees polygones sont tous monotones. Le as non général où plusieurs sommets peuventposséder une même ordonnée se traite en simulant une perturbation par rotation à l'aidede l'ordre lexiographique sur les paires (ordonnée, absisse).Notons que la déomposition trapézoïdale peut s'obtenir en temps O(n logn) et quel'ajout de haque diagonale s'obtient en temps onstant par diagonale (en utilisant une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 48struture de arte planaire en demi-arêtes), e qui ahève la démonstration. 2Exerie 3.14 Dérire un algorithme de omplexité O(n logn) pour la déompositiond'un polygone P en polygones monotones qui n'utilise pas à proprement parler la déom-position trapézoïdale de P , mais seulement un balayage des sommets de P .Triangulation des polygones monotonesThéorème 3.15 Il existe un algorithme de omplexité linéaire pour trianguler un poly-gone monotone.Preuve : Soit P un polygone stritement monotone. En temps linéaire on peut ouper
P en deux haînes monotones. Les sommets sur haque haîne sont naturellement triésselon leur ordonnée. La fusion (en temps linéaire) de es deux listes permet d'obtenir laliste V des sommets de P triés selon leur ordonnée. On e�etue un balayage des sommetsde haut en bas. Au ours du balayage une partie de l'intérieur de P est triangulée etune autre Pi forme un polygone stritement monotone que l'on doit trianguler. Soit σile sommet maximum de Pi et soient Gi et Di les deux haînes monotones maximales de
Pi. On stoke les sommets balayés dans une pile Π de manière à onserver l'invariantsuivant : (i) les sommets dans Π forment une sous-haîne onave de sommets ré�exes de
Pi issue de σi et (ii) le sommet σi est également inident dans Pi à un sommet νi plus basque les sommets de Π. En partiulier, si les sommets de Π sont dans Gi (resp. Di) alors
νi est dans Di (resp. Gi). Au départ Π est initialisée ave les deux premiers sommets de
V (i.e. le sommet maximal de P0 = P et le sommet juste au dessous).Soit s le nouveau sommet balayé dans la liste V .1. Si s forme une haîne onave ave Π (i.e. le dernier sommet de Π est ré�exe) alorson empile s. Les invariants (i) et (ii) sont maintenus.2. Si s = νi et si s n'est pas le sommet minimal de P alors on relie s par des segmentsà haun des sommets de Π, hormis σi (qui est déjà relié à s). Notons que essegments sont des diagonales de Pi (et don de P ) ar auune arête entre deuxsommets de Π ne peut ouper une telle diagonale (par onavité de Π) ni auuneautre arête de Pi par monotonie de Π. On a ainsi triangulé une partie supérieurede Pi. Le reste onstitue le polygone Pi+1. On vide ensuite Π et on ré-insert sondernier sommet, qui devient le sommet σi+1, puis le sommet s ; es deux sommetsformant les deux plus hauts sommets de Pi+1. On dé�nit également νi+1 omme lesommet suivant Π le long de Pi. Clairement les invariants (i) et (ii) sont rétablis.3. Si s est inident au dernier sommet sℓ de Π mais ne forme pas une haîne onaveave Π (i.e. sℓ est onvexe dans Pi) alors on relie s par des segments aux dernierssommets sk, sk+1, . . . , sℓ−1 de Π, hormis le tout dernier sℓ auquel il est déjà relié, desorte que la droite ssk est support pour Π (i.e. les sommets de Π sont d'un même�té de ette droite) mais que la droite ssk+1 ne l'est pas. À nouveau es segmentssont des diagonales de Pi ar auune des deux haînes Gi et Di ne peut reouperle segment ssk du fait de leur monotonie. On a ainsi triangulé une partie de Pi.Le reste onstitue le polygone Pi+1. On dépile alors les sommets sk+1, . . . , sℓ de Π



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 49et insert le sommet s. Le fait que la droite ssk soit support de Π montre que Πontient bien une haîne onave et que les invariants (i) et (ii) sont rétablis.Lorsqu'on balaye le sommet minimal de P on se retrouve dans la dernière des trois sit-uations i-dessus et la triangulation qui suit ahève la triangulation de P . Pour haquesommet balayé les opérations e�etuées i-dessus se déomposent dans haun des troisas en un nombre onstant d'opérations élémentaires auquel s'ajoute un nombre d'opéra-tions proportionnel au nombre de diagonales ajoutées à la triangulation. Comme il y aun nombre linéaire de diagonales et que l'on balaye un nombre linéaire de sommets, leoût total de la triangulation est linéaire. 23.2.3 Appliation au problème de la galerie d'artLe problème ommunément attribué à Vitor Klee en 1973 est le suivant : étant donnéune galerie d'art dont le sol a la forme d'un polygone, ombien de gardiens (ou améras)�xes su�sent à garder la galerie ? On sous-entend que haque gardien peut regarder danstoutes les diretions autour de lui.De manière plus géométrique, soit P un polygone du plan et x ∈ IntP un point intérieur(au sens large) à P . La zone de visibilité de x dans P est l'ensemble des points intérieursà P et visibles depuis x dans P . C'est enore
VP (x) = {y ∈ IntP | xy ⊂ IntP}où xy dénote le segment joignant x et y. Un ensemble X ⊂ P ouvre P si

P = ∪x∈XVP (x)i.e. si l'union des zones de visibilités des points de X reouvre P . Le problème de la galeried'art revient don à herher un ensemble X de taille minimale ouvrant P . Le problèmede Klee était plus préisément de trouver la taille minimale g(n) telle que tout polygoneà n sommets est ouvert par un ensemble de taille g(n).Théorème 3.16 (de la galerie d'art, Chvátal 1973)
g(n) = ⌊n/3⌋.La preuve suivante due à Fisk en 1978 utilise la notion de oloriage. Un oloriage d'unensemble E par une ensemble C est une appliation de E dans C. Si le ardinal de C est

k on parle d'un k-oloriage de E.Preuve du théorème : g(n) ≤ ⌊n/3⌋ : soit P un polygone à n sommets et T unetriangulation de P . L'algorithme suivant onstruit un 3-oloriage des sommets de P telque tout triangle de T est triolore (ses trois sommets ont des ouleurs 2 à 2 distintes) :Choisir une arête a de P et olorier ses deux sommets, l'un en bleu et l'autre en blan.Cette arête est inidente à un unique triangle de T , e qui détermine la ouleur de sontroisième sommet, disons rouge. Si l'arête (rouge, blan) de e triangle est une diagonale,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 50olorier réursivement la partie de P oupée par ette diagonale et ne ontenant pas a.Faire de même ave l'arête (rouge, bleu).Remarquons alors que l'ensemble des sommets de P ayant la ouleur la moins fréquentedans un tel 3-oloriage est de ardinal au plus ⌊n/3⌋ et ouvre P , puisque ouvre touttriangle de T .
g(n) ≥ ⌊n/3⌋ : Pour tout k, on onstruit un polygone en forme de peigne de taille
3k, ayant k dents, qui ne peut être ouvert par moins de k points. Considérons pourela un triangle t ayant un �té horizontal de longueur 1 et k opies t1, t2, . . . , tk de tsuessivement translatées horizontalement de 2 unités. Ces opies sont don disjointeset forment les dents du peigne. On onsidère également un trapèze dont les bases sonthorizontales : l'une joint un sommet du �té horizontal de t1 ave un sommet du �téhorizontal de tk et l'autre joint un point intérieur à un �té non horizontal de t1 ave unpoint intérieur à un �té non horizontal de tk. Notre peigne est le bord de l'union de etrapèze ave les k triangles t1, t2, . . . , tk. Puisque les triangles sont disjoints, auun pointdu peigne ne peut ouvrir simultanément les deux pointes de deux dents du peigne. Ilfaut don au minimum k points pour ouvrir le peigne. 2L'algorithme de oloriage de la preuve du théorème est lairement de omplexité linéaire.Compte tenu de l'existene d'un algorithme de triangulation de omplexité linéaire [Cha91℄,ei permet de trouver en temps linéaire, pour un polygone donné, un ensemble ouvrantde taille minimale dans le as le pire. Par ontraste, trouver la taille minimale de toutensemble ouvrant pour un polygone préis est un problème NP-di�ile [Agg84℄.Référenes :- http://valis.s.uiu.edu/∼sariel/teah/2004/b/webpage/le/23_triang.pdf- http://valis.s.uiu.edu/∼sariel/teah/2004/b/webpage/le/24_triang_II.pdf- On pourra onsulter l'État de l'artArt Gallery and Illumination Problems. J. Urratia. Chap. 22 in �Handbook of Computa-tional Geometry�. Edited by J. R. Sak and J. Urrutia



Chapitre 4Reherhe monodimensionnelle
4.1 DitionnairesUn ditionnaire est une struture de données permettant de reherher, insérer ou sup-primer des données. Chaque donnée est supposée posséder une lé qui l'identi�e. Cette lédoit appartenir à un univers totalement ordonné (typiquement des entiers). Pour rangerles données on se sert de leur lé. Par la suite on ne s'intéresse qu'aux lés, les �vérita-bles� données pouvant être obtenues à partir des lés à l'aide d'un pointeur par exemple.D'autres opérations telles que la reherhe de la lé minimale ou maximale, de la lé suiv-ant ou préédant une lé donnée sont possibles. La fusion et la sission de ditionnairessont également des opérations ourantes.Classiquement, mais pas uniquement (voir plus bas) les ditionnaires sont représentés àl'aide d'arbres. Ces arbres peuvent être binaires (omme pour les arbres AVL ou biolores)ou non (arbres a-b).Référenes :http ://www.s.sunysb.edu/∼algorith/http ://www.nist.gov/dads/Introdution to Algorithms. Cormen, Rivest, Leiserson and Stein, M.I.T. PRESS, seondedition 2001. Version française hez Dunod, 1994.STL (http ://www.sgi.om/teh/stl/)LEDA (http ://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA/MANUAL/MANUAL.html)4.1.1 Arbres binaires de reherheDé�nition 4.1 Un arbre binaire de reherhe est un arbre binaire dont les noeuds pos-sèdent des lés rangées dans l'ordre in�xe, i.e. un parours dans l'ordre in�xe de l'arbre(sag(b).raine(b).sad(b)) visite les lés dans l'ordre roissant.Propriété : L'ensemble des arbres binaires de reherhe est stable par les opérations de51



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 52rotation.Note : parfois on ne range les lés qu'aux noeuds externes et un noeud interne ontientune valeur intermédiaire entre elles de son sous-arbre gauhe et de son sous-arbre droit.4.2 Strutures randomiséesLes strutures lassiques telles que les arbres AVL, biolores ou a-b sont des struturesdéterministes. Les performanes des opérations de ditionnaires ne dépendent ni des don-nées ni de l'ordre de onstrution de es strutures. Les algorithmes de onstrution et demodi�ation sont ependant relativement ompliqués. Les strutures randomisées tellesque les skip lists ou les treaps utilisent des générateurs aléatoires dans leur onstrutionet permettent d'obtenir des performanes en moyenne équivalentes à elles des struturesdéterministes. Les onstrutions sont généralement plus simples.4.2.1 Skip listUne struture de skip list sur un ensembleM de n lés est un ditionnaire surM onstruitde la manière suivante :On tire au hasard et de manière indépendante haque lé de M ave une probabilité 1/2.On obtient ainsi un sous-ensemble M2 de M ave lequel on reommene la proédurede tirage. On ontinue ainsi jusqu'à obtenir l'ensemble vide. On obtient �nalement unegradation de M , 'est à dire une suite déroissante de sous-ensembles de M :
M =M1 ⊇M2 ⊇ . . . ⊇Mr ⊃Mr+1 = ∅Une skip list sur une telle gradation s'obtient à partir des r listes triées de haque Mi,appelé niveau, augmenté pour haque lé de la liste Mi d'un pointeur vers l'ourrenede ette lé dans la liste Mi−1 et d'un pointeur vers son suesseur dans la liste Mi. Onajoute également un élément �tif minimal dans haque liste que l'on relie entre-eux. Ons'intéresse à la taille de ette struture et à la omplexité des opérations de reherhe,insertion, suppression en fontion du nombre n de lés. Puisque es grandeurs dépendentde tirages aléatoires, on s'intéresse à leur valeur moyenne où l'on onsidère tous les tiragesde lés indépendants. De plus, pour aratériser le fait que les grandeurs s'éartent trèspeu des valeurs moyennes (.a.d. que la distribution des valeurs est bien loalisée autourde la moyenne) on introduit la notation suivante :Dé�nition 4.2 Soient f(n) et g(n) des variables aléatoires dépendant d'un paramètre n.On érit f = Õ(g) si P (f(n) > cg(n)) < 1/p(n, c) où p(n, c) est un polyn�me en n dontle degré tend vers l'in�ni ave c.Intuitivement, un Õ(g) est un O(g) ave très forte probabilité.Soit hi la variable aléatoire qui donne le nombre de niveaux auxquels appartient la lé i.

hi suit une loi géométrique de paramètre 1/2, d'où P (hi = k) = 1/2k et E(hi) = 2.On pose h = max1≤i≤n hi la hauteur d'une skip list.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 53Lemme 4.3 E(h) = O(logn) et h = Õ(log n).Preuve :
P (h > k) = P ((h1 > k) ∨ (h2 > k) ∨ . . . ∨ (hn > k)) ≤

n
∑

i=1

P (hi > k) = n/2k.On en déduit pour tout c > 0 que P (h > c log n) ≤ 1/nc−1, d'où h = Õ(log n). On a deplus (f. lemme 1.10)
E(h) =

c logn−1
∑

k=0

P (h > k) +

∞
∑

k=c logn

P (h > k) ≤ c logn + n

∞
∑

k=c logn

1

2k
= c log n+

2

nc−1
.

2On note t = ∑

1≤i≤n hi la taille d'une skip list.Lemme 4.4 La taille t d'une skip list sur n lés véri�e E(t) = O(n) et t = Õ(n).Preuve : Par linéarité de l'espérane, on a E(t) = ∑

iE(hi) = 2n. En mettant bout about les tirages pour haque lé, t s'interprète omme le nombre de tirages néessairespour obtenir n éhes. Dit autrement t suit une loi binomiale négative de paramètres n et1/2. Le lemme 1.29 utilisant la tehnique de majoration de Cherno� permet de onlure.
2Remarque : La onstrution d'une skip list sur un ensemble de n lés peut s'obtenir aprèstri de ses lés en temps proportionnel à sa taille, i.e. en temps O(n logn+ t) = Õ(n logn).Soit K une lé, �xée une fois pour toute, à reherher dans une skip list. On note Ki laplus grande lé du niveau i (i.e. de Mi) inférieure ou égale à K. On note également Xile nombre de lés omprises, au sens large, entre Ki+1 et Ki dans Mi. Lorsque Mi estvide, on pose Xi = 0 et Ki = l'élément �tif minimal (voir plus haut). Pour reherher
K dans la skip list on ommene par parourir les lés du plus haut niveau Mr dansl'ordre roissant jusqu'à atteindre Kr. À l'aide du pointeur de Kr vers le niveau r − 1on desend sur sa opie dans Mr−1 puis on parourt Mr−1 dans l'ordre roissant des lésjusqu'à atteindre Kr−1. La proédure se poursuit réursivement jusqu'au premier niveau.La reherhe est frutueuse si et seulement si K1 = K.Lemme 4.5 Le temps de reherhe d'une lé �xée est un Õ(logn) et le temps moyen estun O(logn).Preuve : Le temps de reherhe est lairement proportionnel à la longueur ℓ du �hem-in� de reherhe, i.e. à ℓ =

∑

i≥1Xi (ette longueur inlut les marhes horizontales etvertiales).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 54Notons que pour Mi �xé, Mi+1 est obtenu en tirant aléatoirement et indépendammenthaque lé de Mi ave une probabilité 1/2. Par onséquent, la variable aléatoire Xi|Misuit une loi géométrique de paramètre 1/2 (plus préisément Xi|Mi est majorée par unevariable suivant une telle loi). On en déduit E(Xi|Mi) ≤ 2, d'où inonditionnellement
E(Xi) ≤ 2.On note Yi la variable aléatoire valant 0 si Mi est vide et 1 sinon, de sorte que Xi ≤ nYi.On a P (Yi = 1) = P (h ≥ i) ≤ n/2i−1, soit E(Yi) ≤ n/2i−1. On obtient 1

E(
∑

i≥1

Xi) =
∑

i≥1

E(Xi) ≤
c logn
∑

i=1

E(Xi) +
∑

i>c logn

E(nYi) ≤ 2c logn + 2/nc−2.Et on onlut E(ℓ) = O(logn).Montrons que ℓ = Õ(log n). Pour ela on 'oupe' ℓ en deux en érivant ℓ = ℓ≤ + ℓ>ave ℓ≤ =
∑c logn

i=1 E(Xi) et ℓ> =
∑

i>c lognE(Xi). Alors ℓ≤ est une somme de c lognvariables aléatoires majorées par des variables de loi géométrique de paramètre 1/2 et estdon majorée par une variable aléatoire suivant une loi binomiale négative de paramètres
c logn et 1/2. On en déduit par la tehnique de Cherno� (lemme 1.29) que

P (ℓ≤ > c(2 + d) logn) ≤ exp(−dc logn/4) = O(
1

ndc/4
)dès que d ≥ 3. D'où ℓ≤ = Õ(log n).Par ailleurs ℓ> est trivialement majorée par la hauteur h de la skip list additionnée aunombre d'éléments restant au niveau c logn + 1. Soit Zi la fontion indiatrie de laprésene de la i-ème lé au niveau c logn + 1, de sorte que ℓ> ≤ h +
∑n

i=1 Zi. Les Zisont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de paramètre 1/2c logn = 1/nc. Don
∑n

i=1 Zi suit une loi binomiale de paramètre n et 1/nc. Par l'inégalité de Markov on a
P (

n
∑

i=1

Zi > c) ≤ E(

n
∑

i=1

Zi)/c ≤
1

cnc−1
.D'où ∑n

i=1 Zi = Õ(1). D'après le lemme 4.3, h = Õ(log n) et on onlut �nalement que
ℓ> = Õ(log n) puis que ℓ = Õ(log n). 2On a en fait un résultat plus fort ne dépendant pas de la lé partiulière à herher :Lemme 4.6 Le temps maximal de reherhe d'une lé quelonque dans une skip list estun Õ(log n).Preuve :

P (max
K

ℓ(K) > c logn) ≤
∑

K

P (ℓ(K) > c log n) ≤ n

p(n, c)
=

1

q(n, c)
.

21. On peut invoquer le théorème de onvergene monotone pour faire ommuter l'espérane et lasomme d'une série.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 55Lemme 4.7 Le temps maximal de suppression d'une lé quelonque dans une skip listest un Õ(log n).Pour supprimer une lé on e�etue sa reherhe en la supprimant des niveaux Mi où elleapparaît. Le temps de suppression est don de l'ordre du temps de reherhe. Si on disposed'un pointeur sur l'élément à supprimer alors la suppression est un Õ(1) ar hK = Õ(1).Lemme 4.8 Le temps maximal d'insertion d'une lé dans une skip list est un Õ(logn).Pour insérer une lé on e�etue des tirages jusqu'à obtenir un éhe. Si k est le nombrede tirages e�etués on insère la lé dans les k premiers niveaux en même temps que l'one�etue une reherhe dans la skip list.Référene :- Skip Lists : A probabilisti Alternative to Balaned Trees. W. Pugh. Communiationof the ACM, 33(6), june 1990.4.2.2 Arbres binaires de reherhe aléatoiresÉtant donnée une permutation σ de [1, n] on onstruit un arbre binaire de reherheen introduisant σ(1) puis σ(2), . . . , puis σ(n) dans un arbre initialement vide. Les n!permutations de [1, n] permettent d'obtenir toutes les formes possibles d'arbres binairesde reherhe sur n éléments. En onsidérant une loi de probabilité uniforme sur les n!permutations on en déduit une loi de probabilité sur les arbres binaires de reherhe.Proposition 4.9 La hauteur d'un arbre binaire de reherhe aléatoire est un Õ(logn) etsa profondeur moyenne est un O(logn).Notons que d'après le théorème 1.32, la hauteur moyenne d'un arbre de reherhe aléatoireest un O(logn), e qui implique évidement que la profondeur moyenne des lés est dumême ordre. On donne ii une preuve de e dernier résultat, moins fort mais plus simpleà montrer.Preuve : On note X i
j la variable aléatoire indiquant si j est un anêtre de i dans l'arbrebinaire de reherhe assoié à une permutation aléatoire σ. On note τ la permutation(aléatoire) inverse de σ. X i

j = 1 si et seulement si τ(j) = mink∈[i,j] τ(k), .a.d. si etseulement si j est inséré avant i et auun élément inséré avant j ne sépare i et j. Clairement
P (X i

j = 1 | τ([i, j])) = 1
|i−j|+1

, d'où E(X i
j) =

1
|i−j|+1

.Soit hi =
∑

j 6=iX
i
j la hauteur de i dans l'arbre binaire de reherhe. Par linéarité del'espérane E(hi) vaut ∑n

j=1
1

|i−j|+1
= Hi +Hn+1−i − 1 = O(logn).Par ailleurs, pour i �xé et i < j le lemme 4.10 i-dessous indique que les variables X i

jsont mutuellement indépendantes. Par la tehnique de Cherno� on peut don érire pourtout t et tout λ positif
P (

∑

j>i

X i
j > t) ≤

∏

j>iE(exp(λX
i
j))

exp(λt)
.
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E(exp(λX i

j)) =
exp(λ)

j − i+ 1
+ 1− 1

j − i+ 1
= 1 +

exp(λ)− 1

j − i+ 1
≤ exp(

exp(λ)− 1

j − i+ 1
)d'où

P (
∑

j>i

X i
j > t) ≤ exp((exp(λ)− 1)Hn − λt) ≤ exp((exp(λ)− 1)(lnn + 1)− λt).En hoisissant t = c lnn et λ = ln c on trouve

P (
∑

j>i

X i
j > c lnn) ≤ exp(c− 1)

nc(ln c−1)+1
=

1

p(n, c)
.En opérant de même ave la somme∑j<iX

i
j on en déduit que hi = Õ(logn). Comme pourl'analyse de la hauteur d'une skip list on onlut �nalement que la hauteur h = maxi hid'un arbre binaire de reherhe aléatoire est un Õ(logn) et que son espérane est un

O(logn). 2Dit autrement un arbre binaire de reherhe aléatoire est presque toujours bien équilibré.Lemme 4.10 Ave les notations de la preuve i-dessus, soient 1 ≤ i < j1 < j2 < . . . <
jk ≤ n. Alors les variables X i

j1
, X i

j2
. . . , X i

jk
sont mutuellement indépendantes. On a unrésultat analogue pour 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk < i ≤ n.Preuve : On raisonne par réurrene sur k. Soient ǫr ∈ {0, 1}, r ∈ [1, k]. On pose

A = {X i
j1

= ǫ1 ∧ . . . ∧ X i
jk−1

= ǫk−1}. Par hypothèse de réurrene à l'ordre k − 1, lesvariables X i
j1, X

i
j2 . . . , X

i
jk−1

sont indépendantes. On remarque en partiulier que
P (A) =

∏k−1
r=1 P (X

i
jr = ǫr) ne dépend que des grandeurs |jr − i|. On onsidère une partie

I ⊂ [1, n] à jk − i+ 1 éléments et le sous-ensemble de permutations de [1, n] :
BI = {τ : τ([i, jk]) = I ∧ τ(jk) = min I}On note que les BI sont disjoints et que leur union, ∪IBI , est l'événement {X i

jk
= 1}.J'a�rme que P (A|BI) = P (A). Pour le voir on onsidère l'injetion roissante

ι : [1, jk − i] → [1, n] telle que Imι = I et la surjetion φ de BI dans les permutations de
[1, jk − i] :

BI
φ→ Sjk−i

τ 7→ τ ′ : ℓ 7→ ι−1(τ(ℓ + i− 1))Puisque l'appartenane de τ àA ne dépend que des ordres relatifs de τ(i), τ(i+1), . . . , τ(jk−1),on a
τ ∈ A⇔ φ(τ) ∈ A′ = {X i

j1−i+1 = ǫ1, X
i
j2−i+1 = ǫ2, . . . , X

i
jk−1−i+1 = ǫk−1}De plus, le nombre |φ−1(τ ′)| ne dépend pas de τ ′ ∈ Sjk−i. On en déduit, ave la re-marque i-dessus, P (A|BI) = P (A′) = P (A), et par suite P (A|X i

jk
= 1) = P (A) (f.exerie 1.21). En reportant ette égalité dans la suivante

P (A) = P (A|X i
jk
= 1)P (X i

jk
= 1) + P (A|X i

jk
= 0)P (X i

jk
= 0)
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jk
= 0) = P (A). Finalement on en déduit,

∀ǫk ∈ {0, 1} : P (A ∧X i
jk
= ǫk) = P (A)P (X i

jk
= ǫk)soit enore

P (X i
j1
= ǫ1 ∧ . . . ∧ X i

jk
= ǫk) =

k
∏

r=1

P (X i
jr = ǫr)

24.2.3 Tree + Heap = TreapIntroduits sous le nom d'arbres artésiens par J. Vuillemin, les treaps sont des arbresbinaires de reherhes dont les noeuds possèdent une lé et une priorité omprise entre 0et 1. Un treap est un arbre binaire de reherhe pour les lés - les noeuds dans le sousarbre gauhe (droit) d'un noeud ont une lé inférieure (supérieure) à la lé de e noeud- et un tas pour les priorités (le parent d'un noeud a une priorité plus grande que ellede e noeud). Un treap est don le résultat d'un arbre binaire de reherhe onstruit enintroduisant un à un les éléments dans l'ordre de leur priorité. En hoisissant les prioritésde manière aléatoire on peut simuler un arbre binaire de reherhe aléatoire. Cei assured'après le lemme 4.9 que la reherhe a un oût en Õ(logn). Il est possible de maintenirdynamiquement un treap, i.e. d'insérer ou de supprimer des éléments en onservant lapropriété d'arbre aléatoire. Pour ela, on utilise le fait que l'opération de rotation surun arbre binaire (f. setion 1.4) préserve l'ordre in�xe, intervertit la parenté pour deuxnoeuds, et préserve la propriété de tas pour le reste. Cei permet, par rotations suessivesde faire remonter ou desendre un noeud dans un treap pour l'�ter ou le positionner à sabonne plae, 'est-à dire omme s'il avait été introduit 'à l'instant' donné par sa priorité.Référenes :- Randomized searh trees. C. Aragon and R. Seidel. Algorithmia 16. pp 464-497. 1996.- Randomized Binary Searh Trees. C. Martínez and S. Roura. Journal of the ACM. 45.pp 288-323. 1998.



Chapitre 5PolytopesL'étude des polytopes tire son origine au XV IIIe sièle de la méanique et plus spé-i�quement de l'analyse des points d'équilibre d'une masse pontuelle soumise à desontraintes. Cette analyse fait apparaître des inéquations linéaires en lien ave les multi-pliateurs de Lagrange (1788). Au XIXe sièle, le développement de l'étude des systèmesd'inéquations linéaires doit beauoup à Fourier et fut motivée par di�érentes branhesdes mathématiques omme les probabilités ou la théorie des nombres ou enore par lesthéories politiques (életions) ou éonomiques. Cette dernière, ainsi que la théorie de jeux,fut également à la soure de nombreux problèmes de programmation linéaire au XXesièle. Dans le même temps l'étude de la onvexité et de la théorie des polytopes en tantque telles s'est largement développée en mathématique.Pour de plus amples référenes, voir les notes historiques dans- Theory of Linear and Integer Programming. A. Shrijver. Wiley-Intersiene, 1986.- The Evolution of Methods of Convex Optimization. V. M. Tikhomirov. The AmerianMathematial Monthly. Jan. 1996, pp. 65-71.5.1 NotationsUn veteur olonne ou ligne est noté en aratère gras omme le veteur x, ses om-posantes xi sont notées en aratères maigres. Les produit salaire est noté de manièrematriielle omme le produit d'un veteur ligne par un veteur olonne. La notation x ≤ ysigni�e que xi ≤ yi pour tout i.Un demi-espae {x | cx ≤ c0} ontenant un polytope P est dit valide pour P . Parextension, on dit que l'hyperplan {x | cx = c0} est valide pour P si le demi-spae
{x | cx ≤ c0} est valide pour P .Par onision j'érirai {cx ≤ c0} pour {x | cx ≤ c0}. Par abus de langage, j'identi�erai unhyperplan ave son équation de sorte que je pourrai érire H = {cx = c0} = {H(x) = 0}et {cx ≤ c0} = {H(x) ≤ 0}

58



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 595.2 ConvexitéDé�nition 5.1 Une ombinaison onvexe d'une famille de n points x1,x2, . . . ,xn de IRdest un point x de la forme x =
∑

i tixi, ave ti ≥ 0 et ∑i ti = 1.Dé�nition 5.2 Un ensemble X de IRd est onvexe si pour tout ouple de points de X lesegment qui les joint est inlus dans X.Remarque 5.3 Par réurrene on en déduit failement qu'un ensemble est onvexe si etseulement si il est stable par ombinaison onvexe de familles �nies de ses points.Dé�nition 5.4 Soit X une partie de IRd. L'enveloppe onvexe de X, notée Conv(X),est le plus petit onvexe ontenant X (e qui a un sens puisque la propriété de onvexitéest stable par intersetion).Lemme 5.5 Conv(X) est l'ensemble des ombinaisons onvexes de familles �nies depoints de X.Preuve : Je note C l'ensemble des ombinaisons onvexes de familles �nies de X . Par laremarque préédente C est onvexe (une ombinaison onvexe de ombinaisons onvexesen est une) et omme C ontient X on en déduit Conv(X) ⊂ C. La même remarqueimplique C ⊂ Conv(X), d'où l'identité. 2Lemme 5.6 (Radon) Soit A un ensemble de d + 2 points de IRd alors il existe deuxparties disjointes A1 et A2 de A telles que Conv(A1) ∩ Conv(A2) n'est pas vide.Preuve : Les d + 2 points a1, a2, . . . , ad+2 de A sont a�nement dépendants. Il existedon des λi non tous nuls tels que ∑

i λiai = 0 et ∑

i λi = 0. En séparant les termesave des λi stritement positifs des termes ave des λi stritement négatifs on onlutfailement. 2Théorème 5.7 (Carathéodory, 1911) Conv(X) est l'ensemble des ombinaisons on-vexes de familles de d+1 points de X. Autrement dit Conv(X) est l'union des d-simplexes(possiblement dégénérés) dont les sommets sont des points de X.Preuve : Par le lemme 5.5 tout point x de Conv(X) s'érit∑n
i=1 λixi ave xi ∈ X, λi > 0et ∑n

i=1 λi = 1. Si n > d+ 1 alors les xi sont liés et il existe des µi non tous nuls tels que
∑n

i=1 µixi = 0 et ∑n
i=1 µi = 0. On peut hoisir un réel α tel que λi + αµi est nul pour aumoins un indie i et positif sinon. Don x =

∑n
i=1(λi + αµi)xi est ombinaison onvexed'au plus n− 1 points de X et on termine par réurrene sur n. 2Lemme 5.8 (de séparation) Soit C un onvexe ompat de IRd et D un onvexe ferméde IRd disjoint de C. Alors il existe un hyperplan H les séparant stritement, i.e. tel que

C et D soient respetivement ontenus dans les deux demi-espaes ouverts délimités par
H.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 60Preuve : Supposons tout d'abord D ompat. L'appliation distane est ontinue surle ompat C × D où elle atteint son minimum. Soient don x ∈ C et y ∈ D tels que
d(x,y) = d(C,D) > 0. On véri�e que l'hyperplan médiateur de x et y onvient pour H .Si D n'est pas ompat on l'intersete ave une boule B ompate su�samment grandepour que d(C,D ∩ B) = d(C,D) et on se ramène au as préédent. 2Théorème 5.9 (Helly, 1923) Soient n > d et C1, C2, . . . , Cn des onvexes de IRd telsque l'intersetion de d + 1 quelonques de es onvexes est non vide, alors ∩iCi est nonvide.Preuve : On raisonne par réurrene sur n. Pour tout i on onsidère, par hypothèse deréurrene, un point ai dans l'intersetion des n−1 onvexes ∩j 6=iCj. On obtient ainsi unensemble de n points {a1, . . . , ai, . . . an}. Par le théorème de Radon on peut en extrairedeux sous-ensembles disjoints A et B dont les enveloppes onvexes s'intersetent. Toutpoint x de ette intersetion est dans ∩iCi. En e�et, si ai n'est pas dans A, alors haquepoint de A est dans Ci, et don x ∈ Conv(A) ⊂ Ci. De même si i n'est pas dans B. 2Exerie 5.10 Soit P un ensemble de n points de IRd. Un point entral pour P est unpoint x ∈ IRd tel que tout demi-espae qui ne ontient pas x ontient au plus n d

d+1
pointsde P . Montrer à l'aide du théorème de Helly que tout ensemble �ni de points admet unpoint entral.5.3 Le théorème de Minkowski-WeylCe théorème établit l'équivalene entre les objets obtenus omme enveloppe onvexe defamilles �nies de points ou omme intersetion de familles �nies de demi-espaes lorsqueelle-i est bornée.Dé�nition 5.11 Un �ne polyédrique est une intersetion d'une famille �nie de demi-espaes vetoriels (de la forme {x | ax ≤ 0}). L'enveloppe onique d'une famille �niede veteurs est l'ensemble des ombinaisons linéaires à oe�ients non négatifs de esveteurs.Théorème 5.12 (de Minkowski-Weyl pour les �nes) Tout �ne polyédrique est uneenveloppe onique et réiproquement.Lemme 5.13 La projetion sur un sous-espae d'un �ne polyédrique est un �ne polyé-drique.Preuve : Une projetion sur un sous-espae de odimension p s'obtient omme p proje-tions suessives sur des sous-espaes de odimension 1 (dans les espaes appropriés). Ilsu�t don de se restreindre à e dernier as. Par hangement de oordonnées on peut sup-posé que ette projetion est la projetion orthogonale sur {x1 = 0}. Soit C = {Ax ≤ 0}



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 61un �ne polyédrique où les inéquations sont exprimées dans une repère adapté à la pro-jetion. On utilise la proédure de Fourier-Motzkin (1927) après avoir normalisé les in-équations de C : si C s'érit






x1 + a′
ix

′ ≤ 0, i ∈ I+

−x1 + a′
jx

′ ≤ 0, j ∈ I−

a′
kx

′ ≤ 0, k ∈ I0alors sa projetion sur {x1 = 0} s'érit
C1 =

{

(a′
i + a′

j)x
′ ≤ 0, (i, j) ∈ I+ × I−

a′
kx

′ ≤ 0, k ∈ I0En e�et, tout point projeté de C est lairement dans C1. Par ailleurs si x′ ∈ C1 alors lepoint (−max
I+

a′
ix

′,x′) ∈ C, don C1 est ontenu dans la projetion de C. 2Lemme 5.14 L'intersetion d'une enveloppe onique ave un sous-espae est une en-veloppe onique.Preuve : Il su�t de se restreindre à l'intersetion ave un sous-espae de odimension1, par exemple {x1 = 0} et de onlure par réurrene sur la odimension. Soit uneenveloppe onique E = {Rλ, λ ≥ 0} ave R = (R+, R−, R0) et r ∈ R+ (resp. R−, R0) si
r1 = 1 (resp. − 1, 0). Alors E ∩ {x1 = 0} est l'enveloppe onique E1 sur (R+ + R−, R0).En e�et,

x ∈ E1 =⇒ x =
∑

R+×R−

λ±(r
+ + r−) +

∑

R0

λ0r
0ave λ±, λ0 ≥ 0. Don x ∈ E ∩ {x1 = 0}, i.e. E1 ⊂ E ∩ {x1 = 0}.Réiproquement,

x ∈ E ∩ {x1 = 0} =⇒ x =
∑

R+

λ+r
+ +

∑

R−

λ−r
− +

∑

R0

λ0r
0ave ∑

R+ λ+ =
∑

R− λ− et λ+, λ−, λ0 ≥ 0. On en déduit
x =

1
∑

R+ λ+
(
∑

R+

λ+(
∑

R−

λ−)r
+ +

∑

R−

λ−(
∑

R+

λ+)r
−) +

∑

R0

λ0r
0

=
∑

R+

∑

R−

λ+λ−
∑

R+ λ+
(r+ + r−) +

∑

R0

λ0r
0.d'où x ∈ E1 et E ∩ {x1 = 0} ⊂ E1. 2Preuve du théorème 5.12 : Soit une enveloppe onique E = {x | ∃λ ≥ 0 : x = Rλ}.

E est la projetion �sur x parallèlement à λ� du �ne polyédrique
{





I −R
−I R
0 −I





[

x

λ

]

≤ 0}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 62Le lemme 5.13 assure que E est un �ne polyédrique.Réiproquement soit un �ne polyédrique C = {Ax ≤ 0} = {(x, λ) |Ax ≤ λ} ∩ {λ = 0}.Montrons que C ′ = {(x, λ) |Ax ≤ λ} est l'enveloppe onique E des veteurs ± [

ei
Aei

] et
[

0

ǫj

] où les ei et ǫj onstituent des bases des espaes adéquats :
[

x

λ

]

∈ E =⇒
[

x

λ

]

=
∑

i

(u+i − u−i )

[

ei
Aei

]

+
∑

j

vj

[

0

ǫj

] ave u+i , u−i , vj ≥ 0.d'où
[

x

λ

]

=

[

x

Ax+ v

] ave v ≥ 0On en déduit Ax ≤ λ i.e. [x
λ

]

∈ C ′. Réiproquement supposons [x
λ

]

∈ C ′. Alors on peutérire
[

x

λ

]

=

[

x

Ax

]

+

[

0

λ− Ax

]

=

[

x+

Ax+

]

−
[

x−

Ax−

]

+

[

0

λ− Ax

] ave x+,x− ≥ 0.e qui montre que [

x

λ

]

∈ E. Finalement E = C ′ et C = C ′ ∩ {λ = 0}. Le lemme 5.14permet de onlure. 2Dé�nition 5.15 Un polyèdre est l'intersetion d'un famille �nie de demi-espaes a�nes.Théorème 5.16 (de Minkowski-Weyl pour les polyèdres) Tout polyèdre est la somme(de Minkowski) d'une enveloppe onvexe d'une famille �nie de points et d'un �ne polyé-drique et réiproquement.Preuve : Soit un polyèdre P = {Ax ≤ b} = {x |
[

1
x

]

∈ C} où C est le �ne
C = {

[

x0
x

]

|
[

−1 I0
−b A

] [

x0
x

]

≤ 0}.Dit autrement C est le �ne de sommet 0 sur une opie de P dans l'hyperplan x0 = 1.Le théorème de Minkowski-Weyl pour les �nes assure que C = {Rλ, λ ≥ 0} pour unertain R véri�ant (Rλ)0 ≥ 0 pour tout λ ≥ 0. On en déduit
[

1
x

]

∈ C ⇔ ∃λ ≥ 0 :

[

1
x

]

=

[
∑

i λiri0
∑

i λiri

]où les ri0 sont non négatifs. En séparant les indies pour lesquels ri0 est soit positif soitnul en I+ et I0 respetivement, on obtient
x ∈ P ⇔ ∃λ ≥ 0 : x =

∑

I+

λiri0
ri

ri0
+
∑

I0

λiri et ∑

I+

λiri0 = 1.
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ri0
)I+ + C�ne(ri)I0.Pour la réiproque on onsidère la somme Q d'une enveloppe onvexe d'une famille �niede points S et d'une enveloppe onique sur une famille R de veteurs :

Q = {Sλ+Rµ | λ, µ ≥ 0 et 1Iλ = 1}. Alors Q = {x |
[

1
x

]

∈ C} où C est le �ne
C = {

[1I 0

S R

] [

λ
µ

]

| λ, µ ≥ 0}.Le théorème de Minkowski-Weyl pour les �nes assure que C est de la forme
{
[

x0
x

]

| (−b A)

[

x0
x

]

≤ 0} d'où P = {x | Ax ≤ b} 2Exerie 5.17 Le �ne de réession du polyèdre P = {Ax ≤ b} est l'ensemble desdiretions y telles que x + λy ∈ P pour un ertain x ∈ P et tout λ ≥ 0. Montrer que le�ne de réession de P est le �ne {Ax ≤ 0}. Montrer que dans toute déomposition de
P en somme d'une enveloppe onvexe de points et d'un �ne polyédrique, e �ne est le�ne de réession de P .L'espae de linéalité de P est l'ensemble des diretions y telles que x+ λy ∈ P pour unertain x ∈ P et tout λ. Montrer que et espae a pour équation {Ax = 0}.Dé�nition 5.18 Un polytope est un polyèdre borné.Corollaire 5.19 (théorème de Minkowski-Weyl pour les polytopes) Tout polytopeest une enveloppe onvexe d'une famille �nie de points et réiproquement.5.4 Lemmes de Farkas, 1896Lemme 5.20 Soit un polyèdre P = {Ax ≤ b} et soit pi la projetion sur {xi = 0}parallèlement à ei. Alors il existe une matrie C à oe�ients non négatifs telle que

Elimi(P ) = p−1
i (pi(P )) = {CAx ≤ Cb}.Preuve : appliquer la proédure de Fourier-Motzkin aux inéquations de P . 2Lemme 5.21 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) {Ax ≤ b} est vide,(ii) ∃ c ≥ I0 tel que cA = I0 et cb < 0.Preuve : (i) équivaut à dire que les projetions de P sont vides. En appliquant d foisle lemme 5.20, où d est la dimension de x, on a l'existene d'une matrie C à oe�ientsnon négatifs telle que Elim1(Elim2(. . . Elimd(P ) . . .)) = {CAx ≤ Cb} est vide. Comme

CA = 0 (on a projeté sur un espae de dimension 0), l'un des veteurs lignes c de Cvéri�e (ii). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 64Lemme 5.22 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) ∄x ≥ 0 tel que Ax = b,(ii) ∃ c tel que cA ≥ I0 et cb < 0.Preuve : (i) se réérit {−IA
−A



x ≤





0

b

−b



} est vide. Appliquer alors le lemme 5.21.Preuve plus géométrique : (i) signi�e que b n'est pas dans le �ne des veteurs olonnes
ai de A. Par le lemme de séparation 5.8 appliqué au onvexe ompat {b} et au onvexefermé C�ne({ai}) ei entraîne l'existene d'un hyperplan séparateur H = {cy = c0} telque

∀x ≥ 0 : cAx > c0 et cb < c0.En partiulier x = 0 implique cb < c0 < 0. De plus on ne peut avoir cai < 0 ar pour xayant la i-ème oordonnée positive assez grande on aurait cAx < c0. D'où cA ≥ I0. 2Noter que ette proposition exprime qu'un veteur est soit dans un �ne engendré parune famille �nie donnée de veteurs soit séparé de ette famille par un hyperplan. Pourune démonstration direte voir :Theory of linear and integer programming. Alexander Shrijver. Wiley, 1986. page 85.Lemme 5.23 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) {ax ≤ b0} est valide pour {Ax ≤ b},(ii) ∃ c ≥ I0 tel que cA = a et cb ≤ b0 ou tel que cA = I0 et cb < 0.Dit autrement, si une inéquation est valide pour un polyèdre non vide, alors ette in-équation est impliquée par une ombinaison à oe�ients positifs des inéquations dupolyèdre.Preuve : (ii) ⇒ (i) : faile.non (ii) ⇒
∄ (c0 c) ≥ I0 tel que (c0 c)

[

−a

A

]

= I0 et (c0 c) [−b0b ]

< 0.On en déduit par la proposition 5.21 :
∃w tel que Aw ≤ b et aw ≥ b0.On a enore non (ii) ⇒

∄ (c0 c) ≥ I0 tel que (c0 c)

[

1 I0
b A

]

= (b0 a)Et on en déduit par la proposition 5.22 :
∃
[

y0
y

] tel que [

1 I0
b A

] [

y0
y

]

≥ 0 et (b0 a) [y0y] < 0.Selon que y0 est positif ou nul on en déduit y tel que Ay ≤ b et ay > b0 ou bien Ay ≤ 0et ay > 0. Dans le premier as 'est terminé, dans le seond w+ y permet également deontredire (i). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 65Référenes :- A Simple Proof of Farka's Lemma. V. Komornik. The Amerian Mathematial Monthly.De. 1998, pp. 949-950.5.5 Faes d'un polytopeJe suis �dèlement le hapitre 2 deLetures on Polytopes. Günter Ziegler. Springer GTM 152, 1994.Soit P un polytope.Dé�nition 5.24 Une fae de P est soit P lui-même soit l'intersetion de P ave unhyperplan valide. Un tel hyperplan est dit support de la fae. La dimension d'une fae estelle de son enveloppe a�ne. Une fae de dimension 0 (resp. 1, resp. k, resp. dim(P )−1)est appelée sommet (resp. arête, resp. k-fae, resp. faette).On note V (P ) les sommets de P .Dé�nition 5.25 Un point v de P est extrême s'il n'est pas ombinaison onvexe d'autrespoints de P . Si P = Conv(S), pour un ensemble S de points, ela équivaut d'après lelemme 5.5 à v 6∈ Conv(S \ v).Lemme 5.26 Un point de P est extrême si et seulement si 'est un sommet de P .Preuve : Soit P = Conv(S) et soit v = P ∩ {cx = c0} un sommet de P . Tout point
x de P distint de v véri�e cx < c0, don v ne peut être ombinaison onvexe d'autrespoints de P . Réiproquement, supposons que v est un point extrême de P , i.e. que
v 6∈ Conv(S \ v). Par le lemme de séparation on en déduit un hyperplan {cx = c0} telque cv > c0 et csi < c0 pour si ∈ S \ v. L'hyperplan {cx = cv} est un hyperplan validedé�nissant le sommet v. 2Proposition 5.27(i) Si P est l'enveloppe onvexe d'un ensemble �ni de points, alors et ensemble ontient

V (P ).(ii) P est l'enveloppe onvexe de ses sommets.Preuve : (i) est une onséquene direte du lemme 5.26. Soit P = Conv(S). Si v ∈
S \ V (P ), alors P = Conv(S \ v) d'après la remarque 5.3 et on en déduit (ii) parréurrene sur |S|. 2Puisqu'un polytope est une intersetion bornée de demi-espaes, il est lair que toute faed'un polytope est elle-même un polytope.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 66Proposition 5.28 Soit P un polytope et F une fae de P .(i) l'intersetion de deux faes de P est une fae de P ,(ii) les faes de F sont les faes de P inluses dans F , en partiulier, V (F ) = V (P )∩F ,et(iii) F = P ∩ aff(F ).Preuve : (i) : Soit H un hyperplan support de F et soit F ′ une autre fae de P d'hy-perplan support H ′. Alors toute ombinaison positive de H et H ′ dé�nit un hyperplansupport pour F ∩ F ′.(ii) : Soit F ′ une fae de F d'hyperplan support H ′ (pour F ). Il est faile de hoisir unhyperplan support de F ′ pour P de la formeH+λH ′ ave λ tel que l'inégalité assoiée soitstrite pour les sommets de V (P ) \ V (F ) : si H ′ n'est pas support de P alors λ = −ν/µonvient, où ν = maxvi∈V (P )\V (F )H(vi) et µ = maxvi∈V (P )H
′(vi). Si H ′ est support de

P , f. (i).(iii) : F ⊂ P ∩ aff(F ) ⊂ P ∩H = F . 2Dé�nition 5.29 Soit v un sommet de P d'hyperplan support H0 = {cx = c0}. Soit
c1 < c0 tel que {cx < c1} pour les sommets V (P ) \ v. Je note H1 = {cx = c1}. L'étoilede v est par dé�nition

P/v = P ∩H1Proposition 5.30 L'appliation qui assoie à toute k-fae, F , de P ontenant v la (k-1)-fae F ∩H1 de P/v est une bijetion d'inverse
F ′ 7→ P ∩ aff(F ′ ∪ {v}).Preuve : Remarquons d'abord que F ∩H1 est bien une (k-1)-fae de P/v : F ∩ H1 =

P ∩H ∩H1 = P/v ∩H où H est un hyperplan support de F .L'appliation inverse est également bien dé�nie : soit H ′ un hyperplan support d'une fae
F ′ de P/v. Soit λ tel que v ∈ H ′ + λH1 (e qui est possible puisque H1(v) > 0). Alors
H ′ + λH1 est un hyperplan valide pour P . Pour le voir on prend v′ dans V (P ) \ v et onpose

v′′ = tv′ + (1− t)v ave 1 ≥ t =
c0 − c1
c0 − cv′ > 0.Alors v′′ ∈ P ∩ H1 = P/v et (H ′ + λH1)(v

′′) ≤ 0 don (H ′ + λH1)(v
′) ≤ 0. De plus,si v′ ∈ P ∩ (H ′ + λH1) alors (H ′ + λH1)(v

′′) = 0 et omme H1(v
′′) = 0, on en déduit

H ′(v′′) = 0. Autrement dit v′′ ∈ F ′, d'où v′ ∈ aff(F ′ ∪ {v}) et P ∩ aff(F ′ ∪ {v}) =
P ∩ (H ′ + λH1) est bien une fae de P .Véri�ons que les deux appliations sont bien inverses l'une de l'autre :

P ∩ aff((F ∩H1) ∪ {v}) = P ∩ aff(F ) = F.La première égalité provient du fait que tout point de F est ombinaison a�ne de v etd'un point de F ∩H1. On remarque en passant que dim(F ) = dim(F ∩H1) + 1 puisque
v 6∈ aff(F ∩H1). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 675.5.1 TerminologieUn ensemble partiellement ordonné, ou poset, est une relation antisymétrique, transitiveet ré�exive sur un ensemble �ni. Deux éléments en relation sont dits omparables. Onappelle ordre la relation d'un poset. Si le ouple (a, b) appartient à la relation d'un poseton dit que l'élément a est plus petit que l'élément b. Le poset opposé est dé�ni par l'ordreinverse. Un ordre est total ou linéaire si deux éléments quelonques sont omparables.On onsidère i-dessous les relations plus grand et plus petit au sens large.Dé�nition 5.31 Une haîne d'un poset est un sous-poset totalement ordonné. La longueurd'une haîne est son nombre d'éléments moins un. Un intervalle [a, b] entre deux éléments
a et b est l'ensemble des éléments plus grands que a et plus petits que b. Une borne in-férieure (resp. supérieure) d'une partie X d'un poset est un élément plus petit (resp. plusgrand) que tout élément de X et plus grand (resp. plus petit) que tout élément ayantette propriété. Un poset est borné s'il admet un plus petit élément et un plus grandélément. Un treillis est un poset borné tel que toute paire d'éléments admet une borneinférieure appelée meet (∧) et une borne supérieure appelée join (∨). Un poset est graduési la longueur de toute haîne maximale dont le plus grand élément est �xé ne dépendque de et élément. Cette longueur est alors appelée le rang de et élément. Dans untreillis gradué les éléments de rang 1 sont appelés atomes et eux de rang un de moinsque l'élément maximal sont appelés oatomes. Un treillis est atomique ( oatomique) sitout élément est un join (meet) d'atomes (de oatomes). Un élément b est dit suesseurd'un élément a si l'intervalle [a, b] est préisément la paire {a, b}. Le diagramme de Hassed'un poset est un dessin dans le plan de sa relation suesseur où les ordonnées des pointsreprésentant les éléments sont dans un ordre ompatible ave l'ordre du poset.Exemples de treillis : les entiers de 0 à N ave la relation d'ordre usuelle. Les treillisbooléens, Bk, i.e. les parties d'un ensemble à k éléments ordonnées par l'inlusion (∨ = ∪,
∧ = ∩). L'ensemble des diviseurs d'un entier pour la relation de divisibilité (∨ = ppcm,
∧ = pgcd).5.5.2 Treillis des faes d'un polytopeOn onsidère l'ensemble F(P ) des faes de P partiellement ordonnées par l'inlusion.Proposition 5.32(i) F(P ) est un treillis gradué de longueur dim(P )+1 et de fontion rang(F ) = dim(F )+

1, atomique et oatomique. En partiulier F ∧ F ′ = F ∩ F ′.(ii) Tout intervalle [G,F ] est le treillis d'un polytope de dimension dim(F )−dim(G)−1.(iii) (propriété du arreau) Tout intervalle [G,F ] de longueur 2, ave G ⊂ F , a exate-ment 4 éléments et son treillis est isomorphe à B2.(iv) Le treillis opposé de F(P ) est le treillis des faes d'un polytope.Preuve : (i) : vide (resp. P ) est un plus petit (resp. plus grand) élément pour F(P ).D'après la proposition 5.28(i) l'intersetion de deux faes est un minorant de es faes



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 68dans F(P ) et 'est évidemment le plus grand, e qui dé�nit le meet. On véri�e aisément(exerie) qu'un poset borné possédant un meet est un treillis. Véri�ons que e treillis estgradué : si G  F alors par la proposition 5.28(iii) on a G = P ∩aff(G)  P ∩aff(F ) =
F . Don aff(G)  aff(F ) d'où dim(G) < dim(F ). Il su�t alors de véri�er que si G ⊂ Fave dim(G) < dim(F )−1, alors il existe une fae H telle que G  H  F . Cela déoulede la propriété (ii), prouvée i-après, ar [G,F ] est le treillis d'un polytope de dimension aumoins 1, qui ontient au moins un sommet, fournissant ainsi H . Les propositions 5.27(ii)et 5.28(ii) montrent que F(P ) est atomique. En�n (iv) permet de onlure que F(P ) estégalement oatomique.(ii) : D'après la proposition 5.28(iii), on peut supposer F = P . La propriété est vraie si
G = ∅. Supposons G 6= ∅. Alors G a un sommet v par la propriété 5.27(ii) qui est unsommet de P par 5.28(ii). De plus le treillis de P/v est isomorphe à l'intervalle [v, P ] parla proposition 5.30 e qui permet de onlure par réurrene sur dim(G) (ou dim(P )).(iii) : Appliquer (ii), en remarquant qu'un 1-polytope est un segment.(iv) : Le treillis opposé est le treillis du polytope polaire introduit dans la setion 5.5.3suivante. 2Dé�nition 5.33 Deux polytopes sont dits ombinatoirement équivalents si les treillis deleurs faes sont isomorphes.Lemme 5.34 Deux polytopes P et Q sont ombinatoirement équivalents si et seulementsi il existe une bijetion φ entre V (P ) et V (Q) qui envoie les sommets de haque faettede P sur les sommets d'une faette de Q et réiproquement.Preuve : Puisque F(P ) est atomique les faes de P s'identi�ent à des sous-ensemblesde V (P ) et d'après la proposition 5.28(i) V (F ∧ F ′) = V (F ) ∩ V (F ′). La bijetion φ seprolonge don en un isomorphisme entre F(P ) et F(Q) en dé�nissant φ(F ) par la fae de
Q de sommets φ(V (F )). En e�et, puisque F(P ) est oatomique, on a F =

∧k
i=1 Fi pourdes faettes Fi de P . D'où V (F ) = ⋂k

i=1 V (Fi) et φ(V (F )) = ⋂k
i=1 φ(V (Fi)) soit enore

φ(F ) =
∧k

i=1 φ(Fi). Mais ei montre que φ préserve l'ordre ar F ′ ≤ F ⇔ F ∧ F ′ = F .
2Lemme 5.35 Soit P ∈ IRd un polytope de dimension d, et soit y ∈ P . On a les équiva-lenes :(i) y n'est ontenu dans auune fae propre de P ,(ii) auun hyperplan valide pour P ne ontient y,(iii) y est l'isobaryentre de d+ 1 points de P a�nement indépendants.Preuve : (i) ⇔ (ii) ar y ∈ H et H valide pour P ⇔ y ∈ F = P ∩H .(iii) ⇒ (ii) : Si y = 1

d+1

∑d+1
i=1 xi, où les xi sont indépendants, et si H est valide pour P ,alors H(y) = 1

d+1

∑d+1
i=1 H(xi) < 0 ar (d+1) points indépendants ne peuvent être dansle même hyperplan.(ii) ⇒ (iii) : ∀u ∈ IRd, ∃α > 0 tel que y + αu ∈ P . En e�et, si P = {Ax ≤ z} alors



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 69(ii) implique Ay < z d'où A(y + αu) ≤ z pour α su�samment petit. En hoisissant
u = e1, e2, . . . , ed ou u = −∑

i ei on obtient :
y =

1

d+ 1
(y + α(−

∑

i

ei) +

d
∑

i=1

(y + αei))pour α su�samment petit. 2Les y véri�ant le lemme 5.35 sont dits intérieurs à P . On note int(P ) l'ensemble despoints intérieurs à P . Si P est de dimension inférieure à d, on note relint(P ) les pointsintérieurs à P dans l'espae aff(P ). Dans e adre le lemme reste valide en remplaçant dpar dim(P ) et (ii) par �un hyperplan valide pour P et ontenant y ontient néessairement
P �.Remarque 5.36 Si P est non vide alors l'isobaryentre de ses sommets est dans sonintérieur (relatif).Remarque 5.37 D'après le lemme 5.35(i) deux faes distintes de P ont des intérieursrelatifs disjoints. Don P est l'union disjointe des intérieurs relatifs de ses faes.5.5.3 PolaritéDé�nition 5.38 Soit H un hyperplan ne ontenant pas 0. On appelle polaire de H laforme linéaire c telle que H = {cx = 1}. Le polaire (ou dual), P∆, d'un ensemble
P ⊂ IRd est l'ensemble des polaires des hyperplans valides pour P ∪ 0, et ne ontenantpas 0, soit

P∆ = {c | ∀x ∈ P, cx ≤ 1}On dé�nit de manière analogue le polaire d'un ensemble de formes linéaires puis le bipo-laire par
P∆∆ := (P∆)

∆
= {y | cx ≤ 1 pour tout x ∈ P ⇒ cy ≤ 1}Dit autrement, le bidual est l'intersetion de tous les demi-espaes valides pour P ∪0 (dela forme {cx = 1}).Par la suite 1I (resp. 1) désigne un veteur ligne (resp. olonne) de 1. Si A est une matrie

d × n, alors Conv(A) désigne l'enveloppe onvexe des n veteurs olonnes de A, vusomme des points de IRd.Proposition 5.39 Soient P et Q inlus dans IRd, alors1. P ⊂ Q⇒ Q∆ ⊂ P∆ et P∆∆ ⊂ Q∆∆.2. P ⊂ P∆∆.3. P∆ et P∆∆ sont onvexes.4. 0 ∈ int(P ) ⇒ P∆ est borné, et P borné ⇒ 0 ∈ int(P∆).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 705. Si P est onvexe, fermé et ontient 0, alors P = P∆∆.6. Si P = Conv(V ) est un polytope alors P∆ = {c | cV ≤ 1I}.7. Si P = {Ax ≤ 1} est borné, alors P∆ = Conv(At).Preuve : 1, 2 et 3 sont failes.4 : B(0, r) ⊂ P ⇒ P∆ ⊂ B(0, r)∆ = B(0, 1/r).5. Il su�t de montrer P∆∆ ⊂ P . Soit x 6∈ P , alors puisque P est onvexe et fermé, ilexiste un hyperplan séparateur entre x et P . Mais ela signi�e préisément x 6∈ P∆∆.6. Clairement un hyperplan est valide pour P ∪ 0 si et seulement s'il l'est pour V ∪ 0.Don P∆ = V ∆ = {c | cV ≤ 1I}.7. Si 0 ∈ Q := Conv(At) alors, par le point 6, Q∆ = P puis, par le point 5, P∆ = Q∆∆ =
Q. Il su�t don de véri�er que 0 ∈ Conv(At). Mais ei déoule du lemme de Farkas 5.21ar {Ax ≤ −1} est vide, puisque P est borné. 2Dé�nition 5.40 On dé�nit le dual d'une fae F de P par
F ⋄ = {c | cx ≤ 1 pour tout x ∈ P, et cx = 1 pour tout x ∈ F} = {c |x ∈ F ⇒ cx = 1}∩P∆.C'est don l'ensemble des polaires des hyperplans valides pour P qui sont supports de F .Proposition 5.41 Soit un polytope P = Conv(V ) = {Ax ≤ 1}. Supposons que

F = conv(V ′) = {A′′x ≤ 1 et A′x = 1}soit une fae de P ave 1 V = V ′ ⊎V ′′ et A = A′ ⊎A′′. Alors
F ⋄ = Conv(A′t) = {a | aV ′′ ≤ 1I et aV ′ = 1I}.Preuve :

F ⋄ = {a | ax ≤ 1 pour tout x ∈ P, et ax = 1 pour tout x ∈ F}
= {a | aV ≤ 1I et aV ′ = 1I}
= {a | aV ′′ ≤ 1I et aV ′ = 1I}On a également

F ⋄ = {a | ax ≤ 1 pour x ∈ P, et ax = 1 pour tout x ∈ F}
= {cA | c ≥ 0, c1 = 1 et cAx = 1 pour tout x ∈ F} par la prop. 5.39, point 7.
= {c′A′ | c′ ≥ 0, c′1 = 1}Pour la dernière égalité, ⊃ est faile. Véri�ons ⊂ : soit x ∈ relint(F ) ave A′x = 1 et

A′′x < 1. Alors en érivant cA = c′A′ + c′′A′′ on trouve
1 = cAx = c′A′x+ c′′A′′x ≤ c′1+ c′′1 = c1 = 1Don c′′A′′x = c′′1, et omme A′′x < 1 on a c′′ = 0. 21. La notation X = X ′

⊎

X” indique que les lignes ou les olonnes de X (selon le as) sont l'uniondes lignes ou des olonnes de X ′ et X”.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 71Corollaire 5.42 Soit P un polytope ontenant 0 en son intérieur, et soient F et G deuxfaes de P , alors1. F ⋄ est une fae de P∆,2. F ⋄⋄ = F , et3. F ⊂ G si et seulement si G⋄ ⊂ F ⋄.Corollaire 5.43 Le treillis des faes du polaire d'un polytope est l'opposé du treillis deses faes.5.6 Faes d'un �neOn rappelle qu'un �ne polyédrique est dérit de manière équivalente par une intersetiond'un nombre �ni de demi-espaes vetoriels ou par une enveloppe �nique d'un nombre�ni de veteurs (f. théorème 5.12).Un demi-espae vetoriel {x | cx ≤ 0} ontenant un �ne C est dit valide pour C.Par extension, on dit que l'hyperplan {x | cx = 0} est valide pour C si le demi-spae
{x | cx ≤ 0} est valide pour C.La dimension d'un �ne est la dimension de l'espae vetoriel engendré, i.e. du plus petitespae vetoriel le ontenant. Un �ne de IRd est d'intérieur non vide si et seulement sisa dimension est d.Exerie 5.44 Montrer que le �ne {Ax ≤ 0} est d'intérieur non vide si et seulementsi {Ax < 0} est non vide.Lemme 5.45 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne de dimension k < d dans IRd. On peutextraire une sous-famille A′ de d − k veteurs de A telle que {A′x = 0} soit l'espaeengendré par C.Preuve : Il existe a ∈ A tel que C ⊂ {ax = 0}. Sinon, on pourrait hoisir pour haque
a ∈ A, un xa ∈ C tel que axa < 0, mais alors x =

∑

a∈A xa ∈ C et x ∈ {Ax < 0}, e quiontredit l'exerie préédent. On raisonne ensuite par réurrene sur d ave la trae desdemi-espaes de {Ax ≤ 0} dans l'hyperplan {ax = 0}. 2Une fae d'un �ne C est l'intersetion de C ave un hyperplan valide. En partiulier,une fae d'un �ne est un �ne. Une fae propre de C est une fae de C non trivialle(qui ontient un veteur non nul) et distinte de C. L'intérieur relatif d'une fae estl'intérieur de ette fae dans l'espae vetoriel qu'elle engendre. Une fae est non triviallesi et seulement si son intérieur est non trivial.Proposition 5.46 Soit C un �ne polyhedral. L'intersetion de deux faes de C est unefae de C. Les faes d'une fae F de C sont les faes de C inluses dans F .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 72Preuve : Adapter la preuve de la proposition 5.28. 2Exerie 5.47 Montrer que si {A′x = 0 et A′′x < 0} est non vide, alors 'est l'intérieurrelatif de {A′x = 0 et A′′x ≤ 0} dans le sous-espae {A′x = 0}.Lemme 5.48 Si {ax ≤ 0} est valide pour C = {Ax ≤ 0}, alors il existe λ ≥ I0 tel que
a = λA.Preuve : Appliquer le lemme 5.23. 2Proposition 5.49 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne d'intérieur non vide. L'intérieur relatifde toute fae non trivialle de C est de la forme
{A′x = 0 et A′′x < 0}, où A = A′ ⊎A′′. Réiproquement tout ensemble non vide de laforme {A′x = 0 et A′′x < 0} est l'intérieur relatif d'une fae non trivialle de C.Preuve : Soit F = {ax ≤ 0}∩C une fae non trivialle de C. Par le lemme 5.48, il existe
λ > I0 tel que a = λAa, pour un sous-ensemble Aa des lignes de A. Soit A′ l'ensembledes lignes de A telles que A′F = 0, et soit A′′ = A \ A′. En partiulier, AaF ≤ 0 et
aF = λAaF = 0 implique Aa ⊂ A′. On a don

{A′x = 0 et A′′x < 0} ⊂ F ⊂ {A′x = 0 et A′′x ≤ 0}Or I := {A′x = 0 et A′′x < 0} n'est pas vide. En e�et, pour tout a′′ ∈ A′′ il existe
xa′′ ∈ F tel que a′′xa′′ < 0. Soit x =

∑

a′′ xa′′. On a A′′x < 0 et par onvexité, x ∈ F ,d'où A′x = 0. Don I n'est pas vide. On en déduit par l'exerie 5.47 que I est l'intérieur(relatif) de F .La réiproque est laissée en exerie. 2Proposition 5.50 Soit C = {λV | λ ≥ I0} un �ne d'intérieur non vide. F est une faede C si et seulement s'il existe une partition V = V ′ ⊎V ′′ et un veteur x tels que
V ′x = 0, V ′′x < 0 et F = {λ′V ′ | λ′ ≥ 0}Preuve : Soit F une fae de C, alors il existe un hyperplan valide hx := {v | vx = 0}tel que F = C ∩ hx. Soit V ′ = V ∩ hx. En partiulier V ′x = 0, V ′′x < 0. De plus, toutélément v de F étant de la forme λV , l'équation vx = 0 équivaut à v = λ′V ′ ave λ′ ≥ 0.Réiproquement, soit V ′, V ” et x omme dans la proposition, alors on véri�e aisémentque hx est valide pour C et que {λ′V ′ | λ′ ≥ 0} = C ∩ hx est une fae de C. 2On dé�nit une fae d'un polyèdre de manière analogue à une fae d'un �ne ou d'unpolytope, omme l'intersetion d'un hyperplan valide ave le polyèdre. Sa dimension etelle de son enveloppe a�ne.Soit C un �ne et H un hyperplan ne ontenant pas 0. On onsidère l'appliation φ quiassoie à toute fae F du polyèdre C ∩ H le �ne sur F de sommet 0. On onsidèreégalement l'appliation ψ qui assoie à toute fae F de C qui intersete H l'intersetion

F ∩H .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 73Lemme 5.51 Les appliations φ et ψ sont des bijetions inverses l'une de l'autre. Deplus φ augmente la dimension de 1 et préserve la relation d'inlusion : pour toutes faes
F, F ′ de C ∩H

dimφ(F ) = dimF + 1 et F ⊂ F ′ =⇒ φ(F ) ⊂ φ(F ′)Preuve : Soit D un hyperplan de H support de F pour C ∩H . Alors l'enveloppe a�ne
D′ = aff(0∪D) de 0 et D est un hyperplan support de φ(F ) pour C. Réiproquement,soit F une fae de C qui intersete H et soit D un hyperplan support pour F . Alors
D ∩H est un hyperplan de H , support de ψ(F ) pour C ∩H . 25.6.1 Polarité pour les �nesOn onsidère la dualité sur IRd, induite par le produit salaire, qui assoie le veteur a àla forme linéaire x 7→ ax. Soit C un �ne polyédrique.Dé�nition 5.52 Le polaire, ou dual, C∗ de C est l'ensemble des veteurs duaux auxformes linéaires négatives sur C. Soit enore,

C∗ = {a | ∀x ∈ C, ax ≤ 0}La fae duale F# d'une fae F de C est l'ensemble des veteurs duaux aux formes néga-tives sur C et nulles sur F :
F# = {a | ∀x ∈ C, ax ≤ 0 et ∀y ∈ F, ay = 0}Proposition 5.53 Soit C un �ne polyédral.1. Si C = {Ax ≤ 0} alors C∗ = {λA | λ ≥ I0}2. Si C = {λA | λ ≥ I0} alors C∗ = {Ax ≤ 0}.Preuve : 1) λ ≥ I0 =⇒ ∀x ∈ C : λAx ≤ 0 =⇒ λA ∈ C∗, i.e. {λA | λ ≥ I0} ⊂ C∗.Réiproquement, soit a ∈ C∗. Si on ne peut trouver λ ≥ I0 tel que a = λA, alors par lelemme de Farkas 5.22 il existe c tel que cAt ≥ I0 et cat < 0, don −ct ∈ C et (−act) > 0,e qui ontredit a ∈ C∗. D'où a = λA pour un ertain λ ≥ I0. D'où C∗ ⊂ {λA | λ ≥ I0}.2) Ax ≤ 0 =⇒ ∀λ ≥ I0 : λAx ≤ 0 =⇒ x ∈ C∗, i.e. {Ax ≤ 0} ⊂ C∗. Réiproquement,si on a λAx ≤ 0 pour tout λ ≥ I0 alors Ax ≤ 0, d'où C∗ ⊂ {Ax ≤ 0}. 2En partiulier le dual d'un �ne polyédral est un �ne polyédral.Proposition 5.54 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne polyédral de dimension d dans IRd. Laorrespondane qui assoie à une fae F de C sa fae duale F# établit une bijetionentre les faes de dimension k de C et de odimension k de C∗. Cette dualité renversel'inlusion. De plus, si l'intérieur d'une fae F est de la forme {A′x = 0 et A′′x < 0},alors F# = {λ′A′ | λ′ ≥ I0}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 74Preuve : Par la proposition 5.53, C∗ = {λA | λ ≥ I0}. Par la proposition 5.49, l'intérieurrelatif de toute fae F non trivialle de C est de la forme
Intrel(F ) = {A′x = 0 et A′′x < 0}, où A = A′ ⊎A′′. Cei exprime préisément, par laproposition 5.50, que F# est une fae de C∗. De plus,

dimF = dim Intrel(F ) = dimkerA′(ar {A′′x < 0} est un ouvert non vide), et dimF# = rang(A′) = d − dimkerA′.Par ailleurs, si F1, F2 sont deux faes de C assoiées à des déomposition respetives
A′

1

⊎

A′′
1 = A′

2

⊎

A′′
2 = A, alors lairement F1 ⊂ F2 =⇒ A′

2 ⊂ A′
1 =⇒ F#

2 ⊂ F#
1 . 2Exerie 5.55 Soit P un polytope de IRd ontenant 0, et soit C le �ne de IRd+1 desommet 0 sur le polyèdre translaté ed+1+P . Montrer que P∆ = ed+1+C

∗∩{xd+1 = −1}.5.7 Exemples de Polytopes
• Simplexes : e sont les seuls polytopes à la fois simples et simpliiaux.
• Cubes et oubes : Le ube Cn = {x | −1 ≤ xi ≤ 1} est l'intersetion des demi-espaes
{x(±ei) ≤ 1}. Par dualité, on obtient le oube (ou hyperotaèdre ou enore polytoperoisé) Cn

∆ = Conv(±ei). Mais on a aussi Cn = Conv({−1, 1}d) d'où par dualitéenore Cn
∆ = {x | ∑ |xi| ≤ 1}.

• Polytopes simples : Chaque sommet est de degré minimal d, i.e. l'étoile d'un sommetest un simplexe. Exemples : tétraèdre, ube, dodéaèdre. L'intersetion bornée d'unefamille de demi-espaes en position générale, i.e. telle que par tout point il passe auplus d hyperplans bordant les demi-espaes de la famille, est un polytope simple.
• Polytopes simpliiaux : haque faette (et don haque fae propre) est un simplexe.Exemples : tétraèdre, otaèdre, iosaèdre. L'enveloppe onvexe d'une famille de pointsen position générale, i.e. telle que tout sous-ensemble de d + 1 points soit a�nementindépendant, est un polytope simpliial. Le dual d'un polytope simple est simpliial etréiproquement.
• Produits, pyramides, bipyramides.
• Permutaèdres : Enveloppe onvexe des points dont les oordonnées sont les d! permu-tations de (1, 2, . . . , d).
• Polytopes des ouplages d'un graphe G = (V,E) : 'est l'enveloppe onvexe des veteursd'inidenes des ouplages de G. Il est dé�ni par le système {∀e ∈ E : xe ≥ 0, ∀v ∈ V :
∑

x∈e xe ≤ 1}.5.7.1 Polytopes yliquesDé�nition 5.56 La ourbe γ : t⇒ (t, t2, . . . , td) de IRd est appelée ourbe des moments.Lemme 5.57 Pour tout entier n et tous réels t1, t2, . . . , tn, les points γ(t1), γ(t2), . . . ,
γ(tn) sont en position générale.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 75Preuve : L'appartenane d'un point γ(t) à un hyperplan quelonque s'exprime par lanullité d'un polyn�me de degré au plus d en t qui a au plus d raines. Don d+ 1 pointsde la ourbe des moments ne peuvent être a�nement liés. 2Dé�nition 5.58 Soient t1 < t2 < . . . < tn. On note Cd(t1, t2, . . . , tn), et appelle polytopeylique d'ordre n, l'enveloppe onvexe des points γ(t1), γ(t2), . . . , γ(tn) de la ourbe desmoments dans IRd. D'après le lemme préédent un polytope ylique est simpliial.La proposition i-après montre que la ombinatoire du polytope ylique d'ordre n dansIRd ne dépend pas des n points hoisis sur la ourbe des moments. On note Cd(n) epolytope.Proposition 5.59 (Condition de parité de Gale, 1963) Soient t1 < t2 < . . . < tn.On pose vi = γ(ti) et V = {v1, v2, . . . , vn} de IRd. Un sous ensemble de d points, F ⊂ V ,détermine une faette du polytope ylique Cd(t1, t2, . . . , tn) si et seulement si pour tout
vi, vj ∈ V \ F le nombre de sommets de F entre vi et vj est pair.Preuve : L'hyperplan H déterminé par F est tel que H(γ(t)) = α

∏d
i=1(t− ti) où α estune onstante et les ti sont les paramètres des points de F . La ondition de Gale exprimepréisément que H(vi) et H(vj) ont même signe i.e. sont du même �té de H . 2Corollaire 5.60 Ave les notations de la proposition préédente, l'enveloppe onvexe detout sous-ensemble de k ≤ ⌊d/2⌋ sommets de V est une fae de dimension k − 1 de

Cd(t1, t2, . . . , tn).Preuve : On peut déduire ette propriété de la proposition préédente. En voii unepreuve direte. Soit Tk := {ti1 , ti2 , . . . , tik} ⊂ T := {t1, t2, . . . , tn} et Vk ⊂ V le sous-ensemble de sommet orrespondant. Alors le polyn�me ∏k
j=1(t − tik)

2 est nul sur Tk etstritement positif sur T \ Tk. Comme e polyn�me a un degré au plus d, ses oe�ientsdéterminent une forme linéaire qui est nulle sur Vk et stritement positive sur V \ Vk.Cette forme orrespond don à un hyperplan support de Cd(T ) qui a son tour déterminela fae Conv(Vk). Le lemme 5.57 de position générale indique que ette fae a dimension
k − 1. 2En partiulier, ette propriété implique que les points d'un polytope ylique sont enposition onvexe, i.e. que ses points oïnident ave ses sommets.Exerie 5.61 Déduire diretement le orollaire 5.60 de la proposition 5.59.Exerie 5.62 Déduire de la proposition 5.59 que la ombinatoire d'un polytope yliqued'ordre n ne dépend pas des valeurs des paramètres des points de γ hoisis mais seulementde leur nombre n. Utiliser pour ela le fait que le treillis des faes est oatomique.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 76Exerie 5.63 Montrer que le nombre de faettes d'un polytope ylique d'ordre n dansIRd est
(

n− d/2

d/2

)

+

(

n− d/2− 1

d/2− 1

)si d est pair, et
2

(

n− ⌊d/2⌋ − 1

⌊d/2⌋

)si d est impair.5.8 Le théorème de la borne supérieurePar un argument de perturbation, il n'est pas très di�ile de montrer que pour toutpolytope P à n sommets de dimension d, il existe un polytope simpliial à n sommets dedimension d qui possède au moins autant de k-faes que P pour tout k. Dit autrementles polytopes simpliiaux maximisent le nombre de k-faes pour un nombre de sommets�xé n. Puisque toutes les faes propres d'un polytope simpliial sont des simplexes, il estlair qu'un tel polytope a au plus ( n
k+1

) faes de dimension k. En partiulier, ei fournitun nombre de faettes de l'ordre de nd pour n grand devant d. Le théorème de la bornesupérieure indique que ette estimation est largement surévaluée et que le nombre defaettes (en fait le nombre total de faes) est de l'ordre n⌊d/2⌋.Théorème 5.64 (de la borne supérieure, Ma Mullen, 1970) Tout polytope à n som-mets de dimension d a un nombre de k-faes, pour 0 ≤ k ≤ d, majoré par le nombre fkde k-faes du polytope ylique d'ordre n dans IRd.Dé�nition 5.65 On note fk(P ) le nombre de k-faes d'un polytope P . La liste
(f0(P ), f1(P ), . . . , fd(P )) est appelée le f -veteur de P .Voii une version plus faible et beauoup plus faile à démontrer que le théorème de laborne supérieure.Proposition 5.66 (version asymptotique, Seidel [Sei95℄) Soit P un polytope à nsommets de dimension d, alors

fd−1(P ) ≤ 2

(

n

⌊d/2⌋

)

,

d
∑

k=0

fk(P ) ≤ 2d+1

(

n

⌊d/2⌋

)

.À dimension d �xée es deux dernières quantités sont don des O(n⌊d/2⌋).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 77Proposition 5.67 Soit P un polytope simpliial à n sommets de dimension d, alors
fd−1(P ) ≤ 2f⌊d/2⌋−1(P ),

d
∑

k=0

fk(P ) ≤ 2dfd−1(P ).Preuve : Pour la seonde inégalité remarquer que haque faette de P est un d − 1simplexe qui a 2d − 1 faes propres au total ; or toute fae propre de P est fae d'aumoins une faette de P . Pour la première inégalité on passe au dual P∆ de P qui estsimple. On onsidère une diretion pour laquelle les sommets de P∆ ont des hauteurstoutes distintes. Chaque sommet x de P∆ a d voisins dont au moins la moitié est soitplus haute soit plus basse. x est don le sommet de hauteur minimum ou maximumd'au moins une ⌈d/2⌉-fae (sur un onvexe un extremum loal est un extremum). Enonsidérant la relation �être extremum de la ⌈d/2⌉-faes� entre les extremas et les ⌈d/2⌉-faes, on en déduit par double omptage du nombre de relations : f0(P∆) ≤ 2f⌈d/2⌉(P
∆).Cei permet de onlure puisque fk(P∆) = fd−1−k(P ). 2Preuve de la proposition 5.66 : Si P est simpliial alors haque ⌊d/2⌋ − 1-fae a ex-atement ⌊d/2⌋ sommets, d'où f⌊d/2⌋−1(P ) ≤

(

n
⌊d/2⌋

). La proposition préédente permetde onlure dans le as simpliial. Si P n'est pas simpliial alors on peut perturber lessommets de P (en position stritement onvexe) de manière à obtenir un polyèdre sim-pliial ayant au moins autant de faes que P dans haque dimension. Intuitivement, elaorrespond à trianguler P sans ajouter de sommet et à perturber les sommets de sorteque leur enveloppe onvexe soit ombinatoirement équivalente à ette triangulation. 2La démonstration du théorème de la borne supérieure néessite la notion de bonne ori-entation aylique que nous introduisons i-dessous. Par la dualité des polytopes (f.orollaire 5.43) une borne sur le nombre de k-faes d'un polytope simpliial à n sommetséquivaut à une borne sur le nombre de (d− k)-faes d'un polytope simple à n faettes. Ils'avère plus simple de travailler ave des polytopes simples (si). Le théorème 5.64 devientalorsThéorème 5.68 Pour tout polytope P de dimension d à n faettes, et pour tout k ∈
[0, d] :

fk(P ) ≤ fk(Cd
∆(n))Il est à noter que par le orollaire 5.60

∀k ≥ ⌈d/2⌉ : fk(Cd
∆(n)) =

(

n

d− k

) (5.1)5.8.1 Bonne orientation ayliqueDé�nition 5.69 Une orientation aylique d'un polytope P est une orientation de sesarêtes telle que son 1-squelette (i.e. le graphe formé de ses arêtes et sommets) ne ontienne



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 78pas de yle orienté. Une orientation aylique est bonne si sa restrition à toute faenon vide F de P (y ompris P ) ontient un unique maximum loal, 'est-à-dire un uniquesommet qui n'a que des arêtes entrantes dans F .On dira qu'une forme linéaire φ est non dégénérée sur P si sa restrition aux sommets de
P est injetive. Une telle forme induit une orientation aylique de P : il su�t d'orienterhaque arête de P de son sommet de plus petite valeur vers son sommet de plus grandevaleur pour φ.Lemme 5.70 Toute forme linéaire non dégénérée sur P induit une bonne orientationaylique de P .Preuve : Il su�t de montrer que φ a un unique maximum loal sur P : les faes de Pétant également des polytopes, l'uniité du maximum loal s'appliquera diretement à larestrition de φ à es faes. Soit v un sommet de P qui est maximum loal pour φ. Ononsidère le �ne polyédrique Cv dé�ni par les demi-espaes supports des faettes de Pontenant v. En partiulier P ⊂ Cv. Il suit de la propriété 5.30 de l'étoile d'un sommetque Cv est l'enveloppe onique des arêtes inidentes à v. Puisque φ est maximale en vsur toute es arêtes, φ est également maximale en v sur Cv et don sur P . Don v estl'unique maximum de φ sur P par hypothèse de non-dégénéresene. 25.8.2 h-veteurDans e qui suit on suppose que P est un polytope simple de dimension d possédant nfaettes. En partiulier le degré de haque sommet dans le 1-squelette de P est exatement
d. On peut le voir en remarquant que l'étoile de haque sommet de P est un (d − 1)-simplexe. De plus, haque fae de P est également un polytope simple.Dé�nition 5.71 Si o est une bonne orientation aylique de P , on note Vi(o) les som-mets de P de degré entrant égal à i et on pose hi(o) = |Vi(o)|.Théorème 5.72 Soit o une bonne orientation aylique de P . Pour tout i ∈ [0, d] :

fi(P ) =
∑

0≤k≤d

(

k

i

)

hk(o), et (5.2)
hi(o) =

∑

0≤k≤d

(−1)i+k

(

k

i

)

fk(P ) (5.3)En partiulier, hi(o) est indépendant de o.On note désormais hi(P ) la valeur ommune des hi(o). La liste (h0(P ), h1(P ), . . . , hd(P ))est appelée le h-veteur de P .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 79Preuve : Pour v ∈ V (P ) on note fi(v) le nombre de i-faes de P dont v est le maximum(pour o). D'où
fi(P ) =

∑

v∈V (P )

fi(v) =
∑

0≤k≤d

∑

v∈Vk(o)

fi(v)Or une i-fae inidente à v est déterminée par i arêtes inidentes à v. Pour que v soitmaximum dans ette fae il faut que es i arêtes soient entrantes en v e qui laisse (

k
i

)hoix possibles si v ∈ Vk(o). On en déduit (5.2) ompte tenu de hk(o) = |Vk(o)|.L'équation (5.2) implique que la série génératrie du f -veteur f(x) = ∑

i fi(P )x
i et lasérie h(x) = ∑

i hi(o)x
i sont reliées par

f(x) = h(x+ 1)D'où h(x) = f(x− 1), e qui après développement et identi�ation des termes fournit larelation (5.3) 2Théorème 5.73 (Relations de Dehn-Sommerville) Pour tout i ∈ [0, d] :
hi(P ) = hd−i(P ) (5.4)Preuve : Soit o une bonne orientation aylique de P induite par une forme linéaire

φ. Alors −φ induit une orientation ō inverse de o d'où hi(ō) = hd−i(o) (rappelons quetout sommet est de degré d dans un polytope simple). On onlut ave l'indépendanedu h-veteur relativement aux orientations. 2Lemme 5.74 Pour toute fae F de P et pour tout i ∈ [0, d]

hi(F ) ≤ hi(P )Preuve : Soit {x | φ(x) = x0} un hyperplan support de F tel que φ(P ) ≥ x0. Enpartiulier x0 < minV (P )\V (F ) φ. Par perturbation in�nitésimale de φ on obtient une forme
ψ non dégénérée sur P telle quemaxV (F ) ψ < minV (P )\V (F ) ψ. Soit o l'orientation ayliqueinduite par ψ. Alors tout sommet v ∈ V (F ) de degré entrant i dans F pour o est égalementde degré i dans P pour o puisque l'origine w d'une arête entrante de v véri�e ψ(w) < ψ(v)et est don dans F . On onlut en utilisant à nouveau l'indépendane du h-veteur parrapport à o. 2Corollaire 5.75 (Relation d'Euler)

∑

0≤k≤d

(−1)kfk(P ) = 1Preuve : Par les relations de Dehn-Sommerville h0(P ) = hd(P ) = 1. Notons au passageque ela indique que toute bonne orientation aylique possède non seulement un uniquemaximum loal dans toute fae de P (par dé�nition) mais également un unique minimumloal. La relation d'Euler se résume alors à la relation (5.3) ave i = 0. 2
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∑

F∈Fd−1(P )

hi(F ) = (d− i)hi(P ) + (i+ 1)hi+1(P )où Fd−1(P ) désigne l'ensemble des n faettes de P .Preuve : On hoisit une bonne orientation aylique o de P et on note Vi(P ) l'ensembledes sommets de degré entrant i dans P pour o. De même, si F est une faette de P , Vi(F )désigne l'ensemble des sommets de degré entrant i dans F pour o (restreinte à F ).Pour v ∈ V (P ), on dé�nit gi(v) omme le nombre de faettes F de P telles que v ∈ Vi(F ).Par double omptage du nombre d'inidenes de la relation {(v, F ) ∈ V (P )× Fd−1(P ) |
v ∈ Vi(F )} on obtient

∑

F∈Fd−1(P )

hi(F ) =
∑

v∈V (P )

gi(v)Cette dernière somme se déompose omme suit
∑

0≤j≤d

∑

v∈Vj(P )

gi(v) =
∑

v∈Vi(P )

gi(v) +
∑

v∈Vi+1(P )

gi(v)En e�et, tout sommet v d'une faette F étant de degré d−1 dans ette faette, une seulearête de P en v n'est pas dans F . Selon que ette arête est sortante ou entrante en v ondéduit que le degré entrant de v dans P est respetivement le même ou un de plus quedans F .Mais pour tout v ∈ Vi(o) on a gi(v) = d− i ar toute faette de degré entrant i en v estdéterminée en supprimant une des d− i arêtes sortantes de P en v. Par un raisonnementanalogue, pour tout v ∈ Vi+1(o) on a gi(v) = i+1. On onlut en rappelant que hj(P ) =
|Vj(P )| par dé�nition. 2Théorème 5.77 (de la borne supérieur pour le h-veteur)

hi(P ) ≤
(

n− 1−max{i, d− i}
min{i, d− i}

)Preuve : L'inégalité du lemme 5.74 reportée dans le lemme 5.76 donne
(d− i)hi(P ) + (i+ 1)hi+1(P ) ≤ nhi(P ), soit

hi+1(P ) ≤
n− d+ i

i+ 1
hi(P )On en onlut hi(P ) ≤ (

n−1−d+i
i

) par réurrene sur i ompte tenu de h0(P ) = 1 et ontermine pour la preuve à l'aide des relations de Dehn-Sommerville (5.4). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 815.8.3 Preuve du théorème de la borne supérieurePreuve du théorème 5.68 : Par la relation (5.2), il su�t de montrer que la majorationdu h-veteur dans le théorème 5.77 est une égalité pour le dual du polytope yliqued'ordre n. En reportant les égalités (5.1) dans (5.3), on a pour i ≥ ⌈d/2⌉

hi(Cd
∆(n)) =

d
∑

k=i

(−1)i+k

(

k

i

)(

n

d− k

)Ce qui, après manipulation des oe�ients binomiaux, donne bien l'égalité du théorème 5.77.Le as i ≤ ⌊d/2⌋ se déduit des relations de Dehn-Sommerville (5.4). 2La relation (5.2) donne plus préisément
fi(P ) ≤

∑

0≤k≤d

(

k

i

)(

n− 1−max{k, d− k}
min{k, d− k}

)d'où fi(P ) = O(n⌊d/2⌋) pour d onstant.5.9 Steinitz,. . .Théorème 5.78 (Steinitz, 1922) Tout graphe planaire simple et 3-onnexe est le graphe(1-squelette) d'un 3-polytope et réiproquement.Théorème 5.79 (Balinski, 1961) Le graphe d'un d-polytope est d-onnexe.Conjeture de Hirsh Le diamètre d'un d-polytope à n faettes est majoré par n−d. Voirsa réente in�rmation par Franiso Santos Leal : http://personales.unian.es/santosf/Hirsh/5.10 Programmation LinéaireUn problème de programmation linéaire (PPL) onsiste en l'optimisation d'une formelinéaire sur un sous-ensemble de IRd dé�ni par un ensemble d'équations et inéquations (ausens large : ≤ ou ≥) a�nes. Toute solution de et ensemble d'(in)équations dite admissiblepour le PPL. La valeur d'un PPL admettant une solution admissible est l'optimum de laforme linéaire assoiée. Une solution est dite optimale si elle est admissible et optimise laforme linéaire assoiée. Tout PPL peut se ramener de manière équivalente à une formeanonique
min cx

Ax ≥ b

x ≥ 0.

http://personales.unican.es/santosf/Hirsch/


Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 82ou à une forme standard
min cx

Ax = b (E)
x ≥ 0.(Bien sûr les matries A, c et b ne sont pas les mêmes dans les deux formes !). Il su�tde remarquer pour ela que toute inéquation ax ≥ b peut s'érire ax− x0 = b où x0 estune variable supplémentaire non négative et réiproquement que toute équation ax = best équivalente aux deux inéquations ax ≥ b et −ax ≥ −b. De plus, on peut érire

x = x+ − x− où x+ et x− sont deux veteurs non négatifs.Théorème 5.80 (de dualité de la programmation linéaire) Pour des matries dedimensions appropriées, on a
max{cx |Ax ≤ b} = min{yb |y ≥ 0,yA = c}pourvu que le min et le max soient pris sur des ensembles non vides.Preuve : On pose X = {Ax ≤ b} et Y = {y ≥ 0,yA = c}. On a

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y : Ax ≤ b =⇒ yAx ≤ yb =⇒ cx ≤ ybD'où max cX ≤ minY b. Il su�t don de montrer l'existene de x ∈ X et y ∈ Y tels que
cx ≥ yb. Ce qui s'érit enore

∃ x,y tel que 
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0 −I
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0 −At

−c bt
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b

0

ct

−ct

0











Par le lemme de Farkas 5.21, la non-existene de tels x,y implique
∃ [u1,u2,u3,u4, u5] ≥ 0 tel que [u1,u2,u3,u4, u5]
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0 At

0 −At
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= 0 et
[u1,u2,u3,u4, u5]













b

0

ct

−ct

0













< 0e qui s'érit enore u1A = u5c, (u4 − u3)A
t = u5b

t − u2 et u1b < (u4 − u3)c
t.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 83� Ou bien u5 = 0 et on en déduit l'existene de u1 ≥ 0 et de v(= u4 − u3) tels que
u1A = 0, vAt ≤ 0, u1b < vctCommeX est non vide, on a pour un ertain x : u1b ≥ u1Ax = 0. De même Y est nonvide et pour un ertain y ≥ 0 : vct = vAtyt ≤ 0. D'où u1b ≥ vct, une ontradition.� Ou bien u5 > 0 et on en déduit l'existene de y(= u1/u5) ≥ 0 et de x(= (u4 − u3)

t/u5)tels que
yA = c, Ax ≤ b, yb < cxe qui ontredit l'hypothèse de non-existene i-dessus !

2Le théorème de dualité de la programmation linéaire a de nombreuses formulations équiv-alente dont :Corollaire 5.81 Pour des matries de dimensions appropriées, on a
max{cx |x ≥ 0, Ax ≤ b} = min{yb |y ≥ 0,yA ≥ c} (5.5)
max{cx |x ≥ 0, Ax = b} = min{yb |yA ≥ c} (5.6)pourvu dans haque égalité que le min et le max soient pris sur des ensembles non vides.5.10.1 Appliation de la dualitéComme appliation de la dualité de la programmation linéaire nous donnons une preuvedu lassique théorème de �ot maximum - oupe minimale.Soit G = (S,A) un graphe orienté. On note respetivement o(a) et t(a) le sommet origineet le sommet terminaison de l'ar a. On se donne pour haque ar a ∈ A, une apaité

ca ≥ 0, et on onsidère deux sommets distingués s, p ∈ S, appelés respetivement lasoure et le puits. Un �ot f : A → IR, a 7→ fa est admissible pour (G, c, s, p) s'il véri�eles deux onditions suivantes :1. ∀a ∈ A : 0 ≤ fa ≤ ca2. ∀v ∈ S \ {s, p} :
∑

a:o(a)=v fa =
∑

a:t(a)=v fa (ondition de onservation du �ot, diteloi des noeuds)La valeur v(f) d'un �ot f est la di�érene entre le �ot sortant de s et le �ot entrant en
s :

v(f) =
∑

a:o(a)=s

fa −
∑

a:t(a)=s

faUne oupe pour (G, c, s, p) est une partition (V, S \ V ) de S telle que s ∈ V et p 6∈ V . Laapaité c(V,W ) d'une oupe (V,W ) est la di�érene entre les apaités des ars sortantde V et entrant dans V :
c(V,W ) =

∑

a:o(a)∈V,
t(a)∈W

ca −
∑

a:o(a)∈W,
t(a)∈V

ca



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 84On dé�nit le �ot d'une oupe (V,W ) par
f(V,W ) =

∑

a:o(a)∈V,
t(a)∈W

fa −
∑

a:o(a)∈W,
t(a)∈V

faet le �ot d'un sommet v par
f(v) =

∑

a:o(a)=v

fa −
∑

a:t(a)=v

faAinsi pour tout �ot admissible f(s) = v(f) et f(u) = 0 si u 6= s, p. On véri�e aisémentque pour toute oupe (V,W ) :
f(V,W ) =

∑

v∈V
f(v) (5.7)Théorème 5.82 (�ot max - oupe min, Ford - Fulkerson, 1956) La valeur maxi-male des �ots admissibles est égale à la apaité minimale des oupes.Nous donnons i-dessous une preuve onsistant à appliquer la dualité à un programmelinéaire équivalent au alul du �ot maximal 2, puis à montrer que l'on peut se restreindreaux solutions entières du problème dual. Ce dernier programme entier s'interprète alorsomme le alul de la oupe minimale.En interprétant f et c omme des veteurs de RA de omposantes respetives fa et ca, lealul du �ot maximal est modélisé par le PPL suivant :

max v(f)
f ≤ c

∀v ∈ S \ {s, p} :
∑

a:o(a)=v

fa =
∑

a:t(a)=v

fa

f ≥ 0

(5.8)Soit Πs,p l'ensemble des hemins simples de G joignant s à p. On onsidère le PPL
max

∑

π∈Πs,p

xπ

∀a ∈ A :
∑

π:a∈π
xπ ≤ ca

x ≥ 0

(5.9)
Lemme 5.83 La valeur du PPL (5.8) est égale à la valeur du PPL (5.9).2. Il existe des preuves diretes de e résultat sans utiliser la dualité de la programmation linéaire.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 85Preuve : Notons que les deux PPLs admettent 0 omme solution admissible et sonttrivialement bornés. Soit x ∈ IRΠs,p une solution admissible pour (5.9). On véri�e aisémentque le �ot fa =
∑

π:a∈π xπ est admissible pour (5.8) et que v(f) = 1Ix. On en déduitvaleur(5.9) ≤ valeur(5.8). Inversement, soit f un �ot admissible pour (5.8) ave v(f) > 0.Soit Gf le sous-graphe de G restreint aux ars a tels que fa > 0, et soit Sf l'ensembledes sommets atteignables depuis s dans Gf . Si p 6∈ Sf , alors Sf induit une oupe de �otnégatif ou nul (les ars sortants ont un �ot nul). D'après (5.7), ei est en ontraditionave l'hypothèse v(f) > 0. Don p ∈ Sf , i.e. il existe un hemin π ∈ Πs,p dont tous lesars ont un �ot stritement positif. Soit xπ la valeur minimale du �ot sur les ars de π.On onsidère le �ot f ′ :
f ′
a =

{

fa − xπ si a ∈ π
fa sinonClairement, f ′ est un �ot admissible et v(f ′) < v(f). En posant xγ = 0 pour γ ∈ Πs,p−{π}on a de plus

∀a ∈ A : fa = f ′
a +

∑

a:a∈γ
xγOn peut itérer e proédé en partant de f ′ au lieu de f . Puisque le graphe Gf ′ ontientau moins un ar de moins que Gf , la valeur du �ot obtenu par itération du proédé doits'annuler au bout d'un nombre �ni k d'étapes. On a alors obtenu une famille de hemins

π, π′, . . . , π(k) de Πs,p et des valeurs xπ, xπ′, . . . , xπ(k) orrespondantes. En posant xγ = 0pour les hemins hors de ette famille, on a de plus
∀a ∈ A : fa = f (k)

a +
∑

γ:a∈γ
xγOn a ainsi onstruit une solution admissible x pour (5.9) telle que

v(f) = f(s) = f (k)(s) +
∑

a:o(a)=s

∑

γ:a∈γ
xγ = 1Ix(utiliser le fait que f (k)(s) = v(f (k)) = 0 et que l'ensemble des hemins ontenant un arsortant de s est préisément Πs,p). On en déduit valeur(5.8) ≤ valeur(5.9), et �nalementvaleur(5.9) = valeur(5.8). 2Par l'équation (5.5) de dualité de la programmation linéaire, le PPL (5.9) a même valeurque le PPL suivant, où l'on a posé v(y) = ∑

a∈A caya :
min v(y)

∀π ∈ Πs,p :
∑

a:a∈π
ya ≥ 1

y ≥ 0

(5.10)
Lemme 5.84 Le PPL (5.10) a même valeur que sa restrition (5.10)ZZ à des veteurs yentiers.On en déduit une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 86Preuve du théorème 5.82 : Par les lemmes 5.83 et 5.84, il su�t de montrer que lavaleur de (5.10)ZZ est la apaité minimale de toute oupe. Soit (V,W ) une oupe. Onpose y = (ya)a∈A ave
ya =

{

1 si o(a) ∈ V et t(a) ∈ W
0 sinonAlors y est une solution admissible pour (5.10)ZZ et v(y) = c(V,W ). On en déduit quela valeur de (5.10)ZZ est inférieure à la apaité minimale des oupes. Inversement, soit

y une solution admissible pour (5.10)ZZ. On dé�nit V omme l'ensemble des sommetsatteignables depuis s en utilisant des ars tels que ya = 0. La ondition ∑

a:a∈π ya ≥ 1indique que p 6∈ V , don V induit une oupe. De plus,
c(V, S \ V ) ≤

∑

a:o(a)∈V,
t(a)6∈V

ca ≤
∑

a:o(a)∈V,
t(a)6∈V

caya ≤ v(y)Il suit que la apaité minimale des oupes est majorée par la valeur de (5.10)ZZ, d'oùl'égalité de es deux grandeurs. 2Il ne reste plus qu'à donner unePreuve du lemme 5.84 : Une première preuve utilise le fait que la matrie des in-équations du PPL (5.10) est totalement unimodulaire (f [MG07, p.144-145℄). On endonne une preuve direte. Notons que ya = 1 est une solution admissible pour les PPLs(5.10) et (5.10)ZZ. Par restrition de l'espae des solutions, valeur(5.10) est majorée parvaleur(5.10)ZZ. Inversement, soit y une solution optimale pour (5.10). On dé�nit V ommel'ensemble des sommets atteignables depuis s en utilisant des ars tels que ya = 0. Commedans la preuve préédente, V induit une oupe et on pose yZZ = (yZZa )a∈A ave
yZZa =

{

1 si o(a) ∈ V et t(a) 6∈ V
0 sinon

yZZ est lairement une solution admissible pour (5.10)ZZ.Soit α = min{ya | o(a) ∈ V, t(a) 6∈ V }. On pose également y′ = (y′a)a∈A ave y′a = ya−αyZZa
1−α

.Clairement y′ ≥ 0. Soit π un hemin joignant s à p. Il suit que π ontient au moins unar de la oupe (entre V et son omplémentaire). On érit π = πsu ·πup où u est le derniersommet dans V le long de π. On pose π′ = π′
su · πup où π′

su est un hemin joignant s à upar des ars tels que ya = 0. Puisque ya = 0 implique y′a = 0, on a
∑

a∈π
y′a ≥

∑

a∈π′

y′aOr π′ ontient un unique ar entre V et son omplémentaire, d'où ∑

a∈π′ yZZa = 1. Parailleurs ∑a∈π′ ya ≥ 1 et on en déduit aisément ∑a∈π′ y′a ≥ 1, e qui montre que y′ est unesolution admissible pour (5.10).Don y = αyZZ + (1 − αy′) est une ombinaison onvexe de deux solution admissibles.Ces deux solutions sont don optimales, d'où v(yZZ) = v(y). Il suit que valeur(5.10)ZZ estmajorée par valeur(5.10), d'où l'égalité entre es deux grandeurs. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 875.10.2 Algorithme du simplexeOn ne onsidérera ii que des PPLs sous forme standard, ave A de dimension m × n.Dans un premier temps on supposera que A est de rang m, e qui implique qu'il y aplus d'inonnus que d'équations. On appelle solution ou point admissible de (E) tout xvéri�ant les ontraintes Ax = b et x ≥ 0.Soit B = {B(1), B(2), . . .B(m)} ⊂ [1, n] un sous-ensemble de m indies tels que lesveteurs olonnes de A orrespondant soient indépendants, i.e. tels que la matrie AB =
[aB(1) aB(2) . . .aB(m)] soit inversible. On note N = [1, n] \ B les indies omplémentaireset on déompose un veteur en deux moreaux selon les indies de ses omposantes
x =

[

xB

xN

]. B est appelée une base de (E) et le veteur [A−1
B b

0

], la solution basique assoiée.On parle de solution basique admissible (ou réalisable) (s.b.a.) lorsque A−1
B b ≥ 0. La baseassoiée est dite admissible.La projetion [

xB

xN

]

7→ xN réalise une bijetion, d'inverse xN 7→
[

A−1
B (b− ANxN )

xN

], entrel'ensemble des points admissibles de (E) dans IRB∪N et le polyèdre de IRN : {[−A−1
B AN

IN

]

xN ≥
[

−A−1
B b

0

]

}. Notons que la struture ombinatoire de e polyèdre ne dépend pas de la basehoisie. On note P e polyèdre.Lemme 5.85 Pour toute base admissible B, il existe un veteur de oût c tel que la s.b.a.assoiée à B soit l'unique solution optimale de (E).Preuve : Considérer le veteur c = (cB cN) = (I0 1I) 2Théorème 5.86 Les sommets de P sont en bijetion ave les bases admissibles de (E).Preuve : Soit yN un sommet de P relativement à une base B. Je note B′ l'ensembledes indies des oordonnées positives de la s.b.a. y assoiée, de sorte que AB′yB′ = b. Lesolonnes de AB′ forment une famille libre. En e�et, dans le as ontraire on a un jeux deoe�ients d non nul tel que AB′d = 0. En hoisissant un ǫ > 0 assez petit, on a alors
AB′(yB′ ± ǫd) = b et yB′ ± ǫd ≥ 0. On en déduit deux points distints dans P dont lemilieux est le sommet yN. Cei ontredit le lemme 5.26 sur l'extrémalité des sommetsd'un polyèdre.Réiproquement, si B est une base admissible alors le lemme 5.85 fournit un hyperplansupport de P , intersetant P en l'unique point projetion de la s.b.a. de B, qui est donun sommet de P . 2Dé�nition 5.87 Un pivot onsiste à remplaer un indie d'une base admissible par unindie non-base, de manière à e que le nouvel ensemble d'indies orresponde à une baseadmissible. Deux bases qui se déduisent d'un pivot sont dites adjaentes.Théorème 5.88 Deux bases adjaentes orrespondent à deux sommets adjaents de P .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 88L'algorithme du simplexe est dû à Dantzig (1947). Il onsiste à partir d'une base admissi-ble à e�etuer une suite de pivots en faisant déroître le oût des s.b.a. assoiées jusqu'àatteindre l'optimum. Dit autrement, l'algorithme du simplexe onsiste à se déplaer lelong des arêtes de P en desendant toujours relativement à la forme linéaire assoiée auoût.Pour en savoir plus sur la programmation linéaire en général, on pourra onsulter l'ex-ellente introdution au domaine de J. Matou²ek et B. Gärtner [MG07℄.



Chapitre 6Enveloppes onvexes, Voronoi etDelaunay
6.1 Caluls d'enveloppes onvexesDe manière générale, on veut résoudreProblème 6.1 Soit un ensemble S = {s1, s2, . . . , sn} de n points de IRd, aluler letreillis des faes de Conv(S).Le tri de n nombres {x1, x2, . . . , xn} se réduit en temps linéaire au alul de l'enveloppeonvexe des n points du plan {(x1, x21), (x2, x22), . . . , (xn, x2n)} situés sur la parabole {y =
x2}. On en déduitLemme 6.2 Le problème du alul d'enveloppes onvexes en dimension supérieure ouégale à 2 admet pour borne inférieure Ω(n log n).En utilisant le modèle de l'arbre binaire de déision algébrique pour l'analyse des algo-rithmes (f. Preparata et Shamos, 1984, pp 101-104), on montre également que la seuleséletion des points extrêmes de Conv(S) (sans leurs adjaenes) admet pour borne in-férieure Ω(n log n).6.1.1 Algorithmes naïfsPar séletion des points extrêmesPour véri�er qu'un point s ∈ S est extrême il su�t de véri�er qu'il n'est ontenu dansauun des d-simplexes formés sur S \ s. Il y a (

n−1
d+1

) tels simplexes, e qui induit unalgorithme en temps O(n(n−1
d+1

)

) = O(nd+2).
89



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 90Par séletion des faettesUn sous-ensemble de d points de S engendre une faette si son enveloppe a�ne ne séparepas les points de S (i.e. est support pour S). On en déduit un algorithme en temps
O(

(

n
d

)

n) = O(nd+1).Par propagation à partir d'une faetteDé�nition 6.3 L'angle dièdre de deux demi-espaes est l'angle ompris entre 0 et πformé par les normales aux hyperplans supports tournées vers l'extérieur.Soit F une faette de P = Conv(S) et G une faette de F , i.e. une (d − 2)-fae de P .Pour tout s ∈ S \ F soit Hs le demi-espae bordé par G et s et ontenant F . Alors ledemi-espae support de la faette adjaente à F le long de G oïnide ave l'hyperplan
Hs formant un angle dièdre minimal ave le demi-espae support de F .Connaissant F et G, on peut don déterminer la faette adjaente en temps linéaire. Ensupposant P simpliial (i.e. S en position générale) toute faette de F est déterminée parun sous-ensemble de d−1 des d sommets de F . Cela fournit un algorithme en O(nh) � où
h est le nombre de faettes de P � pour déterminer toutes les faettes et leurs adjaenes.D'après le théorème de la borne supérieure ela fournit un algorithme en O(n⌊d/2⌋+1).Il reste à trouver une première faette : prendre le point s0 ∈ S de oordonnées mini-males pour l'ordre lexiographique, puis l'arête s0s1 formant un angle minimal ave saprojetion sur l'hyperplan H0 = {x1 = (s0)1}, puis le triangle s0s1s2 formant un an-gle minimal ave sa projetion sur l'hyperplan ontenant s0s1 dans le faiseau dé�nitpar H0 et l'hyperplan normal à s0s1. De manière générale si on a déterminé une k-fae Fk = Conv({s0, s1, . . . , sk}) et un hyperplan support Hk de Fk on obtient Fk+1 =
Conv(Fk ∪ {sk+1}) en herhant sk+1 tel que Conv(Fk ∪ {sk+1}) forme un angle minimalave sa projetion sur Hk. Et on obtient Hk+1 - ontenant sk+1 - dans le faiseau dé�nitpar Hk et l'hyperplan normal à sksk+1 ontenant sk. Cette étape prend un temps O(dn)et on obtient �nalement un algorithme en O(n⌊d/2⌋+1) pour la onstrution de toutesles faettes. Notons que le treillis des faes de P étant oatomique, la onnaissane desfaettes de P détermine entièrement e treillis.On peut remarquer que et algorithme ne néessite que des aluls de déterminants pourordonner selon des angles.6.1.2 Calul en 2DMarhe de JarvisEn deux dimensions l'algorithme préédent s'appelle la marhe de Jarvis et fournit unalgorithme de omplexité O(n2).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 91balayage de GrahamSoit o un point intérieur à P = Conv(S) et soit s0 un point extrême de S, par exemplele point de oordonnées minimales pour l'ordre lexiographique. On onsidère l'ordreylique sur les sommets si de S dé�ni par l'angle polaire des demi-droites osi ave os0(en fait l'ordre lexiographique sur la paire (angle, - distane à o)). P est un sous-ordrede et ordre ylique obtenu en �tant réursivement tous les points formant un angleré�exe ave leur suesseur et leur prédéesseur. D'un point de vu algorithmique, il su�tde parourir la liste ordonnée des points à partir de so et de supprimer le point ouranttant qu'il est le sommet d'un angle ré�exe. Chaque sommet n'étant supprimer qu'un foisau plus, P peut être alulé en temps linéaire à partir de ette liste, e qui fournit unalgorithme en temps O(n logn).Diviser pour régner1. On partitionne les points de S en deux selon la médiane de leurs absisses en temps
O(n).2. On alule réursivement les enveloppes onvexes ECG et ECD de haque moitié, eton fait leur fusion en temps O(n).Le temps total T (n) requis pour le alul de l'enveloppe onvexe véri�e ainsi.

T (n) = O(n) + T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉)D'où T (n) = O(n logn), e qui est optimal.La fusion de ECG et ECD s'obtient en reherhant leurs tangentes, ou ponts, supérieureet inférieure. Pour ela on part d'une arête joignant le sommet de ECG (ECD) le plus àdroite (gauhe) qui est visible par ECD (ECG) puis on marhe le long de ECD (ECG)vers le haut et vers le bas pour haun des deux ponts haut et bas jusqu'à e que lesangles aux extrémités de haque pont ave les haînes orrespondantes de ECG et ECDsoient onvexes.balayageLe alul de l'enveloppe onvexe de n points S = Sn = {s1, s2, . . . , sn} du plan peut sefaire à l'aide d'un algorithme par balayage. Cet algorithme repose sur trois étapes.1. On ommene par trier les n points si selon une diretion donnée (par exemple l'axedes absisses. Si plusieurs points ont même absisse on utilise l'ordre lexiographiquesur les ouples de oordonnées). On supposera par la suite que les indies des pointsorrespondent à l'ordre roissant.2. On initialise Conv(S3) par le triangle s1s2s3 dans l'ordre irulaire diret.3. Itération : On onstruit Conv(Si) à partir de Conv(Si−1) et du point si.Clairement (pourquoi ?) si 6∈ Conv(Si−1) et Conv(Si) s'obtient en supprimant les arêtesvues par si et en ajoutant deux arêtes issues de si et joignant les deux sommets auxextrémités de la haîne des arêtes supprimées.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 92Le oût de parours des arêtes supprimées peut être reporté (hargé) sur le oût deréation de es arêtes puisque toute arête réée n'est supprimée qu'une fois au plus. Àhaque itération 2 arêtes sont réés don le oût total des itérations est linéaire. En tenantompte du tri initial on obtient ainsi un algorithme en O(n logn).algorithme dynamique- Dynami Planar Convex Hull. G. S. Brodal and R. Jaob. FOCS'02. pp 617 - 626.Vanouver, Canada.�There exists a data struture for the fully dynami planar onvex hull problem supportingINSERT and DELETE in amortized O(logn) time, and EXTREME POINT QUERY,TANGENT QUERY and NEIGHBORING-POINT QUERY in O(logn) time, where ndenotes the size of the stored set before th operation. The spae usage is O(n).�6.1.3 Calul en 3DLa taille d'une enveloppe onvexe de n points en 3D est linéaire. Cela résulte diretementdu théorème de la borne supérieure ou bien de la formule d'Euler :
n− A+ F = 2 et 3F ≤ 2A =⇒ A ≤ 3n− 6 et F ≤ 2n− 4.Puisque le bord d'un polytope de dimension 3 est homéomorphe à une sphère on peutreprésenter le treillis des faes d'un tel polytope par une arte �planaire� (en fait sphérique).Dans e qui suit on supposera que les enveloppes onvexes sont représentées par une arteplanaire. Une autre possibilité, qui a l'avantage de se généraliser en toute dimension, estde représenter une enveloppe onvexe par le treillis de ses faes, 'est-à-dire par le graphed'inidene de ses faes : haque fae est représentée par un élément qui pointe sur sesfaettes et ofaettes.balayageLe alul de l'enveloppe onvexe de n points S = Sn = {s1, s2, . . . , sn} de IR3 peut sefaire à l'aide d'un algorithme par balayage. Cet algorithme repose sur trois étapes.1. On ommene par trier les n points si selon l'ordre lexiographique sur leurs tripletsde oordonnées. On supposera par la suite que les indies des points orrespondentà l'ordre roissant.2. On initialise Conv(S4) par le tétraèdre s1s2s3s4, ou plus préisément par les quatrepremiers points non oplanaires, orienté positivement.3. Itération : On onstruit Conv(Si) à partir de Conv(Si−1) et du point si.Clairement si 6∈ Conv(Si−1) et Conv(Si) s'obtient en supprimant les faes et arêtes vuespar si et en ajoutant les faes et arêtes du �ne de sommet si et joignant le bord des faesde Conv(Si−1) supprimées.Le oût de parours des faes et arêtes supprimées peut être reporté (hargé) sur le oûtde réation de es faes et arêtes. À haque itération O(n) faes et arêtes peuvent être



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 93réées don le oût total des itérations est quadratique. En tenant ompte du tri initialon obtient un algorithme de omplexité O(n2).Exerie 6.4 Donnez un exemple de S pour lequel l'algorithme est un Ω(n2).Algorithme randomisé inrémentalIl s'agit d'une version randomisée de l'algorithme par balayage. On onsidère un tétraèdreinlus dans Conv(S), par exemple en prenant quatre points de S a�nement indépendants.On ajoute les points de S inrémentalement dans un ordre aléatoire. On note Si l'ensembledes i premiers points insérés (hormis les 4 points du tétraèdre initial). Soit si le i-ièmepoint inséré.� si si ∈ Conv(Si−1), alors Conv(Si) = Conv(Si−1),� sinon Conv(Si) s'obtient en supprimant les faes et arêtes vues par si et en ajoutantles faes et arêtes du �ne de sommet si tangent à Conv(Si−1).Pour savoir si si ∈ Conv(Si−1) ou pour onnaître les faes de Conv(Si−1) vues par si onmaintient un graphe des on�its entre les faes de Conv(Si−1) et les points de S \ Si−1 :haque fae f pointe vers la liste S(f) des points de S\Si−1 qui la voit (i.e. qui ne sont pasontenus dans le demi-espae support de f) et haque point s de S\Si−1 pointe vers la liste
F (s) des faes de Conv(Si−1) qu'il voit. On a si ∈ Conv(Si−1) si et seulement si F (si) estvide. Dans le as ontraire la mise à jour du graphe des on�its s'obtient en supprimant
si et toutes les faes (et leurs pointeurs) de F (si) et en ajoutant toutes les faes du �nede si ainsi que leur liste de on�its. Pour déterminer la liste des on�its d'une nouvellefae f inidente à une arête d'horizon e (i.e. du bord du �ne), on remarque que toutpoint voyant f voyait au moins l'une des deux faes f1 et f2 de Conv(Si−1) inidentes à
e. Il su�t don de parourir S(f1) et S(f2) pour en extraire S(f) : pour haque sommet
s de S(f1)∪ S(f2) on test en temps onstant si s ∈ S(f), i.e. si s est dans le demi-espaebordé par le plan support de f et ne ontenant pas Conv(Si).AnalyseLemme 6.5 L'espérane du nombre de faes réées au ours de l'algorithme est linéaire.Preuve : Le nombre de faes réées par l'insertion de si est égal au degré di de si dans
Conv(Si). Or, sur l'ensemble des permutations de S dont on a �xé l'ensemble Si des ipremiers sommets, haque sommet s ∈ Si est le sommet si ave la probabilité 1/i, d'où

E(di|Si) =
1

i

∑

s∈Si

d(s) ≤ 1

i
(6(r + 4)− 12) = O(1)En e�et, ∑s∈Si

d(s) vaut 2 fois le nombre d'arêtes de Conv(Si) et e dernier nombreest majoré par 3(i + 4) − 6 (voir le début de ette setion). On en déduit de manièreinonditionnelle E(di) = O(1), d'où le résultat par linéarité de l'espérane. 2La mise à jour des listes de on�its F (.) et S(.) à l'instant i prend lairement un tempsproportionnel à la somme



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 94� du nombre de listes supprimées, i.e. du nombre de faes supprimées,� du nombre de listes réées, i.e. du nombre de faes réées,� du nombre de on�its supprimés dans les listes, et� du nombre de on�its ajoutés dans les listes.Puisque le nombre de listes ou on�its supprimés est respetivement inférieur au nombrede listes ou on�its ajoutés, il su�t de omptabiliser es derniers, e qui orrespond auoût de onstrution des listes S(f) pour les nouvelles faes f ajoutées à l'instant i.On onstruit initialement les listes de on�its des 4 faes du tétraèdre de départ, e quiprend un temps O(n) par simple inspetion de haque sommet. Il reste �nalement àévaluer le oût de onstrution des S(f) après initialisation. Pour ela on dé�nit S(e) =
S(f1) ∪ S(f2) la liste de on�its d'une arête e inidente à deux faes f1 et f2.D'après e qui préède le paragraphe d'analyse, le oût de réation des S(f) est propor-tionnel à la somme ∑

e |S(e)| pour toutes les arêtes d'horizon apparaissant au ours del'algorithme. On veut don majorer l'espérane de ette somme.Pour poursuivre l'analyse on dé�nit la région assoiée à un quadruplet de points (p, q, r, s)omme l'union du demi-espae ouvert bordé par p, q, r et ne ontenant pas s et du demi-espae ouvert bordé par p, q, s et ne ontenant pas r. Les points de S en on�it ave unerégion R sont par dé�nition les points ontenus dans ette zone. On note S(R) l'ensemblede es points. On supposera pour simpli�er l'exposé que les points de S sont enposition générale.À haque arête e = pq de Conv(Si−1) on peut assoier la région (p, q, r, s) où pqr et qpssont les deux triangles inidents à e dans Conv(Si−1). Réiproquement les régions forméessur les points de Si−1 et sans on�it ave les points de Si−1 (les régions atives à l'instant
i−1) sont préisément obtenues à partir des arêtes de Conv(Si−1) omme préédemmentindiqué.Si e est une arête d'horizon de Conv(Si−1) pour si, alors S(e) est l'ensemble des som-mets en on�it ave la région assoiée à e. Pour majorer ∑

e |S(e)|, il su�t don demajorer ∑

R |S(R)|, la somme portant sur l'ensemble de toutes les régions atives auours de l'algorithme. Par le lemme 11.8 des algorithmes randomisés inrémentaux (voirsetion 11.3.1), l'espérane de ette somme est majorée par
n

∑

i=1

42
n− i

i2
E(|Ai|)où Ai est l'ensemble des régions atives à l'étape i. Dans le as présent et ensembleorrespond aux arêtes de Conv(Si), d'où E(|Ai|) ≤ 3(i+ 4)− 6. On en déduit

E(
∑

e

|S(e)|) = O(n logn)et par onséquentProposition 6.6 L'enveloppe onvexe de n points dans IR3 peut être alulée par unalgorithme randomisé en temps moyen O(n logn).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 956.1.4 Calul en dimension quelonqueOn se plae dans le adre dual du alul du treillis des faes d'un polytope P donné parune intersetion de demi-espaes dans IRd. Dans un premier temps on herhe un sommetde P maximisant une forme linéaire donnée. On propose dans e qui suit une approherandomisée due à Seidel [Sei91℄.Programmation linéaireSoit H une famille �nie de demi-espaes de IRd, et soit h une forme linéaire, possiblementnulle. On �xe également un point O de IRd. Rappelons que par le théorème de Minkowski-Weil le polyèdre P = ∩H est la somme de Minkowski de son �ne de réession ~P et d'unpolytope. Si P est non vide, il y a deux as possible.1. Ou bien h atteint une valeur maximale �nie hmax sur P et don sur une fae F =
P ∩ {h = hmax}. On a par exemple F = P si h = 0.2. Ou bien h est non majorée sur P , e qui équivaut à l'existene d'une diretion vde ~P telle que h(v) > 0. De manière enore équivalente, le veteur de ~P à distaneminimale du veteur dual de h, vu omme point de IRd, est non nul.Dans le premier as on dé�nit la solution du problème de programmation linéaire donnépar (H, h, O) omme le point v de F à distane (eulidienne) minimale de O. Dans leseond as, on dé�nit la solution omme le veteur de ~P à distane minimale du veteurdual de h. Il est faile de voir que la solution est dé�nie de manière unique dans les deuxas (f. exerie i-après).Si P = ∩H est non vide et si la solution du problème assoié à (H, h, O) est un point p,on peut ainsi onlure que h est maximale en p sur P . Si la solution est un veteur v ononlut que h est non majorée sur P dans la diretion v, i.e. que h(v) > 0.Exerie 6.7 On onsidère dans IRd un point O et un polyèdre non vide P . Montrer qu'ilexiste un unique point de P qui minimise la distane eulidienne à O.Lemme 6.8 Soit H une famille �nie de demi-espaes vetoriels dans IRd. Soit E unhyperplan vetoriel valide pour le �ne C = ∩H et soit F = E

⋂∩H, la fae de Correspondante. Il existe une sous famille H′ ⊂ H d'au plus d− dimF demi-espaes telleque E est valide pour le �ne ∩H′.Preuve : Soit v la normale à E opposée à C. Pour tout demi-espae H ∈ H, on note
H = {x | vHx ≤ 0} son équation et H0 := {x | vHx = 0} son hyperplan bordant.On suppose dans un premier temps que C est de dimension d. Par la proposition 5.54 dedualité des �nes, il existe une sous-famille de K ⊂ H telle que

v =
∑

H∈K
λHvH (6.1)où les λH sont stritement positifs et où {vH}H∈K est de rang au plus d − dimF . Siette famille ontient plus d'éléments que son rang, alors elle est liée et on peut érire
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∑

H∈K µHvH = 0 pour des oe�ients µH non tous nuls. On peut hoisir un réel α tel queles oe�ients λH +αµH sont positifs et au moins l'un est nul. Cei permet de réduire Kd'un élément au moins. Par réurrene on peut supposer que K ontient au plus d−dimF .L'équation (6.1) montre que l'on peut prendre H′ = K.Si C est de dimension k < d, alors par le lemme 5.45, on peut extraire une sous-famille
HC ⊂ H de taille d − k telle que l'espae engendré par C soit vec(C) = ∩H∈HCH

0. Enappliquant e qui préède aux traes de E et H dans vec(C), on en déduit une sous-famille K ⊂ H de taille au plus k − dimF telle que E ∩ vec(C) est valide pour le �ne
∩K ∩ vec(C). On peut alors prendre H′ = HC ∪ K. 2Lemme 6.9 On onsidère dans IRd un point O et une famille �nie H de demi-espaesvetoriels. On peut extraire une sous-famille H′ ⊂ H d'au plus d demi-espaes telle quela distane de O à ∩H et la distane de O à ∩H′ soient minimisées par le même point.Preuve : On pose C = ∩H. Soit p le point de C qui minimise la distane eulidienne à
O. Si p = O on peut prendre H′ = ∅ (on onvient que ∩H = IRd si H = ∅). Supposonsdon p 6= O. Par onvexité de C, il suit aisément que l'hyperplan E orthogonal à Oppassant par p est valide pour C. Par le lemme préédent, on peut hoisir une sous-famille
H′ ⊂ H d'au plus d demi-espaes telle que E est valide pour le �ne C ′ = ∩H′. Il suitque p ∈ C ⊂ C ′ minimise la distane de O à C ′. 2Théorème 6.10 Soit H une famille de n > d demi-espaes de IRd, et soit h : x 7→
〈c,x〉 une forme linéaire sur IRd. On �xe également une origine O dans IRd. Il existe unalgorithme randomisé de omplexité moyenne O(2d(d!)n) qui détermine si ∩H est vide,et dans la négative alule une solution du problème de programmation linéaire dé�ni par
(H, h, O).Preuve : On suppose, par une double réurrene sur d et n qu'il existe un algorithmerandomisé répondant aux exigenes du théorème. On note T (d, n) sa omplexité moyenne.En dimension d = 1, l'intersetion ∩H est un segment possiblement vide ou (semi)in�niqui se détermine aisément en temps O(n). On en déduit ensuite tout aussi aisément lasolution du problème en temps onstant. On a ainsi T (1, n) = O(n).Supposons don d > 1. Si n = 1, alors H ontient une unique demi-espae de la forme
H = {x | 〈c1,x〉 ≤ b1}. La solution s'obtient omme suit.� Si h(c1) < 0, alors h est non bornée sur H et la solution est le veteur c dual de h.� Sinon, soit cH la projetion orthogonale de c sur l'hyperplan vetoriel bordant H .� Si cH 6= 0, alors h est non bornée sur H et la solution est le veteur cH.� Sinon h est bornée surH . Si O ∈ H la solution est le point O, sinon 'est la projetionde O sur l'hyperplan a�ne bordant H .Ce alul peut triviallement s'e�etuer en temps O(d), d'où T (d, 1) = O(d).Si n > 1, on suppose que les demi-espaes H1, H2, . . . , Hn de H sont donnés dans un ordrealéatoire pour la loi uniforme. On note respetivement H0

i , ~Hi, ~H
0
i l'hyperplan bordant

Hi, le demi-espae vetoriel translaté de Hi en 0 et son hyperplan vetoriel bordant. Parhypothèse de réurrene, on peut aluler la solution du problème dé�ni par
(H \ {Hn}, h, O) en temps moyen T (d, n− 1).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 971. Si la solution est que ∩i<nHi est vide, alors 'est le as pour ∩H.2. Si la solution est non bornée et que le veteur orrespondant est ontenu dans ~Hn,alors 'est aussi la solution du problème dé�ni par (H, h, O).3. Si la solution est bornée et que le point orrespondant est ontenu dans Hn, alors'est aussi la solution du problème dé�ni par (H, h, O).4. Sinon, la solution de (H, h, O) est la solution du problème (H′, h′, O′) où� h′(x) = 〈c′,x〉 et c′ est la projetion orthogonale de c sur ~H0
n,� H′ = {Hj ∩H0

n}1≤j<n,� O′ est la projetion orthogonale de O sur H0
n.Les tests des as 2 et 3 s'e�etuent aisément en temps O(d).Dans le as 4, P ′ = ∩H′ est un polyèdre de dimension d − 1 dé�ni par l'intersetion de

n− 1 demi-espaes dans l'hyperplan H0
n. Le alul d'une base orthonormée 1 de H0

n peuts'e�etuer en temps O(d3), puis l'équation dans ette base de haque demi-espae Hj∩H0
npeut s'obtenir en en temps O(d2). Ce qui permet de dérire le problème (H′, h′, O′) entemps O(d3n). Par hypothèse de réurrene, on peut ensuite déterminer en temps moyen

T (d− 1, n− 1) la solution de (H′, h′, O′) et don de (H, h, O).Analysons la probabilité de se retrouver dans le as 4. On suppose P non vide. Ou bien
h est bornée sur P de valeur maximale hmax. On note p la solution de (H, h, O), et onpose E = {h = hmax}. Soit OH la projetion orthogonale de O sur E.
• Si h 6= 0, par le lemme 6.8, on peut extraire une sous-famille K ⊂ H de taille au plus
d telle que l'hyperplan E est valide pour ∩K. Puisque p ∈ E, p est aussi le point dela trae de P sur E le plus prohe de OH. Par le lemme 6.9 appliqué dans E, on peutextraire une sous-famille K′ ⊂ H de taille au plus d − 1 telle que le point de le plusprohe de OH dans ∩K′ est p. On en déduit que si Hn 6∈ K∪K′, alors h était borné sur
Q :=

⋂

1≤j≤n−1Hi et la solution du problème assoié était déjà p, e qui orrespondau as 2. Dit autrement, la probabilité de se retrouver dans le as 4 est majorée par laprobabilité que Hn soit dans K ∪K′. Cette probabilité est don majorée par 2d/n.
• Si h = 0, alors E = IRd, OH = O et p est par dé�nition le point de P le plus prohede O. Par le lemme 6.9, on peut extraire une sous-famille de taille au plus d dans Htelle que le point de le plus prohe de l'intersetion de ette sous-famille est p. Unraisonnement analogue à e qui préède montre que la probabilité de se retrouver dansle as 4 est majorée par d/n.
• Si h est non bornée sur P , un raisonnement analogue montre que la probabilité de seretrouver dans le as 4 est aussi majorée par d/n.On en onlut que T (d, n) véri�e la réurrene :

T (d, n) ≤







O(n) si d = 1,
O(d) si n = 1,
T (d, n− 1) +O(d) + 2d

n
(O(d3n) + T (d− 1, n− 1)) sinon.La dernière inéquation s'érit enore.

T (d, n) ≤ T (d, n− 1) +O(d4) +
2d

n
(T (d− 1, n− 1))1. Conserver une base orthonormée permet de aluler la norme eulidienne d'un veteur en temps

O(d) à partir de ses oordonnées dans la base.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 98Un alul simple montre que T (d, n) = O(2d(d!)n). En e�et, supposons que T (d,m) ≤
a(d)2d(d!)m pour une ertaine fontion a(d) et tout m < n. En reportant dans l'équationde réurrene i-dessus, il apparaît que l'inégalité s'étend à m = n si on hoisit a(d) =
O(

∑

1≤k≤d
d4

2d(d!)
). Cette série étant onvergente, on a a(d) = O(1). 2Calul d'une intersetion de demi-espaesOn herhe ii à dérire l'intersetion P d'une famille de demi-espaes On suppose queles hyperplans bordant les demi-espaes sont en position générale. En onséquene, P estsimple et haun de ses sommets a d arêtes inidentes.Théorème 6.11 Soit un entier d > 3 �xé. Il existe un algorithme randomizé pour al-uler le treillis du polytope intersetion de n demi-espaes donnés en position générale entemps moyen O(n⌊d/2⌋).Preuve : Soit H0

1 , . . . , H
0
n les n hyperplans bordant les demi-espaes H1, . . . , Hn don-nés. Pour simpli�er l'exposé on ommene par ajouter les 2d demi-espaes supports

H1−2d, H2−2d, . . . , H0 d'un grand ube ontenant l'intersetion des Hi. Cei permet desupposer que l'intersetion des hyperplans est bornée. Remarquons que l'intersetion des
Hi est un polytope simple par hypothèse de position générale. Chaque sommet est doninident à d arêtes et haque arête est inidente à (d− 1) 2-faes.On onsidère que les Hi, i > 0, sont dans un ordre aléatoire pour la loi uniforme. Onmaintient inrémentalement le 2-squelette de Pi :=

⋂

−2d<j≤iHj. Par la remarque préé-dente, e 2-squelette a une taille proportionnelle à son nombre de sommets (d est �xé !).Le 2-squelette du ube P0 est diretement alulé en temps onstant. Supposons avoiralulé le 2-squelette de Pi pour un ertain i < n. On détermine si Hi+1 ontient Pi ounon. Pour ela on détermine le sommet pi de Pi qui maximise la forme linéaire orre-spondant à Hi+1. D'après le théorème 6.10, pi peut être alulé en temps O(i). Si pi estdans Hi+1, alors Hi+1 ontient Pi et Pi+1 = Pi. Sinon, il faut mettre à jour le 2-squelettede Pi+1 en oupant la partie de Pi dans le omplémentaire H+
i+1 de Hi+1. Pour ela onparourt le 1-squelette de Pi à partir de pi pour trouver la partie (onnexe) ontenuedans H+

i+1 et les arêtes a1, . . . , ak oupées par H0
i+1. Les nouveaux sommets de Pi+1 sontles intersetions de H0

i+1 ave les aj , et les nouvelles arêtes sont les intersetions de H0
i+1ave les 2-faes inidentes aux aj . Cei permet de onstruire le 1-squelette de Pi+1. Le2-squelette est obtenu en temps proportionnel au nombre de sommets par la propriétéde oatomiité des polytopes. Puisque haque sommet ne peut être supprimé qu'une foisaprès avoir été réé, le oût total de onstrution des 2-squelettes est proportionnel auoût de réations des sommets. Ce oût est lui-même majoré par le nombre de sommetsréés au ours de l'algorithme auquel s'ajoute ∑iO(i) = O(n2) pour le alul des pi. Soit

mi+1 le nombre de sommets réés à l'étape i+ 1, 'est-à-dire ontenu dans H0
i+1. Fixonsles (i+ 1) premiers demi-espaes, et onsidérons toutes les permutations dont e sont les

(i+ 1) premiers éléments pris dans un ordre quelonque. Cei �xe Pi+1. Puisque haquesommet de Pi+1 appartient à d hyperplans, la probabilité qu'un de es sommets soit rééà l'étape i + 1 est au plus d/(i + 1). Par le théorème de la borne supérieure, la valeur
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i+1

(i+ 1)⌊d/2⌋) = O((i+ 1)⌊d/2⌋−1). On en déduit que leoût total est
∑

i

O((i+ 1)⌊d/2⌋−1) = O(n⌊d/2⌋)

26.2 Diagramme de VoronoiSoit S = {s1, s2, . . . , sn} un ensemble de n points ou sites de IRd. Pour tout X ⊂ S ononsidère la région VX formée des points de IRd à égale distane des sites de X et strite-ment plus prohes de X que de S \X . Les VX sont des polyèdres (relativement ouverts),ar intersetions de demi-espaes �médiateurs� de ouples de sites, et partitionnent IRd(pourquoi ?). Cette partition est appelée le diagramme de Voronoi de S.6.2.1 Lien ave les enveloppes supérieuresOn note (x, xd+1) un point de IRd × IR = IRd+1. On onsidère dans IRd+1 le paraboloide
U := {xd+1 = |x|2}. On relève haque site s de S en un point u(s) = (s, |s|2) sur U et onnote TU(s) l'hyperplan tangent à U en u(s) de sorte que
TU(s) = {xd+1 = 2 < s, x > −|s|2}. En�n, on note HU(s) le demi-espae bordé par TU(s)et tourné vers le haut : HU(s) = {xd+1 ≥ 2 < s, x > −|s|2}.Lemme 6.12 Soit x ∈ IRd et s ∈ S un site, alors la distane algébrique vertiale de
TU(s) à u(x) vaut |x− s|2.Preuve : le projeté vertial y de x (ou u(x)) sur TU (s) véri�e yd+1 = 2 < s, x > −|s|2.D'où (u(x)− y)d+1 = |x|2 − 2 < s, x > +|s|2 = |x− s|2. 2Proposition 6.13 Le diagramme de Voronoi de S est la projetion vertiale sur IRd dubord du polyèdre ∩s∈SHU(s), enveloppe supérieure des TU(s).Dit autrement, les ellules du diagramme de Voronoi sont les projetions des faes del'enveloppe supérieure. Notons que les faes (possiblement vides) de ∩s∈SHU(s) sont pré-isément de la forme ∩s∈XTU(s)

⋂∩s∈SHU(s) pour X ⊂ S. 2Preuve : Soit X ⊂ S.
x ∈ VX ⇔ ∀si, sj ∈ X, ∀sk ∈ S \X : |x− si|2 = |x− sj |2 < |x− sk|2.2. Chaque TU (s) est support d'une faette de l'enveloppe supérieure ar s est intérieur au polyèdre

∩s′ 6=sHU (s
′) puisque s ∈ int(HU (s

′)) pour s′ 6= s. Le treillis d'un polytope P étant oatomique (propo-sition 5.32), haque fae de P est l'intersetion de faettes, i.e. l'intersetion ave P de leurs hyperplanssupports. On étend sans mal à un polyèdre non borné.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 100Ce qui équivaut à dire d'après le lemme préédent que l'intersetion de la vertiale en xave l'enveloppe supérieure des TU(s) est dans ∩s∈XTU(s). C'est-à-dire que x est dans laprojetion vertiale de la fae de l'enveloppe supérieure, obtenue omme intersetion de
∩s∈XTU (s) ave ∩s∈SHU(s). 2Notons que ette projetion est non dégénérée puisqu'auunHU(s) ne ontient la diretionvertiale.Corollaire 6.14 Pour d �xé, la omplexité totale en nombre de ellules du diagrammede Voronoi de n sites est un O(n⌈ d

2
⌉).Preuve : D'après le théorème de la borne supérieure (version duale) la omplexité d'uneintersetion de n demi-espaes en dimension d+ 1 est O(n⌊ d+1

2
⌋). 2En dimension 3 ela donne en partiulier une borne supérieure en O(n2). Cette borne estatteinte pour 2n points répartis uniformément pour moitiés sur deux droites non séanteset non parallèles de IR3.6.2.2 Calul en 2DD'après e qui préède la taille du diagramme de Voronoi de n sites du plan est linéaire.Algorithme de FortuneIntéressant du point de vue historique ?Diviser pour régner1. On divise les points de S en deux selon la médiane de leurs absisses en temps O(n).2. On alul réursivement le diagramme de Voronoi de haque moitié ainsi que l'en-veloppe onvexe, et on fait la fusion (expliquée si dessous) en temps O(n).

T (n) = O(n) + T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉)D'où T (n) = O(n logn), e qui est optimal.On note V or(S) le diagramme de Voronoi de S et VX(S) la région de Voronoi assoiéeà X ⊂ S dans V or(S). On note également G et D les moitiés gauhe et droite de Salulées à l'étape 1. On pose en�n
UG = {p | d(p,G) < d(p,D)}
I = {p | d(p,G) = d(p,D)}

UD = {p | d(p,G) > d(p,D)}
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V or(G) ∩ UG = V or(S) ∩ UG et V or(D) ∩ UD = V or(S) ∩ UD.Preuve : pour la gauhe :

∀X ∈ S : p ∈ VX(S) ∩ UG =⇒ X ⊂ Gd'où
p ∈ VX(S) ∩ UG ⇔ p ∈ VX(G) ∩ UG

2Lemme 6.16 I est une haîne (vertialement) monotone simple omposée des arêtes de
V or(S) du type V{g,d}(S) où g ∈ G et d ∈ D. Comme g est à gauhe de d et que V{g,d}(S)est orthogonal à la droite gd, V{g,d}(S) n'est pas horizontale et peut être orientée vers lehaut de sorte que g (d) est à sa gauhe (droite).Preuve : Soit p ∈ I. Par dé�nition il existe g ∈ G et d ∈ D tels que d(p, g) = d(p, d) =
d(p, S), don p ∈ V{g,d}(S). Soit ℓ une droite horizontale. On veut montrer que ℓ intersete
I en un unique point. Clairement, il existe un point x de ℓ su�samment à gauhe tel que
d(x,G) < d(x,D) et il existe un point y de ℓ su�samment à droite tel que d(y,G) >
d(y,D). Don f(p) = d(p,G)− d(p,D) hange de signe sur ℓ et s'annule néessairement,fournissant ainsi un point q dans ℓ ∩ I. Soit C le erle de entre q et de rayon d(q, G) =
d(q,D). C est vide de points de S et toute droite h de séparation de G et D oupe C.Supposons que h est à droite de q. Clairement tout x ∈ ℓ à droite de C est plus prohede d que de tout point à gauhe de h (et hors de C), don f(x) > 0. Si q est le point leplus à gauhe sur ℓ véri�ant f(q) = 0, 'est don le seul. Par onséquent |ℓ ∩ I| = 1. 2La fusion des enveloppes onvexes de G et D s'obtient à l'aide des deux ponts haut et basomme dérit setion 6.1.2. Les médiatries de es ponts supportent néessairement lessegments (in�nis) supérieur et inférieur de I. Notons g0 et d0 les sites extrémités du pontsupérieur. Pour aluler V or(S) à partir de V or(G) et V or(D), et don pour aluler I, onommene par la partie �supérieure� de la médiatrie I0 de g0 et d0 qui est néessairementontenue dans V{g0}(G) et dans V{d0}(D). On parourt en parallèle le bord de es régionspour trouver le segment de leur bord qui intersete I0 le plus haut. Ce segment, que l'onsupposera border V{g0}(G) est une région V{g0,g1}(G). Le point i1 = V{g0,g1}(G) ∩ I véri�e
d(i1, g0) = d(i1, g1) = d(i1, d0) = d(i1, S). Don i1 est un sommet de I et le segmentsuivant sur I ne peut être que V{g1,d0}(S). On poursuit sur e segment jusqu'à interseterun segment de V{g1}(G) ou V{d0}(D). On itère e proédé jusqu'à renontrer la médiatriedu pont inférieur. Le oût de onstrution de I est de l'ordre de la taille totale des régionsparourues qui est elle même majorée par la somme des tailles de V or(G) et V or(D) etest don linéaire.6.2.3 Variantes du diagramme de VoronoiDiagramme de puissane. Rappelons que par dé�nition la puissane d'un point x parrapport à une sphère S(c, r) de entre c et de rayon r vaut |x− c|2− r2 et que l'ensemble



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 102des points ayant même puissane relativement à deux sphères de entres distints estun hyperplan (dit radial). Étant donné un ensemble de sphères de IRd, ou de manièreéquivalente de points pondérés, le diagramme de puissane de es sphères est la partitionde IRd en régions telle que dans haque région tout point ait une même puissane parrapport à un sous-ensemble �xe de sphères et une puissane plus grande par rapportaux autres sphères. Comme pour le diagramme usuel, les régions sont des polyèdres(intersetions de demi-espaes bordés par des hyperplans radiaux). De manière analogueau diagramme de Voronoi usuel, un diagramme de puissane s'obtient omme projetionde l'enveloppe supérieure d'hyperplans obtenus en translatant les hyperplans tangents auxrelevés des sites sur le paraboloide U (f. setion 6.2.1). Certains sites peuvent ependantavoir des régions vides ontrairement au as du diagramme usuel.Diagramme d'ordre k. Soit une famille S de n sites de IRd et un entier k < n. Onassoie à haque k-set (sous-ensemble de taille k) T ⊂ S la ellule formées de l'ensembledes points qui sont plus prohes des sites de T que de S \ T , i.e. {x | ∀t ∈ T, ∀s ∈ S \ T :
d(x, t) ≤ (.x, s). Les intérieurs relatifs des intersetions de es ellules onstituent unepartition de Rd appelée diagramme de Voronoi d'ordre k. On montre aisément que 'estla projetion vertiale du k-ième niveau de l'arrangement des TU(s) (f. setion 6.2.1)relativement à la diretion vertiale vers le bas : 'est l'ensemble des ellules de etarrangement qui ont k hyperplans au dessus d'elles (au sens large). Le diagramme d'ordre
k = n − 1 s'appelle enore le diagramme du voisin le plus loin. La ellule d'un site (i.e.des n−1 sites omplémentaires) est l'ensemble des entres des sphères ontenant tous lesautre sites. C'est enore la projetion vertiale de l'enveloppe inférieure des TU(s).Autres diagrammes. On peut enore onsidérer des diagrammes de Voronoi pourdes distanes autres que la distane Eulidienne. On peut également remplaer les sitespontuels par des objets plus variés omme des segments, des onvexes, des droites,et. . .La littératuresur e sujet est sans �n.6.3 Triangulation de DelaunaySoit S = {s1, s2, . . . , sn} un ensemble de n points ou sites de IRd. On onsidère les X ⊂ Stels qu'il existe une boule fermée BX , ironsrite à X et véri�ant BX ∩ S = X . On pose
DX = Conv(X). Le diagramme de Delaunay de S est l'union des DX ainsi formés. Lebord d'une boule BX omme i-dessus s'appelle une sphère de Delaunay.6.3.1 Lien ave les enveloppes onvexesLemme 6.17 Soit X = {x1, x2, . . . , xd+1} un ensemble de d+1 points de IRd a�nementindépendants. Alors, il existe une unique sphère S(X) ironsrite à es points et elle a
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|x|2 |x1|2 . . . |xd+1|2
x x1 . . . xd+1

1 1 . . . 1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= 0Preuve : En développant e déterminant selon la première olonne on trouve une équa-tion de la forme α|x|2 + 〈β|x〉 + γ = 0 ave α =

∥

∥

∥

∥

x1 . . . xd+1

1 . . . 1

∥

∥

∥

∥

non nul puisque lespoints de X sont a�nement indépendants. Cette équation est don elle d'une sphère.Cette sphère est ironsrite aux xi puisque e déterminant s'annule pour x = xi, pourtout i.Par ailleurs, si |x|2 + 〈β|x〉 + γ = 0 et |x|2 + 〈β ′|x〉 + γ′ = 0 sont les équations de deuxsphères ironsrites à X , alors 〈β− β ′|x〉+ γ − γ′ s'annule sur X e qui implique β = β ′et γ = γ′ puisque X n'est ontenu dans auun hyperplan.
2On rappelle la notation u(x) = (x, |x|2) de la setion 6.2.1. Soit X = {x1, x2, . . . , xd+1}a�nement indépendant. On note H(X) l'unique hyperplan ontenant

u(X) = {u(x1), u(x2), . . . , u(xd+1)}. On déduit du lemme préèdent que
x ∈ S(X) ⇔ u(x) ∈ H(X).Plus préisément si B(X) est la boule fermée bordée par S(X) on véri�e queLemme 6.18

x ∈ IntB(X) ⇔ u(x) est en dessous de H(X)et
x 6∈ B(X) ⇔ u(x) est au dessus de H(X)Corollaire 6.19 Soit X ⊂ S. Il existe une boule fermée BX ironsrite à X et véri�ant

BX ∩ S = X si et seulement s'il existe un hyperplan HX de IRd+1 tel que u(S) est audessus de HX et HX ∩ u(S) = u(X).Preuve : ⇒ Soit Y un ensemble de d+1 points de BX a�nement indépendants. D'aprèse qui préède on peut prendre HX = H(Y ).
⇐ Prendre d+1 points de HX∩U tels que leurs projetions soit a�nement indépendanteset poser BX = B(Y ). 2Don DX est une ellule de Delaunay si et seulement s'il existe un hyperplan non vertialau dessous de u(S) et qui ontient préisément u(X), e qui équivaut enore à dire que
Conv(u(X)) est une fae de Conv(u(S)) possédant un demi-espae support tourné versle haut. En appelant enveloppe onvexe inférieure la olletion des faes d'un polytopequi possédent un demi-espae support tourné vers le haut, on obtient �nalement,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 104Proposition 6.20 Del(S) est la projetion vertiale de l'enveloppe onvexe inférieure de
u(S). En partiulier, Del(S) onstitue une subdivision polytopale 3 de Conv(S).Notons que ette projetion est non dégénérée puisque haque fae de l'enveloppe onvexeinférieure est ontenue dans un hyperplan non vertial.Corollaire 6.21 Pour d �xé, la omplexité totale en nombre de ellules du diagrammede Delaunay de n sites est un O(n⌈ d

2
⌉).On dira que S est en position générale si d + 1 points quelonques de S sont a�nementlibres et si d + 2 points de S ne peuvent être osphériques. En partiulier, il passe uneunique sphère par d+ 1 points quelonques de S.Remarque 6.22 Si S est en position générale, les DX sont des simplexes. Dans e as

Del(S) est une triangulation de Conv(S).Exerie 6.23 Montrer que le lemme 6.17 reste valide si on suppose seulement
dim aff(X) = d− 1 et si on autorise une sphère à être dégénérée en hyperplan.Exerie 6.24 Démontrer le lemme 6.18.En deux dimensions, la liste ordonnée des angles des triangles de Delaunay est maximalepour l'ordre lexiographique sur toutes les triangulations de S.Une arête est dite loalement de Delaunay si la sphère ironsrite à l'un de ses deuxtriangles inidents ne ontient pas le troisième sommet de l'autre triangle inident. Si unearête n'est pas loalement de Delaunay alors l'arête obtenue par �ip est loalement deDelaunay.Proposition 6.25 Une triangulation est de Delaunay si et seulement si toutes ses arêtessont loalement de Delaunay.6.3.2 Dualité entre les diagrammes de Delaunay et de VoronoiSoit S un ensemble �ni de points de IRd.Proposition 6.26 Pour tout X ⊂ S, VX ∈ V or(S) ⇔ DX ∈ Del(S).Preuve : ⇐ : Le entre de S(X) est plus prohe de X que de S \X .
=⇒ : Tout point de VX est le entre d'une sphère de Delaunay ironsrite à X . 23. Une subdivision polytopale d'un espae est un omplexe polytopal dont et espae est l'espaetotal. Un omplexe polytopal est une olletion de polytopes telle que toute fae d'un polytope estdans la olletion et telle que deux polytopes de la olletion s'intersetent selon une fae ommune(possiblement vide).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 105On note V̄X l'adhérene de VX . Comme VX est un polytope (relativement ouvert), V̄Xdésigne l'union de VX ave ses faes.Théorème 6.27 Il existe une dualité entre le diagramme de Voronoi et le diagramme deDelaunay qui assoie toute ellule VX de Voronoi à la ellule DX de Delaunay de sorteque
dimVX = i⇔ dimDX = d− i

V̄X ⊂ V̄Y ⇔ DY ⊂ DX .Preuve : On peut donner une preuve direte de résultat utilisant les dé�nitions desellules VX et DX . On donne ii une preuve s'appuyant sur le lien entre les diagrammesde Voronoi et Delaunay et la projetion de ertains poyèdres et sur la dualité des �nespolyédriques.Soit S un ensemble de sites de IRd. On onsidère à nouveau le paraboloide U et le relêve-ment u(x) = (x, |x|2) dans IRd+1. Par la proposition 6.13, le diagramme de Voronoi de Sest la projetion vertiale sur IRd du bord du polyèdre P = ∩s∈SHU(s). Soit P ′ = ed+2+Ple translaté de P par ed+2 dans IRd+2. On onsidère le �ne C sur P ′ de sommet 0. Claire-ment, C est l'intersetion des demi-espaes vetoriels {hs(x, xd+1, xd+2) ≤ 0}, s ∈ S, où
hs est la forme linéaire 2 < s,x > −xd+1 − |s|2xd+2. Par la proposition 5.53, le �ne
C∗ dual de C est l'enveloppe onique des veteurs vs = (2s,−1,−|s|2), s ∈ S. De plus,par la proposition 5.54 le posets des faes de C est opposé au poset des faes de C ′. Enappliquant l'isomorphisme linéaire de matrie

M =





1
2
Id 0 0
0 0 −1
0 −1 0



aux veteurs vs, on déduit que C∗ est isomorphe à l'enveloppe onique des veteurs
Mvs = (s, |s2|, 1), s ∈ S. Par le lemme 5.51, les faes de C∗ sont don en orrespondaneave les faes de l'enveloppe onvexe Q des points u(s), s ∈ S dans IRd+1.Par ailleurs, le même lemme indique que les faes de P sont en orrespondane ave lesfaes de C qui intersetent l'hyperplan E = {xd+2 = 1}. Par la proposition 5.49, es faesde C sont de la forme F = {hs = 0, s ∈ S ′ et hs ≤ 0, s ∈ S ′′} pour une partition S ′ ∪ S ′′de S telle qu'il existe un point E ∩ F est non vide p = (x, xd+1, 1) ∈ E ∩ F , i.e telle qu'ilexiste un point p = (x, xd+1, 1) véri�ant

s ∈ S ′ =⇒ 2 < s,x > −|s|2 = xd+1 et s ∈ S ′′ =⇒ 2 < s,x > −|s|2 ≤ xd+1En notant hx(u, ud+1) = 2 < u,x > −ud+1, on en déduit que le demi-espae {hx ≤ xd+1}de IRd+1 est support pour la fae Conv(u(S ′)) de Q. On note de plus que e demi-espaeest tourné vers le bas (le oe�ient de ud+1 dans hx est -1). Ce qui permet de onlureque les faes de P sont en orrespondane ave les faes de l'enveloppe onvexe inférieurede u(S). Par la proposition 5.54, ette orrespondane préserve l'inlusion et assoie unefae de odimension k à toute fae de dimension k. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1066.3.3 Algorithme randomisé inrémental pour Delaunay1. On ommene par aluler un grand triangle ontenant S.2. On alul inrémentalement Del(Sr) en insérant sr dans Del(Sr−1).Après avoir trouvé le triangle ∆ de Del(Sr) ontenant sr on étoile e triangle à partir
sr. Si sr est sur une arête alors on supprime ette arête et on étoile le quadrilatèrerestant à partir sr. Les 3 (ou 4) arêtes inidentes à sr sont néessairement (loalement)de Delaunay : on peut trouver une sphère ironsrite à es arêtes et inluse dans lasphère (initialement vide) de ∆. Seules les arêtes de ∆ peuvent ne plus être loalementde Delaunay. On �ippe les arêtes qui ne le seraient plus, e qui rée autant d'arêtesinidentes à sr et deux fois plus de nouveaux triangles. Les arêtes opposées à sr danses nouveaux triangles peuvent ne plus être loalement de Delaunay et on ontinu ainsijusqu'à e que toutes les arêtes soient loalement de Delaunay. Le nombre de trianglesréés est au plus 2dr − 3 où dr est le degré de sr dans Del(Sr).A�n de loaliser e�aement sr dans Del(Sr−1) � i.e. de trouver le triangle de Del(Sr−1)qui ontient sr � on maintient une struture de reherhe sous forme d'un DAG dontles noeuds sont les triangles réés durant l'algorithme et les feuilles sont les triangles dela triangulation ourante. Chaque triangle pointe vers les triangles qui le remplaent etl'intersetent. Le degré sortant maximal dans e DAG est don 3.Le oût total de l'algorithme est proportionnel au nombre de triangles réés plus le nombrede triangles détruits plus la somme des longueurs des hemins de reherhe dans le DAG.Notons que le nombre de triangles détruits est inférieur au nombre de triangles réés. Uneborne sur e nombre est donnée par le lemme suivant.Lemme 6.28 Le nombre moyen de triangles réés durant l'algorithme est majoré par
9n+ 1.Preuve : On note A(Sr) le nombre de triangles de Del(Sr). D'après e qui préèdele nombre de triangles réés à l'étape r est majoré par 2dr − 3. À Sr �xé, sr est l'unquelonque des points de Sr de manière équiprobable don

E(|A(Sr) \ A(Sr−1)| |Sr) ≤
1

r

∑

s∈Sr

(2d(s)− 3)Or Del(Sr) étant une triangulation sur r + 3 sommets bordée par un triangle on a
|A(Sr)| = 3(r + 3) − 6 = 3r + 3. Si on omet les 3 sommets du triangle initial quiont degré deux au moins on obtient

∑

s∈Sr

d(s) ≤ 2|A(Sr)| − 6 = 2(3r + 3)− 6 = 6r.Par onséquent le nombre moyen de triangles réés à l'étape r est majoré par 9. Si ontient ompte du triangle initial on peut onlure par le résultat annoné. 2Il reste à estimer la somme des longueurs des hemins de reherhe dans le DAG. Lehemin de reherhe de sr visite tous les triangles réés avant l'étape r et ontenant sr.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 107Chaque n÷ud ayant au plus trois enfants, ei représente bien le oût de la reherheà un fateur 3 près. Si on ompte à part le triangle ontenant sr dans A(Sr−1), le oûtde la reherhe est proportionnel à 1 plus le nombre de triangles réés et détruits avantl'étape r et ontenant sr. Ces triangles étaient soient des triangles de Delaunay à une étapeantérieure soit des triangles intermédiaires réés et détruits durant une même étape. Danse dernier as le triangle adjaent qui a servi au �ip était e�etivement un triangle deDelaunay et son erle ironsrit ontenait le triangle détruit et don sr. On peut ainsireporter dans tous les as le oût de visite d'un triangle dans le DAG sur un triangle deDelaunay dont le erle ironsrit ontenait sr. Notons que es triangles de report sonttous distints. Un triangle de Delaunay dont le erle ironsrit ontient un site est diten on�it ave e site. Le oût total de la reherhe est don borné par n (1 par site) plusle nombre total de tous les on�its entre des triangles de Delaunay réés (et détruits) auours de l'algorithme et des sites insérés par la suite. Par le lemme 11.8, e nombre estborné en moyenne par
n

∑

r=1

32
n− r

r2
E(|A(Sr)|).Comme |A(Sr)| = O(r), on en déduit que e oût moyen est un O(n logn).Proposition 6.29 La triangulation de Delaunay de n sites dans le plan peut être aluléepar un algorithme randomisé en temps moyen O(n logn).



Chapitre 7Arrangements
7.1 Introdution : problème de la disrépaneOn se donne un ensemble �ni P de points dans le arré unité et on ompare la mesurede l'intersetion d'un demi-plan ave le arré ave la proportion de points de P ontenudans ette intersetion. On herhe le maximum de la di�érene entre es valeurs pourtous les demi-plans possibles.Le maximum est obtenu ave des droites qui passent soit par au moins deux points de Psoit par un seul point mais pour des positions extrémales, dues à la forme du arré.On traite expliitement es derniers as en temps O(n2). Pour le as général les droitespassant par deux points de P apparaissent omme des sommets de l'arrangement desdroites duales de P. Il reste à voir ombien de points de P sont de part et d'autres desdroites passant par deux de es points. Pour ela on onstruit expliitement la arte del'arrangement dual et on marhe le long de haque droite à partir d'une extrémité. Il estfaile de maintenir pour haque sommet renontré au ours de ette marhe son niveau,i.e. le nombre de droites duales (des points de P) stritement au dessus de e sommet.7.2 Préliminaire : subdivision du planUne k-ellule du plan est un sous-espae du plan homéomorphe à une k-boule ouverte. Unesubdivision du plan est un ensemble �ni de ellules disjointes de dimension 0, 1 et 2 du plandont l'union est le plan de sorte que la frontière d'une ellule est une union de ellules dedimensions inférieures. Dans la pratique on onsidère souvent que le plan est ompati�épar l'ajout d'un point �à l'in�ni� de sorte que la subdivision porte véritablement sur lasphère et non sur le plan. Pour ette setion on pourra également onsulter le hapitre 2de es notes.Un graphe est planaire s'il peut être plongé dans le plan. Un graphe plan � ou arteplanaire � est un graphe plongé dans le plan. Tout graphe plan onnexe induit unesubdivision du plan dont les faes sont les omposantes bornées du omplémentaire dugraphe. 108



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 109Théorème 7.1 (Relation d'Euler) Tout graphe plan onnexe ayant s sommets, a arêteset f faes véri�e : s− a + f = 1.Preuve : Par réurrene sur le nombre d'arêtes. Trivial si a = 1. Si le graphe ontient unyle, alors on �te une arête de e yle qui borde deux faes distintes (par le théorème deséparation Jordan). L'hypothèse de réurrene s'applique don ave une fae et une arêteen moins. Sinon le graphe est sans yle et ontient un sommet de degré un. En �tant esommet et l'arête inidente on peut à nouveau appliquer l'hypothèse de réurrene aveun sommet et une arête en moins. 2Note : généralement on onsidère la relation d'Euler pour un graphe traé sur la sphère.On passe du plan à la sphère via une projetion stéréographique. La fae non-bornée duplan devient une fae pour la sphère d'où la relation d'Euler pour la sphère : s−a+f = 2.Soit π : G → IR2 un plongement polygonal d'un graphe planaire G (les plongementsdes arêtes sont don des ars polygonaux). On dé�nit pour haque sommet s du grapheun ordre irulaire sur les arêtes a1, . . . , ak inidentes à e sommet par l'ordre irulairedans le sens indirete autour de π(s) des segments de π(a1), . . . , π(ak) inidents à π(s).Si le plongement n'est pas polygonal on peut enore dé�nir un ordre irulaire autourde haque sommet via un homéomorphisme du plan qui transforme les ars intérieurs àun petit disque entré en π(s) en des ars polygonaux tout en laissant �xe l'extérieur dudisque. On montre [MT01, p. 88℄ que et ordre est indépendant de l'homéomorphismeemployé. La donnée ombinatoire du graphe G ave es ordres irulaires est appelé unearte ombinatoire ou système de rotations.On montre [MT01, or. 3.2.5℄ qu'une arte ombinatoire détermine un unique plongementde G à homéomorphisme près. Dit autrement, si π1, π2 : G→ IR2 sont deux plongementsde G qui induisent la même arte ombinatoire alors il existe un homéomorphisme φ duplan tel que π2 = φ◦π1. Dans la pratique on représente souvent une arte ombinatoire àl'aide d'une liste de demi-arêtes représentant haune une des deux orientations possiblesde haque arête du graphe. À haque demi-arête a on adjoint deux pointeurs inv et rotrespetivement vers la demi-arête d'orientation opposée et vers la demi-arête suivant adans le sens indirete autour du sommet origine de a. Notons que la demi-arête suivant
a dans la fae située à gauhe de a (en regardant de l'origine vers la pointe de la demi-arête) s'obtient en suivant le pointeur inv puis rot. La struture porte souvent le nomde DCEL pour Doubly-Conneted Edge List. Une telle struture peut être dé�nie pourun plongement dans la sphère et plus généralement dans une surfae orientable de genrequelonque.Référenes :- [MT01℄- Primitives for the manipulation of three-dimensional subdivisions. L. Guibas and J.Stol�, ACM Transations on Graphis, 1985, 4(2), pp 74-123.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1107.3 Arrangement de droitesDé�nition 7.2 Un arrangement d'un ensemble de droites du plan est la déompositiondu plan induite par es droites. Les 2-faes ou ellules de et arrangement sont les om-posantes onnexes du omplémentaire des droites, les 1-faes et 0-faes sont les faes desfermetures de es ellules. Un arrangement est simple si deux droites se oupent toujoursmais trois droites ont une intersetion vide.Théorème 7.3 Un arrangement de n droites a au plus (n
2

) sommets, n2 arêtes et (n
2

)

+
n+ 1 faes.Preuve : Ces bornes sont exates pour un arrangement simple : haque paire de droitess'intersete en un sommet et haque droite est oupée en n segments par les n− 1 autresdroites. Par la relation d'Euler, obtenue sur la sphère en ajoutant un sommet à l'in�ni auplan, on obtient le nombre de faes. On peut se passer de la relation d'Euler en utilisantun balayage par une droite non parallèle à elle de l'arrangement. Le nombre de faes àgauhe de ette droite passe de 0, à l'extrême gauhe, au nombre de sommets, une fois àdroite du dernier sommet de l'arrangement, auquel on doit ajouter n+1 faes à l'extrêmedroite. Ces égalités deviennent des majorations dans le as d'un arrangement quelonque.En e�et, en perturbant de manière in�nitésimale un arrangement non simple A on peutobtienir un arrangement simple A′ dont le nombre de faes majore elui de A en toutedimension. Pour ela, il su�t de déplaer haque droite une à une dans un voisinagetubulaire, ne ontenant auun autre sommet de l'arrangement que eux sur ette droite,de sorte que tous les sommets sur ette droite deviennent simples et que ette droitene soit parallèle à auune autre. Chaque droite avant perturbation étant oupée au plus
n − 1 fois, le nombre de segments de A′ majore elui de A. De même pour le nombrede sommets, puisque haque paire de droites dé�nie au plus un sommet. Pour obtenirune majoration du nombre de faettes on peut assoier à haque faette de A un pointintérieur. Ces points restent intérieurs au omplémentaire des droites après perturbation(su�samment petite pour ela) et restent dans des omposantes onnexes distintes artout segment joignant deux de es points oupe une droite de l'arrangement avant etaprès perturbation. 2Dé�nition 7.4 La zone d'une droite dans un arrangement est l'union des faes de l'ar-rangement dont la fermeture intersete ette droite, et des bords de es faes. La om-plexité de ette zone est le nombre total de faes, arêtes et sommets qu'elle ontient.Théorème 7.5 (de la zone) Le nombre d'arêtes de la zone d'une droite dans un ar-rangement de n droites du plan est majoré par 6n.Preuve 1 : Soient L = {l1, l2, . . . , ln} les n droites d'un arrangement et l une autredroite dont la diretion est dite horizontale (pente nulle). On onsidère l'ensemble E desarêtes de la zone Z(ℓ) de ℓ qui sont stritement au dessus de ℓ (don non inidente à ℓ).On assoie à toute arête e non-horizontale (resp. horizontale et bornée à gauhe) de Ela droite φ(e) ∈ L qui suit la droite support ℓ(e) de e en tournant dans le sens indiret



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 111autour de l'extrémité inférieure (resp. extrémité gauhe) de e. Notons que φ(e) ne peutêtre horizontale. Montrons que pour toute ℓi ∈ L on a |φ−1(ℓi)| ≤ 2. Dans le ontraire onnote e et e′ les deux arêtes de φ−1(ℓi) (dont les extrémités sur ℓi sont) les plus basses. Onvéri�e que les deux dièdres �supérieurs� dé�nis par ℓi et ℓ(e) d'une part et par ℓi et ℓ(e′)d'autre part sont de part et d'autre de ℓi et ne oupent pas ℓ. Les autres arêtes de φ−1(ℓi)sont ontenues dans l'intérieur de l'union de es dièdres et ne sont don pas inidentes àune fae de Z(ℓ), une ontradition. On déduit de e qui préède |E| ≤ 2n. (S'il y a unedroite horizontale alors |E| ≤ 2(n− 1) + 1).Le nombre d'arêtes supérieures ou inférieures de la zone et non-inidentes à ℓ est donmajoré par 4n. L'ensemble des arêtes de Z(ℓ) inidentes à ℓ est par ailleurs majoré par
2n puisque haque droite de L donne naissane à au plus deux telles arêtes. 2La preuve qui suit permet de majorer par 8n− 4 le nombre de ouples (e, f) où e est unearête inidente à une fae f de la zone.Preuve 2 : Ave les notations de la preuve 1, on oriente les li non horizontales versle bas et les autres vers la droite. On onsidère ensuite une droite l′ in�nitésimalementtranslatée au dessus de l. Cette droite oupe les faes dont la fermeture intersete l etsituées (partiellement) au dessus de l selon une suite ordonnée de gauhe à droite. Pourhaune de es faes on érit la haîne des droites supports de ses arêtes situées au dessusde l dans un parours dans le sens indirete du bord de la fae, en ommençant par unearête inidente à l. On ajoute par ailleurs un signe + (resp. -) à haque droite supportselon son sens de parours. La onaténation de gauhe à droite de es listes fournit unmot sur les symboles ±li. On sinde e mot en deux sous-mots L+ et L− selon les signesdes symboles.Remarque : Une arête a non horizontale (resp. horizontale) de L+ a sa fae f(a) à gauhe(resp. en dessous) de sa droite support l(a) en raison du sens de parours des faes. Paronséquent toutes les faes à gauhe de f(a) (relativement à l′) sont également à gauhede l(a).Les sous-mots L+ et L− véri�ent les propriétés suivantes :� ils ne ontiennent pas de fateur lili ar deux arêtes portées par les mêmes droitesappartiennent à des faes distintes séparées par un hemin joignant li à l. Le derniersegment de e hemin est porté par une droite lj 6= li et est parouru dans les deuxsens. Autrement dit pour toute double ourrene de li dans L+ ou L− il existe un ljqui les sépare.� ils ne ontiennent pas de sous mot de la forme liljlilj. Supposons que liljli est sous-motde L+. Soient ag, b et ad les segments orrespondant respetifs. On forme un yle avela haîne gauhe cg (resp. droite cd) de f(ag) (resp. f(ad)) omprise entre l et li et lessegments des droites l et li joignant f(ag) et f(ad). Ce yle est onvexe don simple.
b renontre l'intérieur de ette région de part sa position dans L+. lj ne renontrantauune des deux haînes cg et cd renontre li entre ag et ad (ainsi que l (Jordan again)).On en déduit que ad est à droite de lj (qui ne peut être horizontale). La remarquepréédente montre qu'une nouvelle ourrene de lj dans L+ impliquerait que ad est àgauhe de lj , une ontradition.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 112De tels mots sont appelés (n,2)-suites de Davenport-Shinzel. Ce sont préisément desmots formés sur une alphabet à n lettres, ne omportant pas de fateur aa ni de sous-mot
abab. Le lemme suivant permet de onlure. 2Lemme 7.6 Une (n,2)-suite de Davenport-Shinzel est de longueur au plus 2n− 1.Preuve : Soit S une (n, 2)-suite de Davenport-Shinzel. Le lemme est trivial si haquelettre n'apparaît qu'une fois. Sinon on onsidère le plus petit fateur S ′ de S séparé pardeux ourrenes d'un même lettre de sorte que S = S1aS

′aS2. En posant k = |S ′|, onvéri�e que S1aS2 est une (n−k, 2)-suite de Davenport-Shinzel. On onlut par réurrenesur n que |S| ≤ 2(n− k)− 1 + k + 1 ≤ 2n− 1. 2Corollaire 7.7 La omplexité de la zone d'une droite dans un arrangement de n droitesdu plan est linéaire (i.e. en O(n)).Preuve : Le théorème préédent borne le nombre d'arêtes de la zone. Le nombre defaes est par ailleurs majoré par 2n (exerie !) et le nombre de sommets est borné par lenombre d'arêtes de la zone. 2Exerie 7.8 Montrer que le nombre de faes de la zone est bien majoré par 2n et donnerun exemple où ette borne est atteinte.On onstruit inrémentalement la arte d'un arrangement en introduisant haque droiteune à une dans la arte déjà onstruite. Initialement, on introduit une première droiteen ajoutant un sommet à l'in�ni p∞ à la arte qui représente don une sphère (le planompati�é). Chaque droite introduite est don doublement inidente à e sommet. Pourintroduire une nouvelle droite ℓ, on l'oriente et on part de la fae ayant deux arêtesinidentes à p∞ dont les deux veteurs direteurs (issus de p∞) enadrent elui de ℓ. Onmarhe dans ette fae jusqu'à trouver la sortie � une arête ou un sommet oupé par ℓ �et on modi�e la arte en onséquene. On poursuit ave la fae suivante : si on sort parl'intérieur d'une arête alors la fae suivante est bien dé�nie. Sinon il faut tourner autourdu sommet de sortie pour la trouver. Voir la �gure 7.1. La omplexité d'insertion d'unedroite est proportionnelle à la omplexité de sa zone dans l'arrangement déjà onstruit.Compte tenu du théorème 7.5 on en déduit :Proposition 7.9 L'arrangement de n droites dans le plan peut être alulé en tempsoptimal O(n2).7.4 Arrangement d'hyperplansSoit H un ensemble de n hyperplans dans Ed.Dé�nition 7.10 L'arrangement A(H) de H est la subdivision de Ed en polyèdres on-vexes induite par H.
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Figure 7.1 � La droite épaisse est introduite en partant de son point in�ni à gauhe. Leerle représente un élatement du point à l'in�ni.Dé�nition 7.11 un k-�at est un sous-espae a�ne de dimension k. C'est enore l'en-veloppe a�ne de k + 1 points a�nement indépendants. Il est vertial s'il ontient ladiretion vertiale (par onvention, ela désigne la dernière diretion de la base anon-ique).Si un plan est non vertial on peut don parler des demi-espaes dessous et dessus ethyperplan.Étant donné un arrangement d'hyperplans non vertiaux H = {hi}1≤i≤n, on assoieà haque point p de Ed un veteur position dans {−, 0,+}n dont la ième omposanteindique si p est dessous, sur ou dessus hi. On note h+i et h−i les demi-espaes ouvertsrespetivement au dessus et au dessus de hi et on pose h0i = hi. Ainsi, un point p aveteur position (ǫ1, . . . , ǫd) si et seulement si p ∈ ∩ih
ǫi
i .On dé�nit les faes de A(H) omme les omposantes onnexes du omplémentaire de

∪ihi dans IRd auxquelles on ajoute réursivement les faes des arrangements induits danshaque hi par les intersetions de hi ave les hyperplans de H \ {hi}. On véri�e que deuxpoints d'une même fae de A(H) ont même veteur position et que e veteur positiondé�nit de manière univoque ette fae. Notons ependant que tout veteur position de
{−, 0,+}n ne orrespond pas néessairement à une fae de l'arrangement. Le veteurposition d'une sous-fae d'une fae est obtenu en annulant ertaines des omposantesdu veteur position de la fae. Une k-fae est une fae de dimension k, 'est-à-dire dontl'enveloppe a�ne est un k-�at. Ainsi, une 0-fae est un sommet et une 1-fae est unearête. Une d-fae est enore appelée une ellule et une (d− 1)-fae, une faette.Un arrangement est simple si l'intersetion de d hyperplans quelonques de l'arrangementest toujours réduite à un point tandis que l'intersetion de d+ 1 hyperplans est toujoursvide. S'il y a stritement moins de d hyperplans on demande que leur intersetion soit un(d−n)-�at. De manière équivalente un arrangement est simple si toute fae de odimension
k est inluse dans exatement k hyperplans, i.e. a exatement k zéros dans son veteurposition et si les diretions (orthogonales) de toute famille d'au plus d hyperplans formentune famille libre. En partiulier une sous-fae d'une fae a exatement un zéro de plusdans son veteur position.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1147.4.1 Dénombrement des faes et inidenesOn note fk(H) le nombre de k-faes de l'arrangement H et ik(H) le nombre d'inidenesentre les k-faes et les (k+1)-faes de H . On note également f d
k (n) et idk(n) le maximumde es nombres sur tous les arrangements de n hyperplans dans Ed.Lemme 7.12 Pour tout arrangement simple H de n ≤ d hyperplans dans Ed on a :

fk(H) =

(

n

d− k

)

2n−d+k et ik(H) = 2(d− k)fk(H)De plus haque ellule de H est inidente à (

n
d−k

) k-faes.Preuve : Utiliser le veteur position et le fait que haque veteur position orresponde�etivement à une fae. On peut en e�et érire l'équation du ième hyperplan sous laforme xi = 0 dans une base onvenablement hoisie. 2Lemme 7.13 Pour tout arrangement simple H de n hyperplans dans Ed on a
fk(H) =

k
∑
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(
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=

(
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) k
∑

i=0

(

n− d+ k

k − i

) et ik(H) = 2(d− k)fk(H).En partiulier, pour d onstant on a fk(H) = Θ(nd) et ik(H) = Θ(nd).Preuve : Pour n ≤ d 'est le lemme 7.12. La preuve préédente pour le nombre d'ini-denes est enore valide pour n > d. On fait une preuve par réurrene sur d pour fk(H)lorsque n > d : le lemme est trivialement vrai en dimension 1. On suppose qu'il est vrai endimension d− 1. Soit H omme dans l'énoné du lemme. Puisque l'arrangement est sim-ple il a f0(H) =
(

n
d

) sommets. On hoisit une diretion d'hyperplan ne ontenant auunedes droites vetorielles déterminées par les paires de sommets de l'arrangement de H . Onbalaye l'arrangement par et hyperplan de gauhe à droite. À haque fois que l'on balayeun sommet p de l'arrangement une ellule de plus se trouve à gauhe de l'hyperplan debalayage. Cette ellule c orrespond à l'une des ellules du sous-arrangement simple des dhyperplans de H s'intersetant au point p. Les k-faes supplémentaires balayées en p sonttoutes des faes de c et sont don au nombre de ( d
d−k

) par le lemme 7.12. Lorsqu'on balayele sommet le plus à droite on a don balayé un nombre f0(H)
(

d
d−k

) de k-faes. Il reste àompter les k-faes à l'extrême droite de l'arrangement. Elles sont en bijetion ave les
(k − 1)-faes de l'arrangement simple de dimension d − 1 obtenu en oupant A(H) parun hyperplan de balayage situé à droite du dernier sommet. Par hypothèse de réurreneil y a ∑k−1
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) telles faes. D'où :
fk(H) =

(

n

d

)(

d

d− k

)

+
k

∑

i=1

(

d− i

k − i

)(

n

d− i

)

=
k

∑

i=0

(

d− i

k − i

)(

n

d− i

)

.

2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 115Théorème 7.14 Les valeurs de fk(H) et ik(H) du lemme 7.13 dans le as simple sontdes bornes supérieures dans le as général, i.e. :
f d
k (n) =

k
∑

i=0

(

d− i

k − i

)(

n

d− i

) et idk(n) = 2(d− k)f d
k (n).En onsidérant d onstant on a en partiulier

f d
k (n) = Θ(nd) et idk(n) = Θ(nd).Preuve : On utilise une double réurrene sur n et d. Le théorème est trivialement vraipour d = 1 et n quelonque et pour n = 2 et d quelonque. On suppose le théorème vraipour n hyperplans jusqu'à la dimension d− 1 et en toute dimension pour au plus n− 1hyperplans. On se donne une famille H = {hi}1≤i≤n de n hyperplans dans Ed et on pose

G = H \ {hn}. L'hyperplan hn intersete A(G) en un arrangement A(G′) de dimension
d− 1 de n− 1 hyperplans au plus. Une k-fae de A(H) est soit� une k-fae de A(G),� une k-fae de A(G′) ou� une k-fae de A(G) oupée en deux par hn et qui orrespond don à une (k − 1)-faede A(G′).On en déduit

fk(H) ≤ fk(G) + fk(G
′) + fk−1(G

′).Par hypothèse de réurrene on en déduit
fk(H) ≤
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.Une paire de faes inidentes de dimensions respetives k et k+ 1 de A(H) provient soit� d'une telle paire dans A(G),� d'une telle paire dans A(G′),� d'une (k+1)-fae de A(G) oupée en deux par hn et de la k-fae orrespondant à leurintersetion ou� d'une paire dans A(G) oupée en deux par hn et qui orrespond don a une paire defaes inidentes de dimension k et k − 1 dans A(G′).On en déduit
ik(H) ≤ ik(G) + ik(G

′) + 2fk(G
′) + ik−1(G

′) ≤ 2(d− k)(fk(G) + fk(G
′) + fk−1(G

′))

≤ 2(d− k)f d
k (n)

2Dé�nition 7.15 Soit H un arrangement de n hyperplans dans Ed et h un (n+ 1)-ièmehyperplan. La zone de h dans H est l'union des ellules dont l'adhérene intersete h etdes faes de es ellules. On note Zk(h,H) l'ensemble des paires (f, c) où f est une faede odimension k de la ellule c de la zone. On note également zk(h,H) le ardinal de
Zk(h,H) et zk(n, d) le maximum de ette valeur pour tout h et H.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 116Théorème 7.16 (Théorème de la zone) Pour d �xé, zk(n, d) = O(nd−1).Preuve : On suppose que H ∪ {h} est un arrangement simple et que n > d (le résultatest asymptotique). On onsidère un hyperplan g de H et on ompare la zone de h dans Have elle de h dans H \ {g} et de h∩ g dans H/g ( = arrangement de dimension d−1 de
H \ {g} interseté ave g) a�n d'établir une formule de réurrene. Plus préisément ons'intéresse au nombre nk(g) de paires (f, c) de Zk(h,H) où f n'est pas ontenue dans g.Si l'adhérene c̄ de c ne renontre pas g, alors (f, c) est une paire de Zk(h,H \{g}). Sinon
(f, c) provient d'une paire (φ, κ) de Zk(h,H \ {g}) oupée en deux par g. On note (f ′, c′)la seonde �moitié� de (φ, κ). Si (f ′, c′) est également dans Zk(h,H) (i.e. si g ne sépare pas
f ′ de h) alors la paire (φ∩g, κ∩g) est dans Zk(h∩g,H/g) e qui permet de omptabiliserde manière univoque (f, c) dans Zk(h,H \ {g}) et (f ′, c′) dans Zk(h ∩ g,H/g). On endéduit :

nk(g) ≤ zk(h,H \ {g}) + zk(h ∩ g,H/g).En sommant ette relation sur tous les hyperplans g de H et en remarquant que haquepaire de Zk(h,H) est omptée (n−k) fois dans ette somme (par hypothèse de simpliité
f est ontenue dans exatement k hyperplans), on obtient

(n− k)zk(h,H) ≤
∑

g∈H
(zk(h,H \ {g}) + zk(h ∩ g,H/g))D'où

zk(n, d) ≤
n

n− k
(zk(n− 1, d) + zk(n− 1, d− 1))Pour résoudre la réurrene, on ommene par poser :

zk(n, d) =

(

n

k

)

wk(n, d) = O(nkwk(n, d))pour se ramener à la réurrene :
wk(n, d) ≤ wk(n− 1, d) + wk(n− 1, d− 1)Il s'agit alors de montrer que wk(n, d) = O(nd−1−k). On résout ette réurrene en partantdu as planaire d = 2 déjà traité (zk(n, 2) = O(n) =⇒ wk(n, 2) = O(n1−k)). Parhypothèse de réurrene (sur d) on a don zk(n, d− 1) = O(nd−2). On en déduit

wk(n, d) = wk(n− 1, d) +O(nd−2−k) = wk(d, d) +O(

n
∑

i=d+1

id−2−k)Si d− 2− k ≥ 0 on obtient wk(n, d) = O(nd−1−k) omme annoné. Sinon, pour k = d− 1et d, i.e. pour les sommets et les arêtes, on utilise un autre argument : On note f(0, 3, c)le nombre de triplets (f0, f3, c) où f0 est un sommet d'une 3-fae f3 d'une ellule c de lazone. On note de même f(2, 3, c) le nombre de triplets (f2, f3, c) où f2 est une 2-fae d'une3-fae f3 d'une ellule c de la zone. Comme haque f3 est un 3-polyèdre, on a dans une
f3 donnée : #f0 ≤ 2#f2 (se déduit de la relation d'Euler et du fait que haque sommetest inident à 3 arêtes au moins), d'où f(0, 3, c) ≤ 2f(2, 3, c). Par ailleurs, l'arrangement



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 117étant simple, haque 2-fae de c est ontenue dans (d − 2) des 3-faes de c (penser auveteur position). En sommant sur la zone, on en désuit :∑c f(2, 3, c) ≤ (d−2)fd−2(h,H).On en déduit
fd(h,H) ≤

∑

c

f(0, 3, c) ≤ 2
∑

c

f(2, 3, c) ≤ 2(d− 2)zd−2(h,H),d'où zd(h,H) = O(nd−1).En�n, par simpliité de l'arrangement, la l�ture de haque ellule est un polytope simpleet haque sommet y est inident à d arêtes. D'où 2zd−1(h,H) = dzd(h,H). On onlutave l'inégalité préédente.Dans le as d'un arrangement non simple on peut montrer en perturbant les hyperplansque la omplexité de la zone (les zk(n, d)) est majorée par elle d'une on�guration simpled'hyperplans. 2On retrouvera la preuve du théorème de la zone selon les mêmes lignes dans [Mul94, Se.6.2℄ et [Mat02, Se. 6.4℄.7.5 DualitéÀ un point x = (x, xd) ∈ Ed on assoie l'hyperplan D(x) d'équation yd = 2x.y − xd. Ondé�nit ainsi une bijetion de Ed dans l'espae des hyperplans non vertiaux de Ed. Onutilise la même notation pour l'inverse de D.On note U le paraboloide de révolution d'équation xd = x2. Ce qui s'érit enore (xd +
1
4
)2 = (xd − 1

4
)2 + x2. U a don le point (0, 1

4
) pour foyer et l'hyperplan {xd = −1

4
} pourdiretrie. On note TU (x) l'hyperplan tangent en un point x de U .Propriétés géométriques :

• deux points, p et q sont sur une même vertiale si et seulement si D(p) et D(q) sontparallèles,
• plus spéi�quement, si τ est une translation vertiale alors D(τ.x) = τ−1.D(x),
• Si x ∈ U alors D(x) = TU(x), e qui ave la propriété préédente montre que pour
x quelonque D(x) s'obtient omme l'hyperplan symétrique par rapport à TU(x′) del'hyperplan parallèle à TU(x′) et passant par x, où x′ est le point de U à la vertiale de x,

• pour x en dessous de U , l'hyperplan tangent à U en un point de D(x)∩U passe par x,
• pour x en dessous de U , D(x) ∩U se projette vertialement sur l'hyperplan horizontalen une (d-1)-sphère dont le entre est la projetion de x et le arré du rayon la distanede x au point de U situé à la vertiale de x.Propriétés de dualité :



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 118
• D ◦ D est l'identité (par dé�nition),
• x est dessous (resp. sur, resp. dessus) l'hyperplan non vertial h si et seulement si D(h)est dessous (resp. sur, resp. dessus) D(x),
• Soit h un hyperplan non vertial et Q = {x1, . . . , xd} un ensemble de d points de ha�nement indépendants alors D(Q) dé�nit un arrangement simple i.e. a un uniquepoint d'intersetion.Preuve : Un point appartient à l'intersetion des hyperplans de D(Q) si et seulementsi son hyperplan dual ontient Q, i.e. si et seulement si son dual est h.
• Soit h un hyperplan non vertial et Q un ensemble quelonque de points dans h. L'en-veloppe a�ne de Q est de dimension k si et seulement si D(Q) s'intersete en unsous-espae de dimension d− k − 1.Preuve : Soit Q′ une famille de k + 1 points de Q a�nements indépendants. On lesomplètes en une famille indépendantes de d points de h. D'après le point préédentles hyperplans duaux de ette famille forment un arrangement simple et 'est donle as pour la sous famille D(Q′). Leur intersetion est don un sous-espae a�ne dedimension d − k − 1. Les autres points de Q étant a�nement liés à Q′ l'équation deleurs hyperplans duaux sont des ombinaisons linéaires de elles de Q′ et ontiennentdon leur intersetion.
• Comme orollaire du point préédent on a :Soit Q un ensemble de n points dans Ed et H = D(Q). Soit h un hyperplan non verti-al. L'enveloppe a�ne des points de Q situés sur h est de dimension k si et seulementsi D(h) est ontenu dans l'intérieur d'une (d− 1− k)-fae de A(H).Preuve : les hyperplans duaux des points de Q sur h dé�nissent un sous-espae a�nede dimension d−k−1. Or les autres points de Q n'étant pas sur h, leur dual ne ontientpas D(h) et évitent une petite boule entrée en e point. L'intersetion de ette bouleave le sous-espae s'étend en une unique (d− 1− k)-fae de A(H).
• Puisque la dualité préserve les positions relatives (dessous/dessus) entre points et hy-perplans non vertiaux, un hyperplan dual d'un point p intérieur à une ellule de A(H)sépare les points de Q en deux ensembles indépendants du point p. La réiproque estependant fausse ar il peut y avoir des ellules dont les veteurs positions sont �op-posés�. Cela ne peut arriver que pour des paires de ellules non bornées.Exerie 7.17 Donner un algorithme de omplexité O(n logn) pour trouver une boîteretangulaire parallèle aux axes ontenant tous les sommets d'un arrangement de n droites.Exerie 7.18 Soient n points du plan. Donner un algorithme de omplexité quadratiquepour trouver une droite passant par le plus possible de es points.Exerie 7.19 Soient n segments du plan. Trouver un algorithme quadratique pour dé-ider si es segments peuvent être tous perés par une même droite.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 119Exerie 7.20 Étant donnés n points rouges et m points bleus en position générale dansle plan, trouver une droite qui �oupe� simultanément les points rouges et les points bleusen deux, 'est à dire telle que haque demi-plan ouvert délimité par ette droite ontient auplus n/2 points rouges et m/2 points bleus. Quelle est la omplexité de votre algorithme ?L'exerie préédent est une version disrète du élèbre théorème du Sandwih. De multi-ples extensions ont été onsidérées dans la littérature, que e soit en dimension supérieureou ave des ensembles de points omportant plus de ouleurs. Matou²ek [LMS94℄ résoudl'exerie préédent en temps linéaire !Référenes- Computational Geometry. Algorithms and appliations. de Berg, van Kreveld, Overmarsand Shwarzkopf. Springer 1997.- Algorithms in Combinatorial Geometry. H. Edelsbrunner. Springer Verlag Monographsin TCS. 1987.- Algorithmi Geometry. J-D Boissonat et M. Yvine. Cambridge University Press, 1998(version française : Edisiene international, 1995).Pour les arrangements et les balayages voir également l'artile d'Edelsbrunner et Guibas [EG89℄.On y montre en partiulier qu'on peut balayer un arrangement de n droites dans le planen temps O(n2). Un balayage simple selon les absisses des intersetions auraient uneomplexité en O(n2 logn). L'idée est ii de remplaer la droite vertiale de balayage parune front x-monotone de balayage. Ce front est omposé d'un segment par droite dans unordre "vertial". Chaque fois que l'on balaye un point d'intersetion dans l'arrangementon intervertie l'ordre de deux droites. Le problème est de savoir quelles sont les pairesde droites qui peuvent s'interseter dans la suite du balayage (i.e. dont les segments dufront ont leur point droit en ommun). Pour avoir ette information en temps onstant onmaintient deux strutures annexes : les arbres d'horizon supérieur et inférieur. La mise àjour de es arbres après haque balayage utilise un parours de ligne d'horizon. Voir aussiles nombreuses appliations dans le même artile.



Chapitre 8LoalisationLe problème de la loalisation onsiste, étant donnée une olletion �xée de n objets dansIRd, à trouver (les) l'objet(s) de la olletion ontenant un point de requête quelonque.C'est d'une ertaine manière le problème dual de la reherhe multidimensionnelle duhapitre 9. Pour d = 1, ela revient à trouver les intervalles (e sont les objets de laolletion) ontenant le point de requête. Les strutures d'arbre d'intervalles et d'arbre desegments permettent de répondre e�aement à e type de requête mono-dimensionnelleen temps O(logn + k) où k est le nombre d'intervalles ontenant le point de requête.On pourra onsulter [dBCvKO08, hap. 10℄ pour des détails sur es strutures. Dans ehapitre on se restreindra au as où les objets forment une subdivision d'une partie duplan, 'est-à-dire que les régions s'identi�ent aux faes de la subdivision. Le as planaireest en partiulier utile pour les appliations de système d'information géographique.Les deux setions suivantes sont essentiellement des tradutions du hapitre 6 de de Berget al. [dBCvKO08℄.8.1 Loalisation par déoupe en tranhes vertialesOn suppose ii l'ensemble des régions donné sous forme d'une arte planaire ombina-toire (f. setion 7.2) de taille n, i.e. possédant n segments. Notons que si la arte estonnexe, on peut par un simple parours en temps linéaire marquer haque demi-arêtede la arte ave l'indie de la fae située à sa gauhe. La loalisation onsiste alors àreporter l'indie de la fae de la arte ombinatoire ontenant le point de requête. Pourela on ommene par traer par haque sommet de la arte une droite vertiale ommesur la �gure i-après. Ces droites vertiales déoupent le plan en bandes, ou tranhes,vertiales. À l'intérieur d'une bande les régions traversées sont ordonnées vertialement.Ainsi pour loaliser un point p de requête il su�t d'e�etuer deux reherhes mono-dimensionnelles : une reherhe horizontale pour déterminer la bande ontenant p, suivied'une reherhe vertiale permettant d'identi�er la région, ou fae, de la arte ontenant
p. Chaque reherhe s'e�etuant sur un ensemble de taille O(n), la loalisation peut s'ef-fetuer en temps O(logn) à l'aide d'une struture de ditionnaire lassique ou randomisée(f. hapitre 4). 120
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Plus préisément, pour onstruire la struture de reherhe, on ommene par rangerles sommets de la arte dans un ditionnaire du type arbre équilibré en utilisant l'ordrelexiographique sur leurs oordonnées pour les omparaisons. On e�etue ensuite unbalayage des sommets de la arte de gauhe à droite. Dit autrement, on parourt lessommets dans l'ordre lexiographique. Pour haque sommet q balayé on onstruit unestruture de reherhe V [q] orrespondant à la bande vertiale située à droite de q. Cettestruture de reherhe est elle même un ditionnaire sur les arêtes qui traversent V [q] etordonnées vertialement. Clairement V [q] peut être obtenue à partir du ditionnaire dela bande préédente en ajoutant les arêtes inidentes à q et tournées vers la droite et ensupprimant les arêtes inidentes à q et tournées vers la gauhe.Dans le pseudo-ode suivant H désigne le ditionnaire des sommets de la arte pourl'ordre lexiographique et V [q] désigne un ditionnaire sur les arêtes traversant la bandevertiale à droite du sommet q.Constrution de la struture de reherheOn suppose les sommets p0, ..., pm de la arte ordonnés de gauhe à droite.Initialiser un ditionnaire Vaux à videPour i := 0 à m faireInsérer pi dans le ditionnaire H
V [pi] := VauxPour haque demi-arête a d'origine pi faireSi a est orientée vers la gauhe AlorsSupprimer la demi-arête opposée de a dans V [pi]Sinon Insérer a dans V [pi]
Vaux := V [pi]Loalisation d'un point pReherher dans H le sommet q de la arte juste à gauhe de pSi p == q Alors renvoyer ette informationSinon Si p == NILL (p est à l'extrême gauhe de la arte) Alorsretourner la fae la plus à gauhe de la arteSinon reherher la demi-arête a (orientée vers la droite) sous p dans V [q]Si a == NILL Alors retourner la fae la plus basse de la arteSinon Si p est sur a Alors retourner ette informationSinon retourner la région à gauhe de a



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 122Le temps de onstrution de la struture de reherhe, hormis la reopie des dition-naires vertiaux est O(n logn) : haque demi-arête est insérée et supprimée une fois dansl'ensemble des bandes au ours du balayage. Cela dit on reopie O(n) fois des struturesde tailles O(n) e qui fournit �nalement une onstrution en temps et espae O(n2). Onpeut ependant améliorer es résultats en utilisant des ditionnaires (arbres) persistants.Dans un ditionnaire persistant on ordonne dans le temps les opérations d'insertion etde suppression et on peut faire une requête du type : reherher un élément dans l'étatdu ditionnaire au moment de la kième opération. On peut obtenir sur n éléments et
m opérations un temps d'insertion/suppression en O(logn), un temps de reherhe en
O(logm) et une taille amortie en O(n). Appliqué au présent problème ela donneThéorème 8.1 Soit S un ensemble de n segments formant une arte. L'algorithme ex-posé alule en temps O(n logn) une struture de reherhe assoiée à S de taille O(n).De plus pour tout point p du plan le temps de loalisation dans ette struture est O(logn).Référene :- Éléments d'algorithmique. D. Beauquier, J. Berstel et P. Chrétienne. MASSON, 1992.8.2 Loalisation par déomposition trapézoïdaleOn peut obtenir un temps de reherhe équivalent à l'approhe par déoupe vertiale etune struture de reherhe de taille linéaire sans utiliser de struture de données persis-tante. Pour ela on trae omme préédemment une vertiale par haque sommet de lasubdivision mais on stoppe ette vertiale dès qu'on renontre un segment de la arte. A�nde simpli�er l'exposé, on ommene par entourer la arte d'une grande boîte retangu-laire et on ne s'intéresse qu'à l'intérieur de ette boîte. En partiulier haque vertiale estbornée (f. �gure suivante). Chaque fae de la subdivision ainsi obtenue est onvexe : les
angles en haque sommet d'une telle fae (sommet d'arête ou intersetion d'une vertialeet d'une arête) sont plus petits que π. Chaque fae a don au plus deux �tés vertiaux etdon au plus deux non-vertiaux et don exatement deux non-vertiaux puisque bornée.Dit autrement haque fae de la subdivision est géométriquement un trapèze possédantquatre �tés dont deux vertiaux ou trois �tés dont un vertial. La subdivision ainsiobtenue porte ainsi le nom de arte des trapèzes.Un trapèze est entièrement dé�ni par les deux segments qui le bordent en haut et enbas et par les deux sommets qui ont permis de onstruire ses parois vertiales gauhe et



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 123droite. On note segh, segb, ptg et ptd respetivement es quatre entités. La �gure suivantemontre deux exemples de trapèzes ave leurs entités segh, segb, ptg et ptd.
T T

segh(T)

segb(T)

segb(T)

segh(T)

ptg(T)

ptd(T)

ptg(T) ptd(T)

On distingue inq on�gurations pour le �té vertial gauhe (droit) d'une fae :1. il est réduit à un point qui est l'extrémité gauhe ommune aux segments supérieuret inférieur.2. 'est l'extension vertiale du sommet gauhe du segment inférieur qui aboutit surle segment supérieur.3. même hose en éhangeant supérieur et inférieur.4. 'est l'extension vertiale de l'extrémité droite d'un autre segment qui le oupe donen deux.5. 'est un �té de la boîte englobante.Lemme 8.2 La arte des trapèzes a un nombre linéaire de faes, arêtes et sommets enfontion du nombre n de segments de la arte planaire d'origine.Preuve : Chaque sommet d'origine (au plus 2n) donne lieu à au plus trois sommets : lui-même + 2 sommets pour les extensions inférieures et supérieures des vertiales. Ave les 4sommets de la boîte englobante ela donne au plus 6n+4 sommets en tout. De plus haquesommet d'origine donne lieu à 4 nouveaux segments : ses deux extensions vertiales + 2segments obtenus par subdivision des segments renontrés par ses extensions vertiales. Laarte des trapèzes possèdent don au plus 4.2n+n+4 = 9n+4 segments en tenant omptede la boîte englobante. La relation d'Euler permet �nalement de borner trivialement lenombre de faes par le nombre d'arêtes. 2Exerie 8.3 Montrer qu'on peut borner le nombre de faes par 3n + 1 en assoiantjudiieusement haque fae à l'un des segments intersetant le bord de ette fae.On assoie à la arte des trapèzes une struture T la représentant, mais plus simple quela représentation lassique en demi-arêtes, et une struture R de reherhe pour loaliserun point. Nous supposerons par la suite les sommets de la arte en position générale desorte que haque droite vertiale passe par au plus un sommet. De ette manière haquetrapèze possède au plus quatre voisins adjaents à ses parois vertiales. On note Tgh, Tgb,
Tdh et Tdb es voisins omme sur la �gure i-dessous.
• La struture T se présente sous forme d'une liste d'enregistrements orrespondant àhaun des trapèzes. Chaque enregistrement ontient les pointeurs sur les entités segh,
segb, ptg, ptd, Tgh, Tgb, Tdh et Tdb préédemment dé�nies.
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T

Tgh

Tgb

Tdh

Tdb

• La struture R est un graphe orienté sans yle possédant une unique raine et ex-atement une feuille par trapèze de T . Chaque trapèze de T pointe sur sa feuille orre-spondante dans R et réiproquement 1. Les noeuds internes de R ont tous deux enfantset pointent soit sur un sommet soit sur un segment de la subdivision originale. Chaquenoeud interne ν est la raine dans R d'un sous-graphe orienté sans yle qui est unestruture de reherhe pour l'intersetion d'une ertaine zone Zν ave T . Cette zone estdé�nie réursivement omme suit. La zone de la raine de R est l'intérieur de la boîteenglobante. Si ν pointe sur un sommet alors la zone de sa �lle gauhe (droite) est la partiede Zν à gauhe (droite) de e sommet. Si ν pointe sur un segment alors la zone de sa �llegauhe (droite) est la partie de Zν au dessus (au dessous) de e segment.Pour e�etuer une reherhe d'un point p dans la struture de reherhe R, on partde la raine et on desend progressivement jusqu'à une feuille qui pointe sur le trapèzeontenant p. À haque noeud pointant sur un sommet on s'oriente vers la �lle gauheou droite selon que p est à gauhe ou à droite de e sommet. De même, à haque noeudpointant sur un segment on s'oriente vers la �lle gauhe ou droite selon que p est au dessusou au dessous de e segment. La feuille atteinte orrespond au trapèze ontenant p. Cetrapèze peut lui-même être indéxé par la fae le ontenant dans la arte d'origine (viala fae à gauhe d'une demi-arête de son segment inférieur) fournissant ainsi le résultatherhé.
T et R sont onstruit de manière inrémentale randomisée en insérant suessivementhaque segment si de la subdivision d'origine, pris dans un ordre aléatoire, dans lesstrutures Ti−1 et Ri−1 assoiées aux i− 1 premiers segments insérés.L'algorithme de onstrution est le suivant :Données : Une arte planaire formée de n segments s1, . . . , sn énumérés dans un ordre aléatoire.Sorties : Les strutures T et R assoiées.1. Déterminer une boite englobante ontenant les n segments (stritement) etinitialiser T0 et R02. Pour i := 1 à n faire3. Loaliser, grâe à Ri−1, le trapèze T1 de Ti−1 ontenant l'extrémité gauhe de si.4. En déduire pas simple parours dans Ti−1 les trapèzes T1, T2, . . . , Tk traversés par si.5. Remplaer haque trapèze T1, T2, . . . , Tk de Ti−1 par sa subdivision, induite par si,et haune omposée de 2,3 ou 4 trapèzes.1. D'une autre façon on peut voir T omme une struture dé�nie sur les feuilles de R



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1256. Faire de même dans Ri−1 en remplaçant ette fois haque trapèze feuille par unsous-arbre de reherhe élémentaire sur sa subdivision.7. Fusionner les trapèzes des subdivisions pour rétablir la déomposition trapézoïdaleinduite par s1, . . . , si.�npourPour l'étape 6, il y a essentiellement 3 types de sous-arbres élémentaires possibles selonqu'un trapèze est déoupé en 2,3 ou 4 moreaux. Les noeuds internes des es sous-arbresorrespondent au segment si ou à ses extrémités. La �gure suivante résume les étapes 6et 7 sur deux exemples.
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La struture de reherhe R dépend évidemment de l'ordre d'insertion des n segments dela arte d'origine. On onsidère R omme une variable aléatoire sur l'espae des permu-tations (sur l'insertion) des segments muni de la loi uniforme.Lemme 8.4 Soit p un point �xé du plan. Le temps moyen de loalisation de p dans Rest un O(logn).Preuve : Le temps de loalisation de p est lairement proportionnel à la longueur deson hemin de reherhe l(p) dans R.Remarque : à haque insertion d'un segment dans la onstrution inrémentale la hauteurde R augmente d'au plus 3. Un hemin de reherhe a don une longueur bornée par 3n.On note Xi la variable aléatoire dénombrant les noeuds (internes) de l(p) apparus dans
R lors de l'insertion de si, i.e. les noeuds de l(p) présents dans Ri mais pas dans Ri−1.En notant Yi la variable aléatoire valant 1 si e hemin est rallongé à l'étape i et 0 sinon,on a suivant la remarque préédente

|l(p)| =
∑

i

Xi ≤ 3
∑

i

Yi.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 126D'où en prenant les espéranes
E(|l(p)|) ≤ 3

∑

i

E(Yi) = 3
∑

i

P (Yi = 1).Or l(p) est rallongé à l'étape i si et seulement si le segment si intersete le trapèzeontenant p dans la arte Ti−1 .-à-d. si et seulement si le trapèze ∆i ontenant p dansla arte Ti n'existe pas dans la arte Ti−1. Mais ∆i 6∈ Ti−1 si et seulement si l'une des4 entités qui le dé�nissent, (segh(∆i), segb(∆i), ptg(∆i) ou ptd(∆i)) n'est pas présentedans Ti−1. Selon le prinipe de l'analyse arrière �xons le sous-ensemble Si des i premierssegments insérés. Notons que Ti � et don ∆i � ne dépend que de Si et non de l'ordred'insertion des i premiers segments. On a alors
P (Yi = 1 | Si) ≤ P (segh(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) + P (segb(∆i) 6∈ Ti−1 | Si)

+P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) + P (ptd(∆i) 6∈ Ti−1 | Si)Clairement P (segh(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = P (segh(∆i) = si | Si) = 1/i et de même
P (segb(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = 1/i. Si plusieurs segments de Si ont ptg(∆i) pour extrémitéalors P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) est nul. Sinon, en notant s l'unique segment de Si d'ex-trémité ptg(∆i), on a P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) = P (s = si | Si) = 1/i. D'où dans tous lesas P (ptg(∆i) 6∈ Ti−1 | Si) ≤ 1/i. En résumé,

P (Yi = 1 | Si) ≤ 4/iD'où inonditionnellement P (Yi = 1) ≤ 4/i. On en déduit E(|l(p)|) ≤ 12Hn = O(logn).
2Lemme 8.5 La taille moyenne de la struture R de reherhe est linéaire.Preuve : On véri�e que si ki est le nombre de nouveaux trapèzes réés à l'étape i, alorsle nombre de noeuds internes ajoutés à Ri−1 est ki − 1 : soient T1, . . . , Tk les trapèzesintersetés par si. Si Tj est subdivisé en n(Tj) moreaux par l'introdution de si alors sonsous-arbre élémentaire a n(Tj)− 1 noeuds internes. Soit un total de Ni =

∑

j n(Tj)− knoeuds internes réés par l'introdution de si. Mais le nombre de nouveaux trapèzes est
∑

j n(Tj) − (k − 1) = Ni + 1 ar il faut onsidérer autant de fusions que de trapèzesintersetés moins 1.Puisque la arte des trapèzes a une taille linéaire (lemme 8.2) R possède O(n) feuillesplus ∑i(ki − 1) noeuds internes. D'où E(|R|) = O(n) +
∑

iE(ki). On utilise à nouveauune analyse arrière : pour Si �xé, un trapèze de Ti a une probabilité au plus 4/i d'avoirété réé par l'insertion de si. Le nombre moyen E(ki) de trapèzes réés à l'étape i, quiest la somme de ette probabilité pour tous les trapèzes de Ti, est don majoré par
O(i)4/i = O(1) puisqu'il y a O(i) trapèzes sans Ti. 2En e qui onerne le temps moyen de onstrution on remarque que le oût d'insertionde si est le temps de loalisation de son extrémité gauhe plus O(ki) pour parourirles trapèzes traversés et mettre à jour Ri−1 et Ti−1. Le temps moyen de loalisation est
O(log i) par le lemme 8.4 et E(ki) = O(1) d'après e qui préède. On en déduit un oûtmoyen total de O(n logn).En résumé,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 127Théorème 8.6 Soit S un ensemble de n segments formant une arte planaire. L'algo-rithme exposé alule en temps moyen O(n logn) une struture de reherhe pour la artedes trapèzes assoiée à S de taille moyenne O(n). De plus pour tout point p du plan letemps moyen de loalisation dans ette struture est O(logn).Notons que les moyennes sont ii prises relativement aux permutations sur les segmentset que p est �xé une fois pour toute. En partiulier, e résultat ne dit rien sur le tempsmaximal moyen relativement à l'ensemble des points requêtes. Autrement dit il se pour-rait que pour la plupart des permutations des segments il existe un point, dépendant de lapermutation onsidérée, ayant un �mauvais� temps de loalisation. En fait le temps max-imal moyen est lui-même majoré par O(logn). Pour le voir on ommene par remarquerque deux points appartenant à la même ellule de l'arrangement des droites supports des
n segments et des 2n vertiales aux sommets des segments partagent un même heminde reherhe dans R quelle que soit la permutation onsidérée. Pour haque permuta-tion, il y a don O(n2) hemins de reherhe distints possibles 2 qui ont bien sûr haunune longueur moyenne en O(logn). Si on montre que pour haque hemin ette moyennen'est dépassée que pour un sous-ensemble su�samment petit de permutations alors esera enore le as pour le maximum des longueurs de es O(n2) hemins. C'est l'objet dee qui suit.Pour faire une analyse plus �ne de la queue de distribution on utilise la tehnique deCherno�. Le problème est ii que les variables aléatoires Yi introduites plus haut nesont pas indépendantes (exerie : le véri�er pour S formé des otés d'un triangle et unpoint interne à e triangle). On utilise une dé�nition modi�ée qui les rend indépendantes.Pour ela on onsidère le diagramme de Hasse du treillis (booléen) des parties de S pourl'inlusion. Ce treillis a (

n
i

) noeuds de niveau i ayant haun i ars entrants et n − iars sortants. Les permutations de S sont en bijetion ave les haînes maximales de etreillis (joignant vide à plein) et haque ar du treillis orrespond à un segment de S (lesegment ajouté). On �xe un point p et on marque un ar si la suppression du segmentorrespondant modi�e le trapèze ontenant p dans la arte assoiée à la tête de et ar.On a vu que haque noeud a au plus 4 ars entrants marqués. L'astue est de omplétersystématiquement à 4 le nombre d'ars entrants marqués (pour les noeuds de niveaux1, 2, 3 on marque tous les ars entrants). Le point p étant �xé, on note Xi la variablealéatoire dé�nit sur les haînes maximales du diagramme (don les permutations) valant1 si l'ar entre les niveaux i− 1 et i est marqué et 0 sinon. Ainsi la longueur du heminde reherhe de p est majorée par 3∑iXi.Lemme 8.7 Les Xi sont mutuellement indépendantes.Preuve : Commençons par remarquer que si A est une ondition portant sur des niveauxsupérieurs ou égaux à i alors P (Xi = ǫ | A) ne dépend pas de A et vaut don P (Xi = ǫ).Par exemple, si a est une arête du treillis entre les niveaux i et i+ 1, la probabilité que
Xi = 1 restreinte aux permutations ontenant a vaut 4/i si i ≥ 4.On raisonne ensuite par réurrene sur le nombre k de v.a. prises en ompte. On supposeque les k premières variables aléatoires X1, . . . , Xk sont mutuellement indépendantes et2. Voir le théorème 7.3 sur les arrangements de droites.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 128plus préisément que pour toute ondition Ak portant sur des niveaux ≥ k, les v.a.
X1|Ak, . . . , Xk|Ak le sont ave des probabilités uniformes par rapport à Ak. Dit autrement,pour tout ǫ1, . . . ǫk ∈ {0, 1}k, on a

P (X1 = ǫ1 ∧ ... ∧Xk = ǫk | Ak) = Πk
j=1P (Xj = ǫj) (8.1)Notons B l'événement (X1 = ǫ1 ∧ ...∧Xk = ǫk). On a alors (f. exerie 1.20) pour touteondition Ak+1 portant sur des niveaux ≥ k + 1 et pour tout ǫk+1 ∈ {0, 1} :

P (B ∧Xk+1 = ǫk+1 | Ak+1) = P (B | Xk+1 = ǫk+1 ∧Ak+1)P (Xk+1 = ǫk+1 | Ak+1)Ce qui vaut enore Πk+1
j=1P (Xj = ǫj) d'après l'équation (8.1) et la remarque initiale. 2On peut maintenant appliquer la tehnique de Cherno� (f. setion 1.7.4) à la variable

Xp =
∑

iXi. Pour ela on regarde la probabilité que Xp dépasse λ ln(n+1). En utilisantl'inégalité de Markov on a
∀t > 0, E(Xp ≥ λ ln(n+ 1)) = E((etXp) > (n+ 1)tλ) ≤ E(etXp)/(n+ 1)tλOr de part l'indépendane des Xi on a

E(etXp) =
∏

i

E(etXi)Ave t = ln(5/4) on alule pour i ≥ 4, E(etXi) = (5/4)4/i + 1(1 − 4/i) = (i + 1)/i et
E(etXi) = 5/4 pour i = 1, 2, 3. D'où E(etXp) ≤ n + 1. Finalement on trouve

E(Xp ≥ λ ln(n+ 1)) ≤ 1/(n+ 1)λ ln(5/4)−1On a vu plus haut que Xp ne dépend que de la ellule d'un ertain arrangement de taille
O(n2). La probabilité que l'un des Xp dé�nis pour haune des ellules de l'arrangementdépasse λ ln(n+1) est don majorée par O(1/(n+1)ln(5/4)λ−3). Comme Xp est uniformé-ment borné par O(n) on en déduit que
E(max

p
Xp) =

∑

k

kP (max
p
Xp = k)

≤ λ ln(n+ 1)P (max
p
Xp < λ ln(n+ 1)) +O(n)P (max

p
Xp ≥ λ ln(n+ 1))

≤ λ ln(n+ 1) +O(1/(n+ 1)λ ln(5/4)−4)Finalement, en hoisissant λ tel que λ ln(5/4) ≥ 4, on obtientLemme 8.8 L'espérane du temps maximal de reherhe est O(logn).On montrerait de même que la probabilité que la taille (resp. le temps de onstrution)ne dépasse pas λn (resp. λn logn) est aussi prohe de 1 que l'on veut si on hoisit λ assezgrand. Du oup la probabilité P que le temps maximal de reherhe, la taille, et le tempsde onstrution soient simultanément omme désirés est non nulle (et en fait P est aussiprohe de 1 que l'on veut si on fait roître λ). On en déduit



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 129Théorème 8.9 Soit S l'ensemble des n segments d'une arte planaire. On peut onstruireen temps moyen O(n logn) une struture de reherhe pour la arte des trapèzes assoiéeà S de taille O(n) et de temps de requête O(logn) dans le as le pire.Pour ela on déroule l'algorithme préédent pour une permutation aléatoire jusqu'às'aperevoir que la taille ou la profondeur de R dépasse λn ou λ logn. Si 'est le ason reommene ave une autre permutation aléatoire jusqu'à obtenir les taille et pro-fondeur désirées. La moyenne du nombre d'essais à e�etuer est 1/P et le temps moyende onstrution est don O(n logn)/P = O(n logn).Référene :- Computational Geometry. Algorithms and appliations. de Berg, van Kreveld, Overmarsand Shwarzkopf. Springer 1997. pf. Springer 1997.8.3 Loalisation dans une triangulationUne autre approhe, proposée par Kirkpatrik [Kir83℄, onsiste à partir d'une triangu-lation. Cette dernière peut être obtenue pour une arte planaire de taille n en temps
O(n logn) suivant les algorithmes présentés au hapitre 3. La méthode de loalisation deKirkpatrik repose sur une représentation hiérarhique de la triangulation obtenue parsimpli�ations progressives. Pour passer d'une triangulation à une triangulation simpli-�ée on supprime un ensemble de sommets indépendants (deux à deux non-adjaents) etde degré borné puis on retriangule si néessaire les �trous� laissés par les sommets sup-primés. Pour que et algorithme soit e�ae on herhe à onstruire des ensembles desommets indépendants, et de degrés bornés, les plus grands possibles. La borne sur lesdegrés assure que haque triangle à un niveau de la hiérarhie intersete un nombre bornéde triangles du niveau suivant.Dans e qui suit le terme triangulation désigne une triangulation retiligne du plan dontla fae externe est elle-même un triangle ('est don ombinatoirement une triangulationde la sphère). On peut toujours se ramener à une telle triangulation à partir d'une tri-angulation quelonque d'un domaine onvexe en ajoutant trois sommets �à l'in�ni� eten joignant onvenablement les sommets du bord du domaine à es trois sommets. Lessommets d'une triangulation distints des 3 sommets de la fae externe sont dits internes.Lemme 8.10 Soit T une triangulation ayant n sommets internes et un entier d ≥ 6.On peut séletionner en temps O(n) un nombre αn de sommets internes, indépendantset de degrés au plus d ave α = d−5

(d+1)(d−2)
.Preuve : On onsidère l'algorithme glouton suivant : parourir les sommets internes de

T et séletionner le sommet ourant du parours si son degré est au plus d et si auun deses voisins n'est séletionné. L'algorithme glouton séletionne lairement un ensemble desommets internes, indépendants et de degrés au plus d en temps linéaire. Reste à minorersa taille ns.Soit x et y les nombres de sommets internes de T respetivement de degré au plus d et aumoins d+1. En partiulier, x+y = n. On note a le nombre d'arêtes de T . Par la relation



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 130d'Euler et par double omptage de la relation d'inidene arête/fae, on obtient aisément
a = 3n + 3. De la relation d'inidene arête/sommet on déduit 2a =

∑

s degré(s), lasomme portant sur tous les sommets de T . En oupant ette somme en trois selon lessommets internes de degrés inférieurs ou supérieurs à d et les 3 sommets de la fae externe,et en remarquant que tout sommet a degré 3 au moins, on obtient
2a ≥ 3x+ (d+ 1)y + 9Ce qui, ave les relations préédentes implique

x ≥ (d− 5)n+ 3

d− 2
≥ (d− 5)n

d− 2Mais l'algorithme glouton séletionne un ensemble maximal de sommets. Dit autrement,l'ensemble des sommets séletionnés et leurs voisins ouvrent les sommets internes dedegrés au plus d. On en déduit (d+ 1)ns ≥ x, soit enore
ns ≥

d− 5

(d+ 1)(d− 2)
n

2On onstruit une suite de triangulations T = T1, . . . , Tm ayant respetivement n =
n1, . . . , nm sommets internes ave nm = 0. On obtient Ti+1 à partir de Ti en 2 étapes :1. on séletionne dans Ti un ensemble maximal de sommets internes, indépendants etde degré au moins d par l'algorithme glouton i-dessus,2. on supprime es sommets de Ti et on retriangule l'étoile de es sommets (de taille

d) en temps onstant par étoile.Le lemme préédent montre que ni+1 ≤ (1−α)ni, d'où m = O(logn). On ajoute de plus àhaque triangle de Ti+1 des pointeurs vers les au plus d−2 triangles de Ti qu'il intersete.Clairement ette struture est de taille O(∑i ni) = O(n) et peut être onstruite dans lemême temps.On détermine le triangle de T ontenant un point p de requête par les étapes suivantes1. déterminer si p est dans l'unique triangle de Tm,2. pour i allant de m−1 à 1, onnaissant le triangle de Ti+1 ontenant p, déduire eluide Ti ontenant p à l'aide des pointeurs dérits i-dessus.Chaune des m = O(logn) étapes i-dessus prend un temps onstant puisque le nombrede pointeurs à tester entre deux triangulations est majoré par d− 2.Finalement,Théorème 8.11 Étant donné une triangulation T du plan, on peut onstruire en tempslinéaire en la taille de T une struture de taille linéaire, permettant de loaliser un pointquelonque en temps logarithmique.



Chapitre 9Reherhe multidimensionnelleSoit d un entier positif. On se donne un ensemble S de n points de IRd et un ensemble Bde parties de IRd appelées boîtes. Le problème de la reherhe multidimensionnelle est derépondre à une requête du type :Compter ou reporter les points de S ontenus dans une boîte donnée de B.Pour répondre le plus rapidement possible à e type de requête on onstruit générale-ment une struture de reherhe qui aidera à répondre à toutes les requêtes possibles.Cette onstrution est don onsidérée omme un pré-alul dont le temps d'exéutionpeut raisonnablement être important par rapport au temps de réponse de haque requêteindividuelle. La taille de ette struture doit par ontre rester relativement faible dans lamesure où elle persiste pour toutes les requêtes. Dans la pratique un algorithme possédantun faible temps de requête néessitera une struture plus volumineuse qu'un algorithmemoins performant. Un exemple extrême onsiste en une struture de taille linéaire selimitant à la liste des points de S et un algorithme de reherhe au mieux linéaire obtenuen testant individuellement si haque point de S est ontenu dans la boîte de requête.Le problème général de la reherhe multidimensionnelle suppose ainsi de faire des om-promis entre l'espae requis pour la struture de données et la rapidité de réponse à unerequête.Référenes :- [dBCvKO08, Chap. 5 and 16℄, [Mat94℄, [AE99℄, [GO04, Chap. 36℄.9.1 Reherhe orthogonaleLa reherhe orthogonale désigne le as partiulier de la reherhe multidimensionnelleoù l'ensemble des boîtes B est l'ensemble (in�ni) des pavés de IRd.Une approhe direte onsiste à pré-aluler toutes les réponses possibles (⊂ P(S)) ettrouver un ritère sur les boîtes pour savoir quand elles donnent la même réponse. Par emoyen on obtient des temps de requêtes très performants mais des temps de pré-alulstrès importants � e qui n'est pas forément rédhibitoire � et surtout des stokages trèsimportants - e qui est plus ennuyeux ar ils persistent.131



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 132Exemple dans le plan : on trae une vertiale et une horizontale par haque point de Sde manière à obtenir une grille. Deux boîtes donnent la même réponse si et seulement sileurs oins supérieurs gauhes et inférieurs droits sont dans les mêmes ases de la grille.On a don au plus ((n+1)2

2

) réponses non-vides possibles (la grille possède (n+1)2 ases).Comme haque réponse peut ontenir O(n) points, on obtient naïvement une struturede stokage de taille O(n5) pour le problème du report des points.On aratérise un algorithme de reherhe par la paire (taille stokage, temps de requête).9.1.1 Reherhe unidimensionnelleEn dimension 1, le problème de la reherhe orthogonale revient à ompter ou reportertous les points de S ontenus dans un intervalle [x, x′] de requête.Pour e faire, on utilise un arbre binaire de reherhe équilibré (la hauteur des sous-arbresgauhe et droit de tout noeud di�ère de un au plus) ave les points rangés aux feuilles, lesnoeuds internes ontenant des valeurs de séparation entre les lés des sous-arbres gauheet droit. On suppose également que les feuilles sont haînées dans l'ordre roissant desoordonnées des points. Pour le problème du report, on peut herher dans l'arbre lafeuille ontenant x puis marher jusqu'à x′ en utilisant le haînage. Cei fournit uneréponse en temps (logn + k), où k est le nombre de points à reporter. Cette méthodese généralise di�ilement en dimension supérieure. Pour y remédier on ommene parintroduire la notion suivante :Dé�nition 9.1 L'ensemble des lés des feuilles assoiées à un sous arbre de raine νs'appelle l'ensemble anonique de ν et est noté P (ν).Plut�t que d'utiliser un haînage aux feuilles on travaille ave la notion d'ensemble anon-ique. On ommene ainsi par reherher les feuilles ontenant x et x′ dans l'arbre dereherhe. Les hemins de reherhe de x et x′ partent de la raine, restent onfondussur une ertaine longueur, puis se séparent en deux sous-hemins γx et γx′ à partir d'unnoeud νs. Il est faile de voir que l'ensemble herhé est l'union des ensembles anoniquesdes enfants droits des noeuds internes du hemin γx et des enfants gauhes des noeudsinternes du hemin γx′. À ette union, on ajoute éventuellement les feuilles de γx et γ′xsuivant les omparaisons de x ou x′ relativement à es feuilles. Notons que le alul del'ensemble anonique P (ν) d'un noeud ν peut s'obtenir en temps proportionnel à sa taille
|P (ν)| puisque la taille d'un arbre binaire équilibré est proportionnelle à son nombre defeuilles. En résumé,Lemme 9.2 (Le problème de la reherhe orthogonale en dimension 1) En util-isant un arbre binaire de reherhe on obtient :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(logn + k)où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.3 Modi�er l'algorithme pour le problème du omptage seul et non du reportdes points eux-mêmes. Quelle est la omplexité d'une requête ?



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 133Voir également : arbres d'intervalles, arbre de reherhe de priorité et arbres de segments.9.1.2 Kd-trees (arbres k-dimensionnels) (Bentley 1975)Pour résoudre le problème de la reherhe orthogonale en dimension d > 1, on onstruitréursivement un arbre binaire équilibré sur les points de S, stokés dans les feuilles deet arbre, tel que pour haque noeud ν de profondeur k, les ensembles anoniques deses noeuds enfants onstituent une partition de P (ν) en deux selon la valeur médianede la (k mod d)-ème oordonnée. Ainsi, l'ensemble anonique de l'enfant gauhe (resp.droit) de ν est le sous-ensemble des points de P (ν) dont la (k mod d)-ème oordonnéeest majorée (resp. stritement minorée) par ette valeur médiane.Notons que la valeur médiane des points ordonnés selon une oordonnée partiulière peutse aluler en temps linéaire. On peut soit utiliser d listes � une par oordonnées � triéesau départ et que l'on déime au fur et à mesure que l'on desend dans l'arbre, soit utiliserl'algorithme linéaire lassique de alul de médiane rappelé i-dessous :1. Choisir un pivot soit aléatoirement soit par la méthode suivante : ouper la liste en n/5groupes de 5 lés et aluler la médiane de haque groupe, puis aluler réursivement lamédiane de es médianes,2. sinder la liste en deux selon ette valeur,3. itérer sur la sous-liste ontenant la vraie médiane (i.e. la valeur de rang milieu).Complexité : T (n) = O(n) + T (n/5) + T (7n/10) = O(n). En e�et la plus petite sous-liste on-tient au moins 3 ∗ 1/2 ∗ n/5 éléments et du oup la plus grande en ontient au plus 7n/10.Dans le plan, le temps de onstrution C(n) d'un 2d-arbre est donné par
C(n) =

{

O(1) si n = 1
O(n) + 2C(⌈n/2⌉)) sinon (9.1)On en déduit un temps de onstrution en O(n logn).On peut assoier à haque noeud ν d'un 2d-arbre arbre sur S une boîte B(ν) de la forme

[x1, x
′
1] × [x2, x

′
2] ave x1, x′1, x2, x′2 ∈ IR, de sorte que P (ν) = S ∩ B(ν). Pour ela, onassoie à la raine la boîte égale au plan tout entier et on assoie aux enfants d'un noeud

ν de profondeur k les deux boîtes obtenues en oupant la boîte B(ν) en deux par le pland'équation xkmod 2 = xmed où xmed est la valeur médiane de séparation assoiée à e noeud.Clairement, les boîtes de tous les noeuds de même profondeur forment une partition del'espae et de e fait leurs ensembles anoniques onstituent une partition de S.Pour reherher tous les points dans une boîte B donnée on desend réursivement àpartir de la raine d'un 2d-arbre arbre sur S :1. Si B ontient la boîte B(ν) du noeud ourant ν on renvoie l'ensemble anonique
P (ν) et on arête la réursion,2. sinon, si B et B(ν) sont disjoints, on arête la réursion,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1343. sinon on lane la reherhe sur les deux enfants de ν.L'ensemble S ∩B est l'union (disjointe) des P (ν) olletés lors de la reherhe. Le tempsde reherhe est égal au nombre de noeuds visités plus le temps total pour rendre les P (ν).Ce dernier temps est proportionnel au nombre de points de S ∩ B. En e�et, l'ensembleanonique d'un noeud peut être olleté en temps proportionnel à sa taille puisque les2d-arbres sont équilibrés. Pour majorer le nombre de noeuds internes visités (as 3 dans laréurrene i-dessus) on remarque que eux-i ont leur boîte intersetée par le bord de Bet don par les droites supports de B. En majorant le nombre de boîtes B(ν) intersetéespar une droite donnée de diretion horizontale ou vertiale on obtient don un majorantdu nombre de noeuds internes visités (à un fateur 4 près) durant la reherhe pour B.Fixons une droite vertiale D. On note I(n) le nombre maximal de noeuds internes dontla boîte intersete D dans un 2d-arbre quelonque de taille n. Puisque la raine d'un
2d-arbre est assoiée à une dihotomie vertiale, la droite D ne peut interseter que 2des 4 boîtes assoiées aux noeuds de profondeur 2. Comme les noeuds de profondeur 2sont également assoiés à des dihotomies vertiales et eux-mêmes raines de 2d-arbresde taille au plus ⌈n/4⌉, on peut érire

I(n) ≤
{

O(1) si n = 1
2 + 2I(⌈n/4⌉)) sinon (9.2)D'où, suivant le master theorem 1.34 ou suivant un alul direte sur l'arbre de réur-sion, I(n) = O(

√
n). Un raisonnement analogue permet de borner le nombre de noeudsintersetés par une droite horizontale.En résuméLemme 9.4 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant un 2d-arbre ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(√n+ k) où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.5 Généraliser à d > 2 dimensions. Montrer en partiulier que le temps dereherhe est en O(n1−1/d + k).9.1.3 Arbres de domainesLes arbres de domaines (range trees), introduits par Bentley en 1979, sont des stru-tures de partitionnement de l'espae à plusieurs niveaux. En dimension 2, on ommenepar onstruire un arbre binaire de reherhe équilibré selon la première oordonnée, puispour haque noeud ν on onstruit un arbre binaire de reherhe équilibré sur l'ensembleanonique de e noeud selon la deuxième oordonnée. En remarquant que les ensemblesanoniques P (ν) orrespondant à des noeuds de profondeur donnée forment une parti-tion de l'ensemble des points, et que la hauteur de l'arbre de reherhe �primaire� est en

O(logn) on voit que la taille d'un arbre de domaines est en O(n logn). Pour la onstru-tion, on ommene par trier les points selon la deuxième oordonnées y. Puis on rée une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 135raine en la faisant pointer sur un arbre binaire de reherhe selon la deuxième oordon-née. Cet arbre binaire de reherhe est onstruit en temps linéaire à partir de la liste triéede manière �bottom-up�. On sinde alors la liste en deux selon x et on onstruit les deuxsous-listes triées en y à partir de la liste triée de départ. Puis on ontinue réursivement.De ette manière le temps de onstrution est proportionnel à la taille de la struture�nale (haque arbre �seondaire� assoié à un ensemble anonique est onstruit en tempsproportionnel à sa taille).Pour e�etuer une requête ave une boîte B = [x, x′]× [y, y′] on ommene par reherherles valeurs x et x′ dans l'arbre primaire, puis pour haque sous-arbre à droite (gauhe)du hemin de reherhe γx (γx′) situé après le noeud de séparation on fait une reherheen y dans la struture seondaire assoiée à sa raine. Le temps de la reherhe est donmajoré par
∑

ν

O(logn+ kν) = O(log2 n+ k)où ν dérit les raines des sous-arbres sus-ités et kν le nombre de points reportés dansles ensembles anoniques assoiés.Lemme 9.6 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de domaines de dimension 2 ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n logn)temps requête : O(log2 n+ k) où k est le nombre de points à reporter.Remarque : Par rapport aux 2d-arbres on a diminué le temps de requête mais augmentéla taille de la struture.Exerie 9.7 Généraliser les arbres de domaines à d > 2 dimensions.Exerie 9.8 Jusqu'à maintenant, on a impliitement supposé que les k-ièmes oordon-nées des points étaient deux à deux distintes pour haque k. Si e n'est pas le as on peutonsidérer la transformation
(x, y) 7→ ((x, y), (y, x)) et utiliser l'ordre lexiographique sur les ouples (x, y). La boîtede requête devient alors [(x,−∞), (x′,∞)]× [(y,−∞), (y′,∞)]. Généraliser e proédé àla dimension d.Remarque : ette astue revient à perturber les données, 'est à dire à opérer une trans-formation du type (x, y) 7→ (x + ǫy, y + ǫx) où ǫ|yi|max ≤ minxi 6=xj

|xi − xj | et de mêmepour y.Exerie 9.9 Si on permet aux points d'avoir une partie de leurs oordonnées identiqueson peut s'intéresser à tous les points ayant ertaines de leurs oordonnées �xées par unerequête. On parle alors de requête d'identi�ation partielle (partial math query).1. Montrer qu'ave un 2d-arbre on peut répondre à une requête d'identi�ation partielleen temps O(√n+ k) où k est le nombre de points à reporter.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1362. Trouver une struture de données utilisant un espae linéaire et qui répond à une requêted'identi�ation partielle en temps O(logn + k).3. Montrer qu'ave un kd-arbre de dimension d (i.e. un dd-arbre) on peut répondre à unerequête d'identi�ation partielle sur s < d oordonnées en temps O(n1−s/d + k).4. Trouver une struture de données pour répondre à une requête d'identi�ation partielleen temps O(d logn + k) en dimension d, si on permet que la struture soit de taille
O(d2dn).9.1.4 Frationnement en asadeLe frationnement en asade (Lueker 1978 et Willard 1978) est une modi�ation desarbres de domaines qui permet de gagner un fateur logn dans le temps de requête. Ons'intéresse à la dimension 2. Dans les arbres de domaines les ensembles anoniques sontrangés dans des arbres binaires de reherhe en la deuxième oordonnée. On remplae esarbres par de simples listes triées (selon la deuxième oordonnée) en ajoutant à haqueélément d'une liste un pointeur vers le premier élément supérieur ou égal dans haunedes listes des deux noeuds enfants. On onserve de plus l'arbre binaire de reherhe surl'ensemble anonique de la raine.La taille de la struture est la même que elle d'un arbre de domaines, O(n logn), et ellepeut failement être onstruite dans le même temps.Pour e�etuer une requête ave une boîte B = [x, x′] × [y, y′] on proède omme pourun arbre de domaines en déterminant les hemins de reherhes γx et γx′. On reherheensuite dans l'ensemble anonique du noeud raine le premier sommet dont l'ordonnéeest supérieure ou égale à y et l'on �propage� e premier sommet le long des heminsde reherhe à l'aide des pointeurs préédemment dé�nis. Dans haque noeud dont ondoit reporter une partie de l'ensemble anonique on marhe alors à partir de e premiersommet jusqu'au dernier sommet d'ordonnée inférieure ou égale à y′. On en déduit untemps de requête en

log n+
∑

ν

(O(1) + kν) = O(logn+ k)où ν et kν sont dé�nis omme pour les arbres de domaines.Lemme 9.10 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant le frationnement en asade ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n logn)temps requête : O(logn + k) où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.11 Généraliser la tehnique du frationnement en asade en dimension d >
2. Montrer en partiulier qu'on obtient un temps de reherhe en O(logd−1 n + k).Note : Le problème de la reherhe othogonale est un des plus étudiés dans le do-maine. Étant donné l'interation entre temps de requête et taille de la struture, B.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 137Chazelle [Cha90℄ a étudié la taille minimale requise si on impose un temps de requêteave report en temps O(k + polylog(n)). Autrement dit, on impose un temps de réponseproportionnel à ette dernière plus un polylog 1. Chazelle étudie ette question dans leadre d'une variante de mahine à pointeurs et montre que toute struture de reherheen dimension d néessite un espae Ω(n(log n/ log logn)d−1).9.2 Reherhe simpliiale et par demi-espae
S désigne à nouveau un ensemble de n points de IRd �xé une fois pour toute. Le problèmede la reherhe simpliiale (resp. par demi-espae) onsiste à reporter, ou ompter, tousles points de S ontenus dans un simplexe (resp. un demi-espae) de requête.9.2.1 Arbre de partitionsL'idée est de partitionner les points en sous-ensembles de tailles approximativement égalesinlus dans des domaines dont la desription est simple de sorte que la boîte de requêteintersete une faible proportion de es domaines. On proède alors réursivement sur lespoints inlus dans haque domaine pour dé�nir un arbre de partitions.On regarde le problème dans le plan.Dé�nition 9.12 Une partition simpliiale d'un ensemble S de n points du plan est unefamille de ouples {(Si,∆i)}i∈I où les Si forment une partition de S et les ∆i sont destriangles du plan de sorte que pour haque i on a Si ⊂ ∆i. Notons que les triangles ∆ipeuvent se hevauher et qu'un point de S peut appartenir à plusieurs ∆i. Le nombre |I|de parties est la taille de la partition.Soit r ≥ 1. Une partition simpliiale de paramètre r, ou r-partition, sur S est unepartition simpliiale de S dont haque sous-ensemble Si ontient entre n/r et 2n/r points.Notons que la taille d'une r-partition est omprise entre r/2 et r.Le nombre de roisements d'une droite ave une partition simpliiale est le nombre detriangles de la partition intersetés par ette droite. Le nombre de roisements de lapartition est le maximum de e nombre sur toutes les droites du plan.Le théorème 10.9 de la partition simpliiale a�rme que pour toute r �xé on peut onstruireen temps O(n) une r-partition de S de nombre de roisements O(√r).On onstruit réursivement un arbre de partitions de paramètre r sur une ensemble S de
n points en assoiant à la raine un nombre d'enfants en orrespondane ave les sous-ensembles d'une partition simpliiale de S de paramètre r �xé. On stoke les desriptionsdes triangles ∆i de la partition au niveau des enfants puis on ontinue réursivement surhaque enfant ave son sous-ensemble Si assoié tant que e sous-ensemble ompte aumoins 2r points.1. polylog(n) désigne une fontion de la forme P (log n) pour un polyn�me P �xé.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 138Lemme 9.13 Soit r > 2. Un arbre de partitions de paramètre r sur un ensemble de npoints a une taille linéaire (i.e. en O(n)) et peut être onstruit en temps O(n logn).Preuve : Puisque haque partition simpliiale utilisée est de paramètre r, le degré dehaque noeud interne de l'arbre de partitions est au moins r/2. Soit nI et nE les nombresrespetifs de noeuds internes et externes (feuilles) de l'arbre de partitions. En omptant dedeux façons di�érentes le nombre d'arêtes de l'arbre de partitions à partir de l'extrémitérespetivement inférieure ou supérieure de haque arête, on obtient :
(r/2)nI ≤ nI + nE − 1.Soit

nI ≤
2nE − 2

r − 2
.Or haque feuille de l'arbre de partitions est assoiée à au moins un point et les ensemblesassoiés aux feuilles sont disjoints. On en déduit nE ≤ n et par suite la taille de l'arbrede partitions est linéaire.Le temps de onstrution C(n) véri�e d'après le théorème 10.9 de la partition simpliiale

C(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(n) +

∑

ν C(nν) sinon (9.3)où ν parourt les enfants de la raine. Comme nν ≤ 2n/r, l'arbre de partitions a unehauteur O(logn). Par ailleurs, l'ensemble des noeuds de profondeur donnée forme unepartition des n points et peut don être traité en temps O(n). On en déduit C(n) =
O(n logn). 2Pour répondre à une requête du type demi-plan l+ bordé par une droite l on part dela raine puis on teste si haun des triangles des (au plus r) enfants est ontenu dans
l+, disjoint de l+, ou intersete l. Dans les deux premiers as on sait quoi faire sinon on�réurre� sur les triangles enfants intersetés. Cei permet de séletionner un ensemble denoeuds dont les ensembles anoniques forment une partition des points ontenus dans l+.La omplexité R(n) de ette séletion est donnée par

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r) +

∑

ν R(nν) sinon (9.4)Soit, ompte tenu du paramètre r de la partition simpliiale :
R(n) ≤ cr + c

√
rR(2n/r).pour une ertaine onstante c que l'on peut supposer > 1/

√
2. En hoisissant r =

⌈2(c
√
2)1/ǫ⌉ on a
0 < logr/2 c

√
r =

log(c
√
r)

log(r/2)
=

1

2
+

log(c
√
2)

log(r/2)
≤ 1

2
+

log(c
√
2)

log((c
√
2)1/ǫ)

≤ 1

2
+ ǫ.On en déduit, par le master theorem 1.34, R(n) = O(nlogr/2 c

√
r) = O(n1/2+ǫ). Dans le asdu report, il faut rendre les ensembles anoniques des noeuds séletionnés. Pour haque



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 139noeud, et ensemble est l'union des points stokés aux feuilles du sous-arbre dont il estraine. Comme e sous-arbre à une taille linéaire, on en déduit que le problème du reportpeut-être résolu ave un temps supplémentaire proportionnel à la taille de la réponse.Note : En prenant r =
√
n et en résolvant R(n) = O(r) + O(

√
r)R(2n/r) on trouve

R(n) = O(
√
n 2O(log logn)) = O(

√
n polylog n).Pour répondre à une requête de type triangle au lieu de demi-plan on peut utiliser lamême struture et obtenir la même omplexité asymptotique de reherhe en remarquantque, à haque niveau de la reherhe, le nombre de triangles d'une partition intersetéspar les 3 droites supports d'un triangle de requête est en O(3√r). Finalement :Lemme 9.14 Le problème de la reherhe simpliiale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de partitions ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(n1/2+ǫ) pour le déompte et O(n1/2+ǫ + k) pour le report où k est lenombre de points à reporter.9.2.2 Arbres de uttings et reherhe par demi-planLes arbres de partitions ont évidemment une taille optimale mais un temps de requête im-portant. Quitte à augmenter la taille de la struture de reherhe, il est possible d'obtenirdes temps de reherhe logarithmiques. C'est l'objet de e qui suit. La méthode repose iisur une transformation préalable des données par la dualité point/droite du plan. Cellei, notée ∗, est donnée par la transformation (a, b) 7→ {y = ax − b}, et son inverse, etdé�nit une bijetion entre le plan et l'ensemble des droites non vertiales du plan.Propriété : le point p est au dessus de la droite d si et seulement si d∗ est au dessus de p∗.Étant donné une droite d, trouver tous les points si de S au dessus de d revient ainsi àtrouver l'ensemble des droites de {s∗i |si ∈ S} au dessous de d∗. Clairement et ensemblene dépend que de la ellule de l'arrangement des droites s∗i ontenant d∗. Il y a O(n2)telles ellules. On peut don espérer un algorithme utilisant une plae O(n2) ave untemps de requête en O(logn).Dé�nition 9.15 Soit L un ensemble de n droites du plan et soit r ∈ [1, n]. Un (1/r)-utting pour L est une partition du plan en triangles (possiblement non bornés) telle quehaque triangle est interseté par au plus n/r droites de L. La taille de e utting est sonnombre de triangles.Le théorème 10.1 a�rme que l'on peut onstruire en temps O(nr) un (1/r)-utting detaille O(r2) en olletant pour haque triangle du utting les droites de L qui le oupent.On s'intéresse tout d'abord au problème du déompte. On dé�nit pour ela réursivementun arbre de uttings pour L :� si L ontient une unique droite alors son arbre est réduit à une feuille qui stoke ettedroite,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 140� sinon on rée autant d'enfants de la raine que de triangles dans un (1/r)-utting de L.Pour haque enfant ν, assoié au triangle ∆(ν), on onstruit réursivement un arbre deuttings pour les droites L(ν) ⊂ L intersetant ∆(ν). L'ensemble de droites L(ν) estappelé l'ensemble anonique de ν. Pour le problème du omptage on stoke égalementpour haque enfant les nombres ℓ−(ν) et ℓ+(ν) de droites de L respetivement au dessuset au dessous de ∆(ν).La taille T (n) d'un arbre de uttings onstruit à l'aide de (1/r)-uttings, haun de taille
O(r2), véri�e

T (n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2) +

∑

ν T (nν) sinon (9.5)Où ν dérit les enfants d'un arbre de uttings sur n droites et nν la taille de son ensembleanonique. Par dé�nition d'un 1/r-utting on a enore pour une ertaine onstante c :
T (n) ≤ cr2 + cr2T (n/r)D'où T (n) = O(nlogr cr

2
). Soit en prenant r = ⌈c1/ǫ⌉, T (n) = O(n2+ǫ).Compte tenu du temps de alul d'un (1/r)-utting, le temps C(n) de onstrution deette struture véri�e
C(n) ≤

{

O(1) si n = 1
O(nr) +

∑

ν C(nν) sinon (9.6)Soit enore C(n) ≤ cnr+cr2C(n/r) pour une ertaine onstante c, e qui donne à nouveau
C(n) = O(n2+ǫ) pour r = ⌈c1/ǫ⌉.Pour trouver le nombre de droites sous un point p de requête on desend réursivementdans l'arbre de uttings depuis la raine jusqu'aux feuilles en s'orientant pour haquenoeud visité vers l'unique enfant dont le triangle assoié ontient p. La somme des nombres
ℓ− assoiés aux noeuds de e parours est le nombre herhé. Bien entendu, en aumulantles valeurs ℓ+ au lieu de ℓ− la même struture permet de aluler le nombre de droites audessus d'un point de requête.Le temps de reherhe R(n) véri�e ainsi :

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2) +R(n/r) sinon (9.7)D'où R(n) = O(logn) si r est onstant.Pour le problème du report, pour haque noeud ν de l'arbre de uttings, si µ est sonparent, on stoke expliitement au niveau de ν les sous-ensembles L+(ν), L−(ν) ⊂ L(µ)de droites respetivement au dessus et au dessous du triangle∆(ν). L'ensemble des droitesau dessous (resp. au dessus) d'un point de requête est obtenu réursivement omme dansle as du déompte en aumulant ette fois les ensembles L− (resp. L+) le long duparours. Le temps de requête se déompose alors en un temps de parours O(logn)omme pour le déompte plus un terme proportionnel à la taille de la réponse. La taille

T ′(n) de la struture de reherhe véri�e maintenant
T ′(n) ≤

{

O(1) si n = 1
O(nr2) +

∑

ν T
′(nν) sinon (9.8)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 141D'où T ′(n) = O(nr2 + r2T ′(n/r)). Par appliation du master theorem 1.34 on déduit ànouveau T ′(n) = O(n2+ǫ). En résumé,Lemme 9.16 Le problème de la reherhe par demi-plan peut se résoudre en utilisant unarbre de uttings ave :pré-alul : O(n2+ǫ)espae : O(n2+ǫ)temps requête : O(logn) pour ompter et O(logn+k) pour reporter où k est le nombrede points à reporter.9.2.3 Appliation à la reherhe simpliialeSoit ∆ un triangle, intersetion de trois demi-plans H1, H2, H3 bordés respetivement parles droites h1, h2, h3. On suppose que H1 est au dessous de h1 tandis que H2 et H3 sont audessus de leur droite bordante respetive. Les autres as se traitent de manière analogue.Le problème de la séletion des points de S inlus dans ∆ se dualise alors en un problèmedu type : trouver les droites de S∗ simultanément au dessus de h∗1 et au dessous de h∗2 etde h∗3.Pour répondre à e type de requête � et don par dualité à une requête de type triangle �on peut utiliser un struture d'arbre de uttings à trois niveaux : le premier niveau est unarbre de uttings simple. On assoie de plus à haque noeud ν deux arbres de uttings (àdeux niveaux) : l'un sur son ensemble L+(ν) et l'autre sur son ensemble L−(ν). Finalementon assoie à haque noeud de la struture seondaire deux arbres de uttings simples surses ensembles L+ et L−. La reherhe proède omme suit. On e�etue une requête ave
h∗1 sur l'arbre primaire pour séletionner les droites au dessus de h∗1. Pour haque noeud
ν séletionné dans ette reherhe, plut�t que de rendre (ou omptabiliser) L+(ν), one�etue une requête ave h∗2 sur sa struture seondaire a�n de séletionner les droitesde L+(ν) au dessous de h∗2. Finalement on e�etue une requête ave h∗3 sur les struturesassoiées aux noeuds seondaires séletionnés pour reherher les droites au dessous de h∗3.Clairement, ette proédure permet de séletionner les droites simultanément au dessusde h∗1 et au dessous de h∗2 et de h∗3.Le temps de reherhe dans une struture seondaire véri�e :

R′(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(logn + r2) +R′(n/r) sinon (9.9)D'où R′(n) = O(log2 n) si r est onstant. Le temps de reherhe dans la struture primairevéri�e don :

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(logn2 + r2) +R(n/r) sinon (9.10)D'où R(n) = O(log3 n) si r est onstant. La taille de la struture seondaire véri�e :

T ′(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2 + n2+ǫ) +

∑

ν T
′(nν) sinon (9.11)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 142Soit (f. master theorem) T ′(n) = O(n2+ǫ) si r est onstant et su�samment grand. Onen déduit de même que la taille de la struture primaire est un O(n2+ǫ). On montre selonles mêmes lignes que elle-i peut-être onstruite dans le même temps. Finalement,Lemme 9.17 Le problème de la reherhe simpliiale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de uttings à trois niveaux ave :pré-alul : O(n2+ǫ)espae : O(n2+ǫ)temps requête : O(log3 n) pour ompter et O(log3 n + k) pour reporter où k est lenombre de points à reporter.



Chapitre 10Cuttings et partitions simpliiales
10.1 CuttingsSoit L un ensemble de n droites du plan en position générale et soit r ∈ [1, n]. Onrappelle qu'un (1/r)-utting pour L est un déoupage du plan en triangles généralisés(i.e. des vrais triangles du plan projetif si on y plonge anoniquement le plan eulidien ;ils sont possiblement non bornés dans le plan eulidien) tel que l'intérieur de haquetriangle renontre au plus n/r droites 1 de L. On entend par déoupage que les intérieursdes triangles sont deux à deux disjoints et que l'union des triangles reouvre le plan. Lataille de e utting est son nombre de triangles.L'objetif est de onstruire un (1/r)-utting de la plus petite taille possible. L'argumentsuivant montre que ette taille est minorée par un Ω(r2). Par l'hypothèse de positiongénérale, l'arrangement des n droites de L possède (n

2

)

= Ω(n2) sommets. Un triangle d'un(1/r)-utting étant oupé par au plus n/r droites, il ontient au plus (n/r
2

)

= O((n/r)2)de es sommets. Le plan doit don être ouvert par au moins Ω(r2) triangles. Le théorèmesuivant montre que l'on peut onstruire des (1/r)-uttings dont la taille est optimale à unfateur onstant près. La preuve repose sur une analyse d'éhantillonnages aléatoires à laClarkson [CS89, CMS93℄. Une approhe non randomisée due à B. Chazelle et J. Friedman[CF90℄ est exposée par J. Matou²ek dans [Mat91℄. Voir aussi [PA95, p. 173-175℄.Théorème 10.1 Pour tout ensemble L de n droites du plan et tout r ≤ n il existe un(1/r)-utting de taille O(r2) qui peut être onstruit en temps O(nr) en olletant de pluspour haque triangle les droites qui le oupent.La onstrution repose sur une triangulation de l'arrangement d'un sous-ensemble desdroites de L. Cette triangulation peut être obtenue de manière anonique en triangulanthaque ellule (polygone) de l'arrangement à partir de son sommet le plus bas (minimalpour l'ordre lexiographique sur les oordonnées), 'est à dire en remplaçant haque ellule1. Pour étendre le résultat à des arrangements non-simples on voit bien qu'il est néessaire de restrein-dre la ondition à l'intérieur des triangles puisque tout sommet de degré 2n/r ou plus de l'arrangementde L est inident à au moins n/r droites. 143



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 144par le �ne issu du sommet le plus bas sur les arêtes du polygone ne ontenant pas esommet. Ce sommet peut être à l'in�ni si la ellule est non-bornée. Un triangle peut donêtre soit un triangle �ni au sens usuel, soit un seteur bordé par deux demi-droites non-parallèles, soit un demi-ylindre bordé par deux demi-droites parallèles et un segment. Demanière générale on obtient la triangulation anonique d'un arrangement d'hyperplansde IRd en triangulant réursivement le i-squelette de l'arrangement par �étoilement� dehaque i-ellule à partir de son sommet le plus bas. 2Montrons tout d'abord omment olleter les droites oupant haque triangle d'un (1/r)-utting de taille k = O(r2). Remarquons tout d'abord que l'on peut déterminer pourhaque droite ℓ ∈ L un triangle la oupant en temps O(log k). Il su�t par exemplede pré-aluler pour une droite donnée la liste ordonnée de ses intersetions ave lestriangles du utting, puis de situer en temps O(log k) dans ette liste l'intersetion de
ℓ ave ette droite. Une fois onnu un triangle intersetant ℓ il su�t de longer ℓ dansle utting (donné sous forme de liste d'adjaene entre triangles 3) pour déterminer tousles triangles du utting oupés par ℓ. Cei prend un temps proportionnel au nombre nℓde triangles oupés. Le temps total requis pour olleter toutes les intersetions est alors
∑

O(log k+nd), la somme portant sur les n droites de L. Or∑nd ≤ k(n/r) par dé�nitiond'un (1/r)-utting. Pour k = O(r2) omme dans le théorème, on obtient un temps O(nr).On montre d'abord une version sous-optimale du théorème.Lemme 10.2 Pour tout ensemble L de n droites du plan et tout r ≤ n il existe un(1/r)-utting de taille O(r2 log2 r) qui peut être onstruit en temps O(r2 log2 r+ nr log r)en olletant de plus pour haque triangle les droites qui le oupent.Preuve I : Considérons l'ensemble des droites oupant l'intérieur d'un triangle quel-onque. Lorsque le triangle dérit tous les triangles (généralisés) possibles du plan, lesensembles de droites orrespondant forment un système de parties (f. Chapitre ??).On montre que e système a une dimension de Vapnik-Chervonenkis �nie (f. [PA95,p.256-257℄). Par le orollaire ??, e système admet un 1
r
-net R de taille O(r log r). La tri-angulation anonique T (R) de l'arrangement des droites de R omporte don O(r2 log2 r)triangles. De plus, par dé�nition d'un 1

r
-net, un triangle dont l'intérieur est disjoint de R� 'est en partiulier le as des triangles de T (R) � est oupé par au plus n/r droites de

L. Les triangles de T (R) forment don un (1/r)-utting de taille O(r2 log2 r). 2La onstrution d'un ǫ-net de petite taille peut s'obtenir par éhantillonnage aléatoire. Lapreuve suivante s'appuie diretement sur un éhantillonnage aléatoire de L sans passerpar la théorie de Vapnik-Chervonenkis. Elle utilise en ontrepartie quelques résultats surles éhantillonnages aléatoires expliités plus loin.2. De manière équivalente on peut trianguler réursivement le (d−1)-arrangement induit dans haquehyperplan par les autres hyperplans de l'arrangement puis étoiler les d-ellules à partir de leur sommetle plus bas. Cette méthode fournit bien la même triangulation si on prend garde de déduire orretementle système de oordonnées de haque hyperplan par �projetion� du système de oordonnées anonique.3. On suppose impliitement ii que le utting est formé à partir de la triangulation anonique d'unarrangement, de sorte que haque triangle a au plus trois triangles adjaents.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 145Preuve II : Soit R un éhantillon aléatoire de taille t = cr log r pour la loi uniformesur (L
t

) (f. setion 1.8.5) où c est une onstante déterminée plus loin. Le théorème 10.4i-après indique qu'ave une forte probabilité tout triangle de la triangulation anonique
T (R) de l'arrangement de R intersete au plus bn

t
log t droites de L pour une ertaineonstante b. En partiulier, T (R) est un b log t/t-utting de taille O(t2) = O(r2 log2 r).Or

b log t/t = b
log(cr log r)

cr log r
=

b

rc
(1 +

log log r

log r
+

log c

log r
)ette dernière quantité étant majoré par 1/r dès que r ≥ c ≥ 3b. Pour r < c il su�tde hoisir t = c2 log c < Kr log r pour une ertaine onstante K puisqu'un 1

c
-utting estalors un 1

r
-utting. 2Preuve du théorème 10.1 : On onsidère un r-éhantillon aléatoire R pour la loi uni-forme sur (

L
r

). Certains triangles de la triangulation anonique T (R) de l'arrangementde R sont possiblement oupés par plus de n/r droites de L. L'idée est de subdiviserhaque triangle ∆ de T (R) par un utting restreint au sous-ensemble de droites L∆ ⊂ Loupant e triangle. On peut en e�et s'arranger pour que les triangles de la subdivisionsoient oupés par au plus n/r droites tout en utilisant O(r2) triangles au total dans lessubdivisions. Pour ela on onstruit à l'aide du lemme 10.2 pour haque triangle ∆ un
1/r∆-utting C∆ de L∆ omposé de O(r2∆ log r2∆) triangles en hoisissant r∆ = ℓ∆r/noù ℓ∆ = |L∆| (bien sûr, on ne fait rien si ℓ∆ ≤ n/r). Chaque triangle de e uttingest oupé par au plus ℓ∆/r∆ = n/r droites. Cei est enore vrai pour les O(r2∆ log r2∆)triangles obtenus en intersetant C∆ ave ∆ et en retriangulant les éventuels k-gones(k ≤ 6) résultant. La réunion de es subdivisions est don un 1/r-utting C de L de taille
O(r2) +

∑

∆∈T (R) r
2
∆ log r2∆. Évaluons l'espérane de ette dernière somme relativement à

R.
E(

∑

∆

r2∆ log r2∆) ≤ E(
∑

∆

r4∆) = (r/n)4E(
∑

∆

ℓ4∆)Par le lemme 10.7, E(∑∆ ℓ
4
∆) = O((n/r)4r2). On en déduit que C a en moyenne O(r2)triangles. 2On pourra onsulter [HP00℄ pour des onstrutions e�etives de uttings ave des bornese�etives sur la omplexité de l'algorithme.Le théorème 10.1 admet une version pondérée. Cette fois on se donne une famille pondérée

(L,w) de n droites ave des poids w = (w1, w2, . . . , wn) non-négatifs, de poids total
|w| = ∑

i wi. Un 1/r-utting est alors tel que le poids total des droites de L oupantl'intérieur d'un triangle du utting est majoré par |w|/r.Corollaire 10.3 Pour toute famille pondérée (L,w) de n droites du plan et tout r ≤ non peut onstruire en temps O(nr) un (1/r)-utting de taille O(r2) en olletant de pluspour haque triangle les droites qui le oupent.Preuve : Quitte à renormaliser les poids en temps linéaire, on peut supposer que
|w| = n. On onsidère le multi-ensemble L′ de droites obtenu en inluant haque droitede L de poids wi ave multipliité ⌈wi⌉. Notons que |L′| ≤ ∑

i(wi + 1) ≤ 2n. Suivant le



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 146théorème 10.1, on alule en temps O(nr) un 1
2r
-utting de taille O(r2) pour la olletionnon-pondérée de droites L′. Pour ela on peut onsidérer que toutes les droites de L′sont distintes à l'aide de perturbations symboliques. Puisque haque triangle est oupépar au plus |L′|/(2r) ≤ n/r droites de L′, e utting est un (1/r)-utting pour la famillepondérée (L,w). 210.2 Éhantillonnage aléatoireOn e�etue ii quelques aluls en moyenne portant sur des arrangements de droites etutiles pour le alul de uttings. On s'en tient au adre des arrangements de droites etde leur triangulation anonique (f. setion 10.1) mais les résultats peuvent être établisdans un adre plus abstrait omme au hapitre 11. Le terme d'éhantillon aléatoire seréfère toujours à la loi uniforme (f. setion 1.8.5) mais les résultats i-dessous peuventêtre établis ave d'autres lois. On pourra onsulter [Mul00℄ à e sujet.Soit L un ensemble de n droites du plan en position générale. On note T 0(L) l'ensembledes triangles de la triangulation anonique de L. On note ensuite T (L) l'ensemble destriangles réalisables sur L .-à-.d apparaissant dans la triangulation anonique d'au moinsune partie de L, i.e. T (L) =

⋃

R⊂L T 0(R). Pour tout triangle σ ∈ T (L) on note Lσl'ensemble des droites de L qui renontrent l'intérieur de σ et on pose ℓσ := |Lσ|. On noteégalement Dσ l'ensemble des droites de L \ Lσ qui renontrent le bord de σ. On dit que
Dσ détermine σ. Notons que par l'hypothèse de position générale le degré dσ := |Dσ| de
σ est majoré par 5. De plus σ est dans la triangulation anonique d'un éhantillon R ⊂ Lsi et seulement si Dσ ⊂ R ⊂ L \ Lσ. En partiulier, le nombre de triangles possédantle même ensemble déterminant est majoré par une onstante (la taille maximale de latriangulation anonique de 5 droites). On en déduit

|T (L)| = O(n5)On note en�n T i(R) l'ensemble des triangles σ réalisables sur l'éhantillon R tels que
|Lσ ∩ R| = i.Théorème 10.4 Soit R un r-éhantillon aléatoire pour la loi uniforme sur (

L
r

). Alorspour tout ǫ > 0, il existe une onstante cǫ indépendante de r et n telle que :
P
(

max
σ∈T 0(R)

ℓσ ≤ cǫ
n

r
log r

)

> 1− ǫDit autrement, ave une forte probabilité haun des triangles de la triangulation anon-ique de R est oupé (en son intérieur) par O(n
r
log r) droites de L.Preuve : On note q(c) la probabilité pour qu'il existe un triangle de la triangulationanonique de R qui soit oupé par plus de cn

r
log r droites de L. Il su�t don de montrerque l'on peut hoisir c de sorte que q(c) ≤ ǫ. On a

q(c) = P
(

∨

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

σ ∈ T 0(R)
)

≤
∑

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

P
(

σ ∈ T 0(R)
)
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P
(

σ ∈ T 0(R)
)

= P
(

σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)
)

· P
(

σ ∈ T (R)
)Or

P
(

σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)
)

=

(

n− dσ − ℓσ
r − dσ

)

/

(

n− dσ
r − dσ

)

=

r−dσ−1
∏

i=0

n− dσ − ℓσ − i

n− dσ − i

≤ (1− ℓσ
n− dσ

)r−dσ ≤ e−
ℓσ

n−dσ
(r−dσ)Ave les hypothèses ℓσ > cn

r
log r et dσ ≤ 5 on en déduit P (σ ∈ T 0(R) | σ ∈ T (R)) <

r−
c

ln 2
(1− 5

r
). D'où
q(c) ≤ r−

c
ln 2

(1− 5
r
)

∑

σ ∈ T (L)
ℓσ > cn

r
log r

P (σ ∈ T (R)) ≤ r−
c

ln 2
(1− 5

r
)E(|T (R)|)Mais omme noté plus haut le nombre |T (R)| de triangles réalisables sur R est un O(r5).D'où

q(c) ≤ r5−
c

ln 2
(1− 5

r
)On peut don hoisir c (indépendamment de r et de n) pour rendre ette quantité aussipetite que désirée (notons que pour r petit, disons r ≤ 10, le théorème est trivialementvrai). 2Lemme 10.5 Soit R un r-éhantillon de L et soit Q un r/2-éhantillon aléatoire de R.Alors pour tout i

|T i(R)| ≤ ciE(|T 0(Q)|) = O(r2)pour une ertaine onstante ci > 0.Preuve : C'est évident si T i(R) est vide. On pose pour tout σ ∈ T i(R),
p(σ) := P (σ ∈ T 0(Q)) = P (Dσ ⊂ Q ⊂ R \ Lσ)les probabilités étant relatives à la loi uniforme sur ( R

r/2

). Puisque |R ∩ Lσ| = i, on a
p(σ) =

(

r − dσ − i

r/2− dσ

)

/

(

r

r/2

)On montre (f. exerie i-dessous) que ette dernière quantité est minorée par une on-stante ki > 0 dès que r est supérieur à une onstate Ki ne dépendant que de i. On aalors
E(|T 0(Q)|) =

∑

σ∈T (R)

p(σ) ≥
∑

σ∈T i(R)

p(σ) ≥ ki|T i(R)|Ce qui permet de onlure puisque |T 0(Q)| = O(r2) d'après le théorème 7.3 sur la om-plexité des arrangements. Notons que quitte à augmenter ci, l'inégalité du lemme estinonditionnellement vraie puisque pour i < r < Ki, E(|T 0(Q)|) est uniformément mi-norée par une onstante positive tandis que |T i(R)| est uniformément majorée. 2
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ǫ
max(d− 1, i− 1) :

(

r − d− i

r/2− d

)

/

(

r

r/2

)

≥ (
1

2
− ǫ)i+dLemme 10.7 Pour tout i on a la majoration suivante pour l'espérane du moment d'or-dre i du nombre de droites oupant un triangle de la triangulation anonique d'un r-éhantillon aléatoire R (pour la loi uniforme) :

E(
∑

σ∈T 0(R)

(

ℓσ
i

)

) = O
(

(
n

r
)ir2

)Preuve : Pour tout triangle σ réalisable sur L et pour j = 0 ou j = i on pose
pj(σ) := P (σ ∈ T j(R)). On a ainsi

p0(σ) = P (Dσ ⊂ R ⊂ L \ Lσ) =

(

n− dσ − ℓσ
r − dσ

)

/

(

n

r

)et
pi(σ) = P (Dσ ⊂ R et |Lσ ∩ R| = i) =

(

ℓσ
i

)(

n− dσ − ℓσ
r − dσ − i

)

/

(

n

r

)D'où (

ℓσ
i

)

p0(σ) = pi(σ)
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ

)

/
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ−i

).Or dès que r > 2(i+4) on a (f. exerie i-dessous) (n−dσ−ℓσ
r−dσ

)

/
(

n−dσ−ℓσ
r−dσ−i

)

< ci(n/r)
i pourune ertaine onstante ci. On en déduit

E(
∑

σ∈T 0(R)

(

ℓσ
i

)

) =
∑

σ∈T (L)

(

ℓσ
i

)

p0(σ) ≤ ci(n/r)
i
∑

σ∈T (L)

pi(σ) ≤ ci(n/r)
iE(|T i(R)|)Et on onlut ave le lemme préédent. 2Exerie 10.8 Montrer que pour r > 2(i+ d− 1) on a

(

n− d− ℓ

r − d

)

/

(

n− d− ℓ

r − d− i

)

< 2i(n/r)iNote : Une preuve alternative du théorème 10.4 utilise la notion d'ǫ-net (f. dé�nition ??).En voii une esquisse. On se référera au hapitre ?? pour les dé�nitions et résultatsappropriés. On onsidère le système de parties (D, {∆t}t) où D est l'ensemble des droitesdu plan et où {∆t}t est l'ensemble des parties de D indexé par les triangles du planave ∆t dé�ni omme le sous-ensemble des droites renontrant l'intérieur du triangle t.On montre (f. proposition ??) que e système a une dimension de Vapnik-Chervonenkis�nie. On en déduit par le orollaire ?? que tout ensemble L de n droites possède un
log r
r
-net E de taille O(r) relativement à (D, {∆t}t). Dit autrement, tout triangle du planoupé par au moins n

r
log r droites de L ontient une droite de E. Par onséquent, lestriangles de la triangulation anonique de E sont oupés par au plus n

r
log r droites de L.Le théorème ?? montre �nalement que E peut être obtenu par tirage aléatoire ave unebonne probabilité.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 14910.3 Partitions SimpliialesOn rappelle qu'une r-partition (simpliiale) d'un ensemble S de n points du plan estune famille de ouples {(Si,∆i)}i∈I où les Si forment une partition de S et ont haunune taille omprise entre n/r et 2n/r et où ∆i est un triangle du plan ontenant Si. Letriangle ∆i peut éventuellement être dégénéré en un segment, e qui est utile lorsque Sn'est pas en position générale. Notons que la taille |I| de la partition est majorée par r.Son nombre de roisements relativement à un ensemble de droites et le nombre maximalde triangles intersetés (transversalement pour les triangles dégénérés) par l'une de esdroites. On sous-entendra l'ensemble de toutes les droites du plan lorsque et ensemblen'est pas spéi�é. Je suis la présentation de Matou²ek [Mat92℄.Théorème 10.9 (de la partition simpliiale, Matou²ek 1992) Pour tout ensemble
S de n points et pour tout r (2 ≤ r ≤ n/2), il existe une r-partition de S de nombrede roisements O(√r) qui peut être onstruite en temps O(n) si r est majoré par uneonstante.La preuve proède en deux étapes. Dans un premier temps on montre que pour tout en-semble de droites �ni L, on peut onstruire une r-partition de S de nombre de roisements
O(

√
r + log |L|) relativement à L. On montre ensuite qu'on peut onstruire un ensembletest L0 omposé de O(r) droites tel que le nombre de roisements de toute r-partition de

S est en gros égal à son nombre de roisements relativement à L0.Lemme 10.10 Soit S, n, r omme dans le théorème et soit L un ensemble �ni de droites.On peut onstruire en temps O(nr log r + |L|r3/2) une r-partition de S de nombre deroisements O(√r + log |L|) relativement à L.Preuve : On onsidère la famille de droites pondérées (L,w1) ave des poids unitaires ;on note |w1| = |L| son poids total. On pose Σ1 = S et r1 = r. Par le orollaire 10.3 onpeut onstruire un 1
c
√
r1
-utting de (L,w1), pour une onstante c appropriée, possédantau plus r1 faes (triangles et arêtes) au total. En partiulier, le poids total des droitesde L oupant un triangle de e utting est majoré par O(|w1|/

√
r1). Il en est de mêmepour les arêtes, puisque toute droite qui oupe une arête oupe ses triangles inidents.L'une des faes ∆1 du utting ontient au moins |Σ1|/r1 = n/r sommets de Σ1. On hoisitarbitrairement un sous-ensemble S1 de ⌈n/r⌉ sommets dans ∆1, e qui fournit la premièrepaire (S1,∆1) de la r-partition. On pose ensuite Σ2 = Σ1 \ S1, r2 = |Σ2|r/n et on dé�nitdes poids w2 pour L en doublant les poids des droites de L oupant ∆1 et en laissantinhangé les autres poids. Si |Σ2| ≤ 2n/r, on pose S2 = Σ2 et ∆2 = IR2. Sinon on itèrele proédé ave Σ2, r2 et (L,w2). Au bout de m ≤ r étapes, on obtient une r-partitionsimpliiale de S :

(S1,∆1), (S2,∆2), . . . , (Sm,∆m)On onsidère une droite ℓ ∈ L. Soit k le nombre de triangles de la r-partition oupéspar ℓ. On a ainsi wm+1(ℓ) = 2k. Par ailleurs, si p est le poids total des droites de Loupant ∆i à l'étape i on a d'une part p = O(|wi|/
√
ri), par les propriétés du utting



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 150utilisé, et d'autre part |wi+1| = (|wi|−p)+2p, par la règle de doublement des poids. D'où
|wi+1| = |wi|(1 +O( 1√

ri
)), et partant de |w1| = |L| :

|wm+1| = |w1|
m
∏

i=1

(1 +O(
1√
ri
)) ≤ |L|eO(

∑m
i=1

1√
ri
)Cette dernière relation provenant de l'inégalité 1 + x ≤ ex. Or,

ri = |Σi|r/n = (n− (i− 1)⌈n/r⌉)r/n ≥ r − i+ 1Il suit que ∑m
i=1

1√
ri

≤ ∑r
i=1

1√
i
≤ 2

√
r en majorant la somme par une intégrale. Ondéduit �nalement de wm+1(ℓ) ≤ |wm+1| la majoration herhée : k = O(log |L|+√

r).Le temps requis à haque étape est O(|L|√ri) pour la onstrution du utting plus
O(ni log ri) pour séletionner les points de Si en utilisant par exemple une struturede reherhe pour le utting telle que dérite setion 8.2. Le temps total de onstrutionde la r-partition est don O(|L|r3/2 + nr log r). 2Lemme 10.11 (de l'ensemble test) Soient S, n, r omme dans le théorème. Il existeun ensemble L de O(r) droites tel que le nombre de roisements de toute r-partition Pde S est majoré par

3cL +
√
roù cL est le nombre de roisements de P relativement à L. De plus, un tel ensemble Lpeut être onstruit en temps O(n√r).Preuve : On note ∗ la dualité point/droite omme à la setion 9.2.2. Soit S∗ l'ensembledes droites duales des points de S. Par le théorème 10.1, on peut onstruire en temps

O(n
√
r) un 1√

r
-utting de S∗ onstitué de O(r) triangles, arêtes et sommets. On dé�nit

L omme les droites duales des O(r) sommets de e utting. Reste à véri�er que L a lapropriété désirée. Soient P et cL omme dans le lemme et soit ℓ une droite du plan. Ononsidère le triangle∆ du utting ontenant le point dual ℓ∗ et on note D l'ensemble des 3droites duales des sommets de ∆. 4 Soit c le nombre de triangles de P oupés par ℓ et parau moins l'une des droites de D. Par dé�nition de cL, on a c ≤ 3cL. On note c′ le nombrede triangles de P oupés par ℓmais par auune des droites deD. Ces triangles ontiennentau moins c′n/r sommets de S et sont ontenus dans la zone de ℓ dans l'arrangement desdroites de D. Il suit aisément (exerie !) que les droites duales de es sommets oupentl'intérieur de ∆. Par le hoix du utting, leur nombre est majoré par n/√r. D'où c′ ≤ √
r.

2Exerie 10.12 Soit ∆ un triangle généralisé du plan et p un point intérieur à ∆. Soit
D l'ensemble des 3 droites duales des sommets de ∆. Ces droites peuvent être vertialessi ∆ est non borné (f. note de la preuve i-dessus). Montrer que tout point de la zonede p∗ dans l'arrangement de D se dualise en une droite oupant ∆.4. On étend la dualité aux points à l'in�ni (= les diretions de plan) en assoiant la droite vertiale
{x = a} à la diretion de pente a. Si ∆ est non-borné ses points à l'in�ni sont les diretions des �tésnon-bornés.
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∗
2, d

∗
3] est un triangle borné. Un point d∗ est dans ∆ = [d∗1, d

∗
2, d

∗
3] si etseulement s'il est disons au dessus des droites ℓ12 = d∗1d

∗
2 et ℓ31 = d∗3d

∗
1 et au dessous de la droite

ℓ23 = d∗2d
∗
3. Ce qui équivaut à ℓ∗12 et ℓ∗31 sont au dessus de la droite d et ℓ∗23 est au dessous de

d. Par tout point p de la zone de ℓ dans D, il passe une droite une telle droite d. Don p∗, quiontient d∗, oupe ∆. Les as où ∆ est non borné sont similaires.Preuve du théorème 10.9 : Par le lemme 10.11, on onstruit en temps O(n√r) unensemble L de O(r) droites tests pour les r-partitions de S. Par le lemme 10.10, ononstruit en temps O(nr log r+r5/2) une r-partition de S de nombre de roisements O(√r)relativement à L et qui a don un nombre de roisements du même ordre relativement àtoutes les droites du plan d'après le lemme 10.11. 2Remarquons que pour r non onstant, la preuve du théorème fournit une onstrutiond'une r-partition en tempsO(nr log r+r5/2). Il est possible, quitte à augmenter légèrementle nombre de roisements (en O(r1/2+ε)), de réduire e temps à O(n log r) (f. [Mat92℄).L'idée est de �xer une onstante r0, puis de aluler une r0-partition {(Si,∆i)}i pour S,puis une r20-partition pour haque Si, et de ontinuer réursivement logr0 r fois.



Chapitre 11Algorithmes randomisés inrémentaux
11.1 IntrodutionÉtant donnés un ensemble X d'objets (ex : des points du plan, des droites du plan,. . . ),on s'intéresse à la onstrution d'une ertaine struture géométrique S(X) assoiée à etensemble (ex : l'enveloppe onvexe des points, l'arrangement des droites,. . . ). Le priniped'un algorithme inrémental est de onstruire S(X) réursivement en ajoutant les ob-jets un à un. Plus préisément, si on ordonne les éléments x1, . . . , xn de X , on onstruitréursivement Si = S({x1, . . . , xi}) à partir de Si−1 en insérant xi dans la struture.Un algorithme inrémental est dit randomisé lorsque l'ordre sur les éléments de X estaléatoire. On peut alors onsidérer l'algorithme omme une variable aléatoire sur l'espaedes permutations de X et estimer l'espérane de son oût en temps ou espae. Un telalgorithme est dit de type Las Vegas au sens où l'exéution est aléatoire mais pas lerésultat �nal du alul. La randomisation permet généralement d'obtenir des algorithmesplus simples que dans le as déterministe, tout en onservant des omplexités en moyenneaussi faibles (voire plus faibles) que les omplexités dans le as le pire des algorithmesdéterministes. Le modèle probabiliste, 'est à dire le hoix de la probabilité sur les per-mutations de X , est en général le modèle uniforme. On s'en tiendra ii à e modèle.En partiulier, l'ensemble {x1, . . . , xi} des i premiers objets onstitue un i-éhantillonaléatoire de X dont la probabilité de réalisation est 1/(n

i

). Quiksort est l'arhétype desalgorithmes randomisés inrémentaux.11.2 Le formalismeIl se trouve que la plupart des strutures lassiques renontrées en géométrie algorith-mique, telles que les enveloppes onvexes de points, les arrangements d'hyperplans, les dia-grammes de Voronoi, les déompositions trapézoïdales de segments du plan, et. . . peuventêtre onstruites selon des algorithmes randomisés inrémentaux. Ses algorithmes possè-dent tous les mêmes aratéristiques et peuvent être analysés de manière analogue. Unformalisme abstrait a ainsi pu être développé pour les algorithmes randomisés inrémen-taux. Ce formalisme, introduit par Clarkson et Shor [CS89℄, s'applique aux di�érentes152



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 153strutures itées plus haut et évite des analyses spéi�ques à haque struture partiulière.De manière générale, on onsidère un univers d'objets et un ensemble de on�gurations.Par exemple, pour le problème de l'enveloppe onvexe de points de IRd, les objets sontles points de IRd et les on�gurations orrespondent intuitivement (f. note i-après)aux demi-espaes de IRd. À toute on�guration on assoie un sous-ensemble d'objetset on dit que la on�guration est déterminée par e sous-ensemble. Dans l'exemple quipréède un sous-ensemble de points détermine un demi-espae si son enveloppe a�ne estpréisément l'hyperplan qui borde e demi-espae. Il faut ainsi noter qu'une on�gurationn'est pas à proprement parler un demi-espae mais plut�t la onjontion d'un ensemblede points dont l'enveloppe a�ne est un hyperplan et d'une orientation qui distingue l'undes deux demi-espaes bordés par et hyperplan. Une on�guration admet également unertain sous-ensemble d'objets, disjoint de l'ensemble qui la détermine, en on�it aveelle. Toujours pour le même exemple, un point est en on�it ave tout �demi-espae� quile ontient en son intérieur.Étant donné un sous-ensemble �ni X d'objets, on souhaite onstruire une ertaine stru-ture S(X) formée de l'ensemble des on�gurations déterminées par des sous-ensemblesde X et sans on�it ave les objets de X . On note C0(X) et ensemble de on�gurations.Dans le as du problème de l'enveloppe onvexe, X est un ensemble de points de IRd et
S(X) est l'enveloppe onvexe de es points. Cette enveloppe est onstituée d'un ensem-ble de faettes dont les hyperplans supports sont préisément les bords des demi-espaess'appuyant sur des points de X et ne ontenant auun point en leur intérieur, 'est à diredes demi-espaes de C0(X). On voit ainsi que, sous une hypothèse de position généralesur les objets de X , les éléments de la struture S(X) (ii les faettes) sont en bijetionave les on�gurations de C0(X). Généralement, la struture S(X) que l'on souhaite on-struire est un peu plus rihe que la simple olletion des on�gurations de C0(X). Dansnotre exemple, on peut également vouloir aluler les adjaenes entre faettes. Dans laplupart des as renontrés S(X) est simplement un graphe onstruit sur C0(X).Il est à noter que le formalisme exat des espaes de on�gurations n'est pas totalement�xé dans la littérature. On pourra omparer Clarkson [CS89℄, Mulmuley [Mul00℄ et Ma-tou²ek [SU00, hap. 13℄. En partiulier, la terminologie préédente varie d'un auteur àl'autre. Ainsi, une on�guration est parfois appelée région ou domaine. L'ensemble déter-minant une on�guration est aussi son ensemble de dé�nition ou d'adjaenes (ou enorede 'triggers' en anglais) tandis qu'un objet en on�it ave une on�guration est dit tuerou stopper ette on�guration. Les on�gurations déterminées par des sous-ensembles de
X sont dites réalisables sur X . Les on�gurations réalisables et sans on�it sur X , i.e. de
C0(X), sont dites atives sur X .Voii d'autres exemples importants où le formalisme préédent s'applique.Exemple 11.1 (Arrangement d'hyperplans) Les objets sont les hyperplans de IRd.Un arrangement d'une famille d'hyperplans est onstitué des ellules onvexes de la sub-division de IRd induite par les hyperplans de ette famille. On serait don tenté de dé�nirune on�guration omme une ellule onvexe déterminée par les hyperplans qui la borde.Mais e nombre d'hyperplans n'est à priori pas borné. Or, pour des raisons d'e�aitéalgorithmique, il est important que les on�gurations réalisables soient déterminées parun nombre borné d'objets. Pour remédier à e problème on enrihit l'arrangement en



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 154faisant sa triangulation. Cei peut être fait de manière anonique en triangulant réur-sivement les faes de l'arrangement par ordre roissant sur leur dimension ; haque faeest triangulée par étoilement à partir de son sommet de oordonnées minimales pourl'ordre lexiographique 1. Cei amène à dé�nir une on�guration omme un d-simplexe.Plus préisément, une on�guration est un ouple (σ,H) formé d'un d-simplexe σ et d'unensemble H d'hyperplans inidents à σ (en fait à son bord) tels que σ est dans la tri-angulation anonique de l'arrangement de H. Une telle on�guration est dite déterminéepar H et en on�it ave les hyperplans qui renontrent l'intérieur de σ. On voit main-tenant que les d-simplexes de la triangulation anonique d'un arrangement d'hyperplansen position générale sont en bijetion ave les on�gurations atives de l'ensemble deshyperplans de l'arrangement. L'hypothèse de position générale est aussi importante pourborner la taille des ensembles déterminant les on�gurations réalisables.Exemple 11.2 (Déomposition trapézoïdale de segments du plan) Les objets sontles segments du plan. La struture est la déomposition trapézoïdale obtenue par loison-nement vertial. Une on�guration est un ouple (τ, S) où τ est un trapèze du plan et Sun ensemble de segments inidents à τ et tel que τ soit l'un des trapèzes de la déompo-sition trapézoïdale de S. Cette on�guration est déterminée par S et en on�it ave lessegments qui intersetent l'intérieur de τ . Sous une hypothèse simple de position généralesur une famille de segments, les trapèzes de la déomposition trapézoïdale de ette famillesont en bijetion ave les on�gurations atives sur ette famille.Exemple 11.3 (Intersetion de demi-espaes) Les objets sont les demi-espaes deIRd. Une on�guration est un ouple (p,D) formé d'un point p de IRd et d'un ensemblede demi-espaes dont l'intersetion des hyperplans bordant est p. Une telle on�gurationest dite déterminée par D et en on�it ave tout demi-espae qui ne ontient pas p. Sousune hypothèse de position générale, les sommets du polytope intersetion d'une famille dedemi-espaes sont en bijetion ave les on�gurations atives sur ette famille.Exemple 11.4 (Diagramme de Voronoi du plan) Les objets sont les points du plan(appelés sites). Pour des raisons analogues à l'emploi d'une triangulation anonique d'unarrangement d'hyperplans (f. exemple 11.1) on onsidère la triangulation radiale du dia-gramme de Voronoi de tout sous-ensemble �ni de sites. Elle est obtenue en étoilant haqueellule du diagramme par rapport à son site. Ce qui amène à dé�nir une on�gurationomme une paire (t, S) où t est un triangle et S un ensemble de sites tels que t apparaîtdans la triangulation radiale du diagramme de Voronoi de S et que toute ellule de ediagramme renontre (la l�ture de) t. Une telle on�guration est dite déterminée par Set en on�it ave tout point p tel que t ne soit pas un triangle de la triangulation dudiagramme de Voronoi de S ∪ {p}, i.e. tel qu'il existe un point de t qui soit plus prohede p que des points de S.Exemple 11.5 (Diagramme de Delaunay du plan) Les objets sont les points du plan.Les on�gurations sont les triangles du plan. Un triangle est déterminé par ses sommets1. En fait, puisque l'arrangement omporte des faes non bornées, le bon adre est de plonger IRd demanière anonique dans l'espae projetif, puis de dé�nir un ordre total sur l'espae projetif qui étendel'ordre lexiographique.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 155et en on�it ave tout point intérieur à son erle ironsrit. Sous une hypothèse deposition générale, les triangles de la triangulation de Delaunay d'un ensemble �ni X depoints sont les triangles atifs sur X.Exerie 11.6 Expliitez dans haun des exemples i-dessus la ondition de positiongénérale sur les objets de X a�n que haque on�guration soit déterminée par un nombreborné d'objets, indépendant de la taille de X. Expliitez es bornes.On note P(E) l'ensemble des parties d'un ensemble E.Dé�nition 11.7 Un espae de on�gurations est un quadruplet (O, C, δ, κ) où1. O est un ensemble (on dit aussi univers) dont les éléments sont appelés objets,2. C est un ensemble, dont les éléments sont appelés on�gurations,3. δ : C → P(O) assoie à haque on�guration un sous-ensemble d'objets. Une on-�guration c est dite déterminée par les objets de δ(c).4. κ : C → P(O) assoie à haque on�guration un sous-ensemble d'objets appelé sonensemble de on�its. Une on�guration c est dite en on�it ave tout objet de κ(c).5. ∀c ∈ C : δ(c) ∩ κ(c) = ∅.On appelle degré d'un espae de on�gurations (O, C, δ, κ) le ardinal maximal de δ(c)pour toute on�guration c.Soit X une partie de O. L'espae de on�gurations (O, C, δ, κ) induit sur X un espae deon�gurations (X, C(X), δX , κX) où� C(X) est l'ensemble des on�gurations de C déterminées par des parties de X (i.e. tellesque δ(c) ⊂ X),� δX est la restrition de δ à C(X),� et κX : C(X) → P(X) est dé�nie par κX(c) = κ(c) ∩X.Une on�guration c ∈ C est dite ative sur X si c ∈ C(X) et κ(c) ∩X est vide. On note
C0(X) l'ensemble des on�gurations atives sur X.11.3 Algorithmes statiques11.3.1 Formalisme et analyse randomiséeUn algorithme est dit statique ou hors ligne s'il s'applique à des données onnues àl'avane. Dit autrement, les données sont hargées en mémoire une fois pour toute etne seront plus modi�ées. Relativement au formalisme des espaes de on�gurations, elasigni�e qu'un ensemble �ni X d'objets d'un univers O est donné, et que l'on herhe àonstruire la struture S(X) et don en partiulier les on�gurations atives de l'espaede on�gurations induit sur X . On notera (X, C(X), δ, κ) et espae de on�gurations.Un algorithme inrémental et randomisé fontionne de la manière suivante :(1) On onstruit une permutation aléatoire (x1, x2 . . . , xn) des éléments de X . On pose
Xi = {x1, x2, . . . , xi}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 156(2) On onstruit réursivement S(Xi+1) (et don l'ensemble des on�gurations ativessur Xi+1) en ajoutant xi+1 à S(Xi). Pour ela on doit supprimer les on�gurationsatives à l'étape i (de C0(Xi)) en on�it ave xi+1 et ajouter les on�gurations ativéespar xi+1, 'est-à-dire les on�gurations c ∈ C0(Xi+1) telles que xi+1 ∈ δ(c).Pour failiter la onstrution réursive, on introduit le graphe des on�its Gi entre leson�gurations atives ourantes et les objets non-traités, dé�ni par
Gi =

{

(c, x) : c ∈ C0(Xi) ∧ x ∈ κ(c)
}En partiulier, Gi ⊂ C0(Xi)×(X\Xi) est un graphe biparti. On appellera liste d'adjaenesou liste de on�its d'un noeud de Gi, la liste des voisins de e noeud dans Gi. On note

ℓi(c) (resp. ℓi(x)) la liste de on�its de la on�guration c (resp. de l'objet x) dans Gi. Enpartiulier, ℓi(c) = κ(c). Ces listes permettent de retrouver rapidement les on�gurationsatives de la i-ème étape qui vont disparaître suite à l'ajout de xi+1 : il s'agit préisémentdes on�gurations de ℓi(xi+1).Le aratère statique des données permet de maintenir, en plus de la struture S(Xi),tout ou partie de e graphe des on�its au ours de l'algorithme. L'objetif est de pouvoirreonstituer rapidement la liste ℓi(xi+1). Les détails propres au maintien (d'une partie)du graphe des on�its et de la struture S(Xi) dépendent du problème spéi�que à traiter(déomposition trapézoïdale, enveloppe onvexe, et. . . ). On peut néanmoins analyser demanière générique un algorithme inrémental randomisé et statique en supposant que leoût des diverses mises à jour à l'étape i véri�ela ondition de mise à jour statique : le oût total de l'étape i lors de l'ajout de xiest proportionnel au nombre de di�érenes entre Gi−1 et Gi.Ce nombre de di�érenes inlue1. le nombre ai de on�gurations ativées par xi, i.e. de C0(Xi) \ C0(Xi−1),2. le nombre a′i de on�its ativés ave es on�gurations (e sont les nouvelles arêtesde Gi qui n'étaient pas dans Gi−1),3. le nombre ti−1 de on�gurations tuées par xi, i.e. de C0(Xi−1) \ C0(Xi),4. le nombre t′i−1 de on�its tués ave es on�gurations (e sont les arêtes de Gi−1 quine sont plus dans Gi).Puisque toute on�guration ou tout on�it est néessairement ativé avant d'être tué etne peut être tué qu'une fois au plus, on a ompte tenu de t0 = t′0 = tn = t′n = 0 :
∀j ∈ [1, n] :

j
∑

i=1

ti ≤
j

∑

i=1

ai et j
∑

i=1

t′i ≤
j

∑

i=1

a′i. (11.1)Il en résulte que sous la ondition de mise à jour statique, la omplexité d'un algorithmeinrémental statique est proportionnelle au nombre total de on�gurations et on�itsativés au ours de l'algorithme. Pour tenir ompte de l'aspet randomisé, on analyse laomplexité en moyenne, relativement à la distribution uniforme sur les permutations desobjets de X .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 157Lemme 11.8 Soit un espae de on�gurations (X, C(X), δ, κ) de n = |X| objets et dedegré d = maxc∈C(X) |δ(c)|. On note ei = E(|C0(Xi)|) l'espérane du nombre de on�gura-tions atives à l'étape i. L'espérane du nombre total de on�gurations ativées au oursde l'algorithme est majorée par
d

n
∑

i=1

ei
iL'espérane du nombre total de on�its ativés au ours de l'algorithme est majorée par

d2
n

∑

i=1

n− i

i2
eiPreuve de la majoration de l'espérane du nombre de on�gurations atives :On pose Ai = C0(Xi) \ C0(Xi−1) l'ensemble des on�gurations ativées à l'étape i et

ai = |Ai|. Fixons un sous-ensemble Xi ⊂ X de i objets. L'évènement {Xi �xé } désignel'ensemble des permutations de X dont l'ensemble des i premiers éléments oïnide ave
Xi. On a ainsi

E(ai | Xi �xé) = ∑

c∈C0(Xi)

P
(

c ∈ Ai | Xi �xé) = ∑

c∈C0(Xi)

P
(

xi ∈ δ(c) | Xi �xé)La dernière égalité traduisant le fait qu'une on�guration ative à l'étape i ne l'était pasà l'étape i − 1 si et seulement si xi ∈ δ(c). Or P (xi ∈ δ(c) | Xi �xé) ≤ d/i ar haqueobjet de Xi a la même probabilité 1/i de se retrouver en i-ème position et, par dé�nitiondu degré, au plus d objets sont dans δ(c). D'où
E(ai | Xi �xé) ≤ d

i
|C0(Xi)|et le lemme 1.18 permet de onlure. 2Preuve de la majoration de l'espérane du nombre de on�its ativés : On gardeles notations préédentes et on note a′i le nombre de on�its ativés à l'étape i. On a ainsi

a′i =
∑

c∈Ai

|κ(c)| =
∑

j>i

ajioù aji = |Ai ∩ {c ∈ C(X) : xj ∈ κ(c)}| désigne le nombre de on�gurations ativées àl'étape i et en on�it ave xj . Puisque xj prend toutes les valeurs de X \Xi de manièreéquiprobable, l'espérane E(aji ) ne dépend pas de j (f. exerie 11.9 i-dessous), i.e.
E(aji ) = E(ai+1

i ) pour j > i. D'où
E(a′i) = (n− i)E(ai+1

i )On note Ti = C0(Xi)\C0(Xi+1) l'ensemble des on�gurations atives tuées à l'étape i+1.Comme ai+1
i = |Ai ∩ Ti|, on a
E(ai+1

i ) =
∑

c∈C(X)

P
(

c ∈ Ai ∧ c ∈ Ti
)

=
∑

c∈C(X)

P
(

c ∈ Ai | c ∈ Ti
)

P
(

c ∈ Ti
)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 158Soit Xi un sous-ensemble de i objets de X et x ∈ X \Xi. On note B(Xi, x) l'ensemble despermutations de X dont l'ensemble des i premiers éléments est Xi et dont le i+ 1-ièmeélément est x. On a égalité entre les événements {c ∈ Ti} et ⋃B(Xi, x), l'union portantsur les (Xi, x) tels que c ∈ C0(Xi) et x ∈ κ(c). Or P (c ∈ Ai | B(Xi, x)
)

≤ d/i parun raisonnement analogue à la preuve préédente. D'où P
(

c ∈ Ai | c ∈ Ti
)

≤ d/i (f.exerie 1.21). On en déduit
E(a′i) ≤ d

n− i

i
E(ti)où l'on a posé ti = |Ti|. Par onséquent E(∑i a

′
i) ≤ dE(

∑

i
n−i
i
ti). On véri�e aisément quela déroissane de la fontion i 7→ n−i

i
et les inégalités (11.1) impliquent (f. exerie 11.10i-dessous)

E(
∑

i

a′i) ≤ dE(
∑

i

n− i

i
ai)La première majoration du lemme sur l'espérane du nombre ai de on�gurations ativéesà l'étape i permet de onlure. 2Exerie 11.9 Soient X un ensemble de n objets, k ∈ IN et f : Xk+1 → IR. On �xe un

k-uplet d'indies distints I = (i1, . . . , ik) ∈ [1, n]k et on dé�nit n− k variables aléatoires
{fj}j 6∈I sur l'ensemble SX des permutations de X (muni de la probabilité uniforme) par

∀j ∈ [1, n] \ I , ∀σ = (x1, . . . , xn) ∈ SX : fj(σ) = f(xi1 , . . . , xik , xj)Montrer que E(fj) ne dépend pas de j.Exerie 11.10 Soient deux familles de n nombres (ai)1≤i≤n et (ti)1≤i≤n telles que
∀j ∈ [1, n],

j
∑

i=1

ti ≤
j

∑

i=1

aiet soit (αi)1≤i≤n une suite positive déroissante. Montrer que
n

∑

i=1

αiti ≤
n

∑

i=1

αiaiRéférenes- L'état de l'art [Mul00℄ et le livre [Mul94℄ de Mulmuley.- Les artiles fondateurs [CS89, CMS93℄.- Le livre de Boissonnat et Yvine [BY95℄.La notion de graphe d'historique (ou d'in�uene) permet d'étendre le formalisme desalgorithmes randomisés statiques (ou hors-ligne) aux algorithmes semi-dynamiques (ouen ligne) ou dynamiques. La version semi-dynamique permet d'ajouter au ours du tempsdes objets non-spéi�és au début de l'algorithme, e qui n'est pas ompatible ave lanotion de graphe des on�its. Un exemple est fourni par l'algorithme de déompositiontrapézoïdale de la setion 8.2. Dans et algorithme le graphe d'historique est donné parla struture R de reherhe. Un algorithme dynamique gère également la suppressiond'objets au ours du temps. Les référenes i-dessus développent es aspets.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 15911.3.2 AppliationsOn montre ii omment appliquer le formalisme préédent à des exemples de la se-tion 11.2.Déomposition trapézoïdaleOn reprend le adre de l'exemple 11.2. Soit une familleX = {x1, x2, . . . , xn} de n segmentsdu plan telle que deux segments sont soit disjoints soit s'intersetent en une extrémitéommune. On onsidère ii que S(X) est un graphe d'adjaene sur C0(X) où deux on-�gurations sont adjaentes si les trapèzes orrespondants partagent une paroi vertiale.On note que sous une hypothèse raisonnable de position générale, le degré de l'espaede on�gurations est majoré par 4. Compte tenu de la taille linéaire de la déomposi-tion trapézoïdale (i.e. de haque S(Xi)), le lemme 11.8 montre que le nombre moyen deon�gurations ativées au ours de l'algorithme est en O(n) et que le nombre moyen deon�its ativés est un O(n logn) (il su�t de remplaer ei par O(i) dans les formules dulemme). A�n d'en déduire la même omplexité pour tout l'algorithme de déompositionil faut valider la ondition de mise à jour statique. En plus de la déomposition trapézoï-dale S(Xi), on maintient ii le graphe des on�its Gi dans sa totalité. Ce graphe est odésous forme de listes d'adjaenes (de on�its) augmentées de pointeurs bidiretionnels,de sorte que si le trapèze τ est en on�it ave le segment x, l'ourrene de x dans ℓi(τ)pointe vers l'ourrene de τ dans ℓi(x) et vie versa. Voyons les opérations à e�etuerpour mettre à jour S(Xi−1) et Gi−1 suite à l'ajout du segment xi. Il faut� Supprimer les trapèzes ourants en on�it ave xi, .-à-d. traversés par xi, et supprimerles listes de on�its de es trapèzes. Comme noté dans la setion 11.3.1, es trapèzessont préisément eux de la liste de on�its ℓi−1(xi).� Ajouter les trapèzes ativés par xi et les nouvelles relations d'adjaenes liés à estrapèzes et réer les listes de on�its pour es trapèzes.Pour e�etuer es opérations, on proède en deux étapes. Dans une première étape onse limite à subdiviser (en au plus quatre moreaux) haque trapèze ourant traversépar xi ou par les parois vertiales aux extrémités de xi, quitte à onserver des paroisvertiales inutiles (typiquement toute paroi vertiale ourante oupée par xi est sindéeen deux parois dont une seule doit être onservée). On modi�e S(Xi−1) et Gi−1 en aordave es subdivisions. Pour ela on remplae haque trapèze τ qui doit être subdivisépar les (au plus quatre) trapèzes qui le partitionnent et on répartie la liste de on�its
ℓi−1(τ) = κ(τ) entre es trapèzes. Cei prend un temps O(|κ(τ)|). De plus, pour haquesegment x ∈ κ(τ), on remplae τ dans ℓi−1(x) par la sous-liste (de longueur trois auplus) ordonnée de gauhe à droite des nouveaux trapèzes qui partitionnent τ et qui sonttraversés par x. Ce qui prend à nouveau un temps O(|κ(τ)|). La ondition sur l'ordre destrapèzes lors du remplaement permet de supposer que les trapèzes de la liste de on�itsde tout segment sont ordonnés de gauhe à droite le long du segment. Notons que lesrelations d'adjaenes entre et ave les nouveaux trapèzes s'obtiennent aisément en tempsproportionnel à leur nombre.Dans une seonde étape, on supprime les moreaux de parois vertiales inutiles, .-à-d.qui ne passent pas par une extrémité de segment. Cei revient à fusionner ertain destrapèzes introduits à la première étape. Si l'on doit par exemple fusionner les trapèzes
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τ1, τ2, . . . , τk en un trapèze τ ′ il faut fusionner les listes de on�its ℓ(τ1), ℓ(τ2), . . . , ℓ(τk)en une liste ℓ(τ ′) et remplaer haque τj par τ ′ dans toutes les listes ℓ(x) pour x ∈ ℓ(τj).La di�ulté onsiste à supprimer en temps linéaire les répétitions lors de la fusion deslistes et lors des remplaements. On utilise pour ela la propriété d'ordonnanement degauhe à droite des listes de on�its des segments. Plus préisément, on rée une liste
ℓ(τ ′) vide au départ. Puis, on parourt haque ℓ(τj). Pour x ∈ ℓ(τj), on plae x dans ℓ(τ ′)et on remplae dans ℓ(x) la sous-liste ℓ′ de τ1, τ2, . . . , τk (ontenant τj) par τ ′ en tempsproportionnel à |ℓ′|. On supprime de plus x des listes de on�its des trapèzes de la sous-liste ℓ′. Ces suppressions évitent les répétitions dans ℓ(τ ′). Le temps total pris pour etteseonde étape est lairement proportionnel à la somme des tailles des listes de on�its destrapèzes réés à la première étape. Et ette somme est elle-même proportionnel à la tailledes listes de on�its tuées par xi. On valide ainsi la ondition de mise à jour statique.Enveloppe onvexe en dimension d = 2 ou 3On rappelle que pour le problème de l'enveloppe onvexe les objets sont les points de IRdet les on�gurations sont les paires (S, h) où h est un demi-espae et S est un ensemblede points tels que ∂h est l'enveloppe a�ne de S. Une on�guration (S, h) est déterminéepar S et en on�it ave les points ontenus dans l'intérieur de h.Soit alors une familleX ⊂ IRd de n points en position générale, .-à-d. telle que toute sous-famille de d+1 points est a�nement indépendante. On a vu que les hyperplans supportsdes faettes de l'enveloppe onvexe de X orrespondent aux régions atives sur X . Pluspréisément on onsidère ii que S(X) est un graphe d'adjaene sur C0(X) où deuxon�gurations sont adjaentes si les faettes orrespondantes partagent une (d− 2)-fae.En plus de l'enveloppe onvexe S(Xi) on se ontente ii de maintenir un petit sous-graphede Gi. Plus préisément on maintient pour haque sommet x ∈ X \Xi, une faette fi(x)de S(Xi) en on�it ave x, de sorte que fi(x) ∈ ℓi(x). On pose fi(x) = NULL si x estintérieur à S(Xi). On maintient également pour haque faette ative, c, une liste deon�its ℓ′i(c) ⊂ ℓi(c) restreinte aux sommets x tels que fi(x) = c. On maintient de plusun pointeur bidiretionnel entre x et son ourrene dans ℓ′i(fi(x)). Puisque l'ensembledes faettes tuées par x forme un sous-graphe onnexe de S(Xi), on peut identi�er, parun simple parours à partir de la faette fi(x), toutes les faettes en on�its ave x enun temps proportionnel à leur nombre (le degré des sommets de e graphe est borné parhypothèse de position générale).A�n d'appliquer les résultats du lemme 11.8 il faut valider la ondition de mise à jourstatique. Voyons les opérations à e�etuer suite à l'ajout du sommet xi pour mettre àjour S(Xi−1) et les listes de on�its restreintes.� Il faut supprimer les faettes ourantes en on�it ave xi. Comme dérit i-dessus esfaettes s'obtiennent en temps proportionnel à leur nombre à partir de fi−1(xi).� Il faut ajouter les nouvelles faettes inidentes au sommet xi. Soit {ej}j∈J l'ensembledes (d − 2)-faes bordantes, .-à-d. inidentes à la fois à une faette supprimée età une faette onservée. Notons que les faes bordantes ej peuvent être déterminéeslors du parours des faes à supprimer. Les faettes ativées par xi sont de la forme
Conv({xi} ∪ ej). Pour d = 2, {ej}j∈J est réduit à deux sommets et il est aisé d'établirles nouvelles relations d'adjaenes entre arêtes atives. Pour d = 3, les arêtes dans
{ej}j∈J forment un yle et leurs adjaenes induisent elles entre les triangles ativés



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 161orrespondants.� Pour haque faette c supprimée, il faut mettre à jour les on�its ave les sommetsde ℓ′i(c). Soit x ∈ ℓ′i(c). On parourt les faettes atives en on�its ave x à partirde fi−1(x) = c en temps proportionnel à leur nombre. Si l'une c′ de es faettes n'estpas tuée par xi, alors on pose fi(x) = c′. Sinon, on a ℓi−1(x) ⊂ ℓi−1(xi) et ou bien
x est intérieur à S(Xi), et alors fi(x) = NULL, ou bien x est en on�it ave l'unedes faes ativées par xi. Soit cj = Conv({xi} ∪ ej) une telle fae. La fae de S(Xi−1)inidente à ej et tuée par xi est néessairement en on�it ave x. Pour identi�er cj, ilsu�t don, lors du parours de ℓi−1(x), de tester si la fae parourue est inidente àune (d− 2)-faes bordante ej et dans e as de véri�er si Conv({xi}∪ ej) est en on�itave x. Si auun test n'aboutie, 'est que x est intérieur à S(Xi) et fi(x) = NULL.Clairement, la mise à jour de fi(x) prend un temps proportionnel au nombre de faestuées par xi et en on�it ave x. Comme x n'apparaît que dans une unique liste ℓ′i(c),on en déduit que la mise à jour de toutes les listes (restreintes) de on�its prend untemps proportionnel au nombre de on�its tués par xi.Finalement, l'ensemble des opérations à e�etuer à l'étape i véri�e bien la ondition demise à jour statique. L'hypothèse de position générale implique que le degré de l'espaede on�gurations est préisément d. La omplexité moyenne de l'algorithme i-dessus estdon donnée par le lemme 11.8, ou enore par
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ei)Or, en dimension 2 ou 3 la taille de l'enveloppe onvexe de Xi est un O(i) (pour ladimension 3, on pourra utiliser la formule d'Euler). On en déduit que la omplexitémoyenne est un O(n logn) en dimension 2 ou 3. Notons que ette omplexité est optimaleen dimension 2 (et don 3) par rédution du problème du tri à l'enveloppe onvexe : le tride n nombres ti s'obtient en temps linéaire à partir de l'enveloppe onvexe des n pointsdu plan (ti, t
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