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Chapitre 1Homologie des graphes et des surfaes
1.1 Homologie des graphesDé�nition 1.1.1 Un graphe est un quadruplet G = (S,A, o, ι), où S et A sont desensembles (respetivement de sommets et d'ars (= arêtes orientées)), o : A 7→ S uneappliation qui assoie à tout ar son origine et ι : A 7→ A une involution sans point �xequi assoie à tout ar son ar opposé (ou inverse).Dans la pratique on note e−1 = ι(e) l'ar inverse de l'ar e. Le sommet o(e−1) est ladestination de l'ar e et une extrémité de e est soit son origine soit sa destination. Uneboule est un ar dont les extrémités sont onfondues. Une arête (non-orientée) est unepaire de la forme {e, e−1}. Puisque ι est une involution sans point �xe on peut érire
A = A+ ∪ (A \A+) où ι réalise une bijetion entre A+ et son omplémentaire. Une arêtes'identi�e don à un élément de A+. Cei permet de onsidérer les arêtes omme des ars,'est à dire que les arêtes ont une orientation par défaut. Nous utiliserons etteonvention dans toute la suite de e doument.La subdivision élémentaire d'une arête d'un graphe onsiste à ouper ette arête en deuxen ajoutant un sommet au milieu de l'arête. Une subdivision d'un graphe est le résul-tat d'une séquene de subdivisions élémentaires. L'opération inverse d'une subdivisionélémentaire est la fusion d'arêtes distintes partageant un sommet de degré 2. Une tellefusion est dite induite par le sommet de degré deux ommun.Deux graphes sont dits ombinatoirement équivalents s'ils ont des subdivisions isomorphes.Lemme 1.1.2 Deux graphes n'ayant auun sommet de degré 2 sont ombinatoirementéquivalents si et seulement s'ils sont isomorphes.Preuve : Soient G et H deux graphes ombinatoirement équivalents et K une sub-division ommune de G et H . On peut failement se ramener au as où G et H sontonnexes. On déompose K en haînes maximales d'arêtes séparées par des sommets dedegré deux. Puisqu'une subdivision introduit un sommet de degré deux sans modi�er ledegré des autres sommets, haque sommet interne à une haîne provient d'une subdivision4



1.1. Homologie des graphes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 5appliquée à G. En appliquant les opérations de fusion inverses, il suit que haque haînede K provient de la subdivision d'une arête de G. Cei est également vrai pour H , e quipermet de mettre en orrespondane les arêtes de G et de H . Il reste à véri�er que etteorrespondane induit bien un isomorphisme. 2Corollaire 1.1.3 Deux graphes sont ombinatoirement équivalents si et seulement si lesgraphes obtenus après fusions suessives induites par tous les sommets de degré deuxsont isomorphes.La aratéristique (d'Euler) d'un graphe G est la quantité χ(G) = |S| − |A+|.Lemme 1.1.4 Deux graphes ombinatoirement équivalents ont même aratéristique.Preuve : Véri�er qu'une subdivision d'arête ne modi�e pas la aratéristique. 2Une ontration d'arête dans un graphe onsiste à supprimer l'arête puis à identi�er sesextrémités dans le graphe.On dit que deux graphes ont le même type d'homotopie si on peut passer de l'un àl'autre par une suession de ontrations d'arêtes non-boules (d'extrémités distintes)et d'opérations inverses. On véri�e que la ontration d'arêtes non-boules préserve laaratéristique. Deux graphes ayant le même type d'homotopie ont don la même ara-téristique.La notion d'homologie pour les graphes apparaît dans un artile de Kirhho� de 1847 [BLW98,p. 133℄ traitant des iruits életriques. Ces derniers sont assimilés à des graphes dont lesarêtes représentent les �ls onduteurs possédant haun une résistane et un générateurde tension (fore életromotrie).La Loi des tensions (ou des mailles) exprime que dans tout yle (hemin fermé) d'uniruit életrique, on a la relation
∑

j

rjIj =
∑

j

Ejla somme portant sur les ars du yle orienté onsidéré ; les rj désignent les résistanes,les Ij les intensités des ourants et les Ej les fores életromotries. Connaissant les ré-sistanes et les fores életromotries, et tenant ompte de la loi des intensités (ou desnoeuds), le problème de Kirhho� est de trouver le nombre minimal de relations du typei-dessus, et don de yles, permettant de déterminer les ourants en fontion des résis-tanes et des fores életromotries. La réponse est donnée par le nombre ylomatique dugraphe sous-jaent au iruit életrique. C'est enore la dimension de l'espae des ylesou premier groupe d'homologie de e graphe.1.1.1 H1On onsidère un graphe G = (S,A, o, ι).



1.1. Homologie des graphes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 6Dé�nition 1.1.5 L'espae des 0-haînes (resp. des 1-haînes) du graphe G est l'en-semble des ombinaisons linéaires formelles �nies à oe�ients réelles et à support �nide sommets (resp. d'arêtes) de G. Il possède une struture de IR-espae vetoriel1 de di-mension |S| (resp. |A+|). On note C0 (resp. C1) l'espae des 0(resp.1)-haînes. Le supportd'une haîne c est l'ensemble des sommets (arêtes) de oe�ients non-nuls. On dé�nitun opérateur bord ∂ : C1 → C0 par extension linéaire de sa restrition aux arêtes :
∂ : A+ → C0

a 7→ o(a−1)− o(a)Dé�nition 1.1.6 L'espae des yles de G est par dé�nition le noyau de l'opérateur bord
∂. On le note H1(G, IR) ou plus simplement H1(G). On s'intéresse en général uniquementà la struture de groupe additif de H1(G) et on l'appelle le premier groupe d'homologiede G.Un yle est simple si auun sommet n'est répété dans le yle.Lemme 1.1.7 Tout yle est une ombinaison de yles simples.Preuve : Soit un yle c =

∑

i αiai. On raisonne par réurrene sur |support(c)|. Si
support(c) ontient une arête boule ak, on peut appliquer l'hypothèse de réurrene à
c−αkak. Sinon, soit αk 6= 0 et ∂ak = s− s′. Puisque c est un yle, il existe i 6= k tel que
ai ∈ support(c) et ∂ai = ±(s′ − s′′). Si s′′ = s on a un yle simple c′ = ak +±ai dont lesupport est inlus dans support(c). Sinon on ontinue jusqu'à retomber sur un sommet
s, s′, s′′, . . . déjà renontré. On en déduit un yle simple c′ de support inlus dans eluide c. Finalement, onsidérant une arête ej ∈ support(c′), on peut appliquer l'hypothèsede réurrene à c− αjc

′. 2Corollaire 1.1.8 Un arbre est aylique, i.e. son espae des yles est réduit à 0.Preuve : D'après le lemme préédent il su�t de remarquer qu'un arbre n'a pas de ylesimple par dé�nition. 2On suppose G onnexe. Soit T un arbre ouvrant de G. Rappelons qu'une orde de T estune arête de G qui n'est pas dans T . On assoie à haque orde e (ave son orientationpar défaut) de T le yle ce obtenu en omplétant e ave l'unique hemin simple dans Tjoignant la destination à l'origine de e. Si e est un ar de G tel que e−1 est une orde de
T , alors par onvention ce désigne le yle −ce−1 .Proposition 1.1.9 Les yles ce, lorsque e parours l'ensemble des ordes de T , formentune base de H1(G).21Plus généralement on peut prendre les oe�ients des ombinaisons linéaires dans un groupe, unanneau, ou un autre orps. Les espaes de haînes se trouvent alors respetivement munis d'une struturede groupe, de module ou d'espae vetoriel.2Dans le as de l'homologie à oe�ients entiers, es yles forment une base du groupe libre om-mutatif H1(G,ZZ).



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 7Preuve : Ces yles sont indépendants ar haque orde est dans le support d'un unique
ce. Montrons qu'ils sont générateurs de H1(G). Soit c =

∑

a∈T αaa +
∑

e∈G\T βee unyle quelonque de G deomposé selon les arêtes de l'arbre T et ses ordes. Le yle
c−

∑

e∈G\T βece a son support inlus dans T , et est don nul par le orollaire 1.1.8. D'où
c =

∑

e∈G\T βece. 2Dé�nition 1.1.10 La dimension de H1(G) est appelée nombre de yles ou nombreylomatique ou enore premier nombre de Betti. On la note β1(G).Par la proposition 1.1.9, si G est onnexe, le nombre ylomatique est le nombre de ordesd'un arbre ouvrant. Comme e dernier a |S| − 1 arêtes, on a β1(G) = |A+| − |S| + 1 =
1 − χ(G). Notons que β1(G) est aussi le nombre maximal d'arêtes qu'on peut �ter à Gsans le déonneter.Si G n'est pas onnexe, il su�t de travailler indépendamment sur haune de ses om-posantes onnexes ar l'homologie de G est la somme direte des homologies de haunede ses omposantes. On peut d'ailleurs a�ner e déoupage pour travailler sur haque�omposante� 2-onnexe (un blo au sens de la théorie des graphes).1.1.2 H0On dé�nit également le groupe d'homologie de dimension 0.

H0(G) = C0/Im∂Proposition 1.1.11
H0(G) ≃ IRβ0(G)où β0(G) est le nombre de omposantes onnexes de G.Preuve : On numérote de 1 à β0 := β0(G) les omposantes onnexes deG et on onsidèrel'appliation augmentation ǫ : C0 → IRβ0, c 7→ (σ1, σ2, . . . , σβ0) où σi est la somme desoe�ients de c sur les sommets de la omposante i de G. Puisque ǫ est surjetive,IRβ0 ≃ C0/ ker ǫ. Il su�t don de montrer que ker ǫ = Im∂. Or, pour toute arête e,

ǫ(∂e) = 0, d'où Im∂ ⊂ ker ǫ. Par ailleurs si c =
∑

j αjsj ∈ ker ǫ a son support dans laomposante i, on onsidère pour haque sommet sj de ette omposante un hemin γjreliant s1 à sj . On véri�e que c = ∂(
∑

j αjγj) et on en déduit ker ǫ ⊂ Im∂. 21.2 Classi�ation des surfaes1.2.1 Triangulation et aratéristiqueDé�nition 1.2.1 Un 2-omplexe simpliial a�ne de IRn est une olletion C de sommets,arêtes, triangles de IRn telle que



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 8� toute extrémité d'une arête de C est dans C et toute arête d'un triangle de C est dans
C,� l'intersetion de deux éléments distints de C est soit vide soit une fae (sommet ouarête) ommune de es éléments.La réunion de tous les éléments de C dans IRn est appelée espae total.Dé�nition 1.2.2 Une surfae triangulée est un 2-omplexe simpliial a�ne pur (toutsommet ou arête est inident à un triangle) tel que� toute arête est inidente à un ou deux triangles,� le graphe d'adjaene des triangles inidents à un sommet est soit un yle soit unehaîne �nie.Les arêtes inidentes à deux triangles sont dites internes. Les autres onstituent (aveleurs sommets) le bord de la surfae.Le 1-squelette ou graphe d'un surfae trianguléeM est le graphe onstitué des sommetset des arêtes deM.Lemme 1.2.3 Les arêtes du bord d'une surfae forment une union disjointe de ylesdans son 1-squelette.Preuve : Il su�t de véri�er que haque sommet du sous-graphe formé par les arêtes dubord est de degré deux. Mais ei résulte de la dé�nition d'une surfae triangulée. 2Dé�nition 1.2.4 Le nombre de bords d'une surfae triangulée est le nombre de ompo-santes onnexes, don de yles, de son bord.Une triangulation d'une variété de dimension 2 est un homéomorphisme entre une surfaetriangulée et ette variété. T. Radó [Rad25, DM68, Moi77℄ a montré en 1925 que toutevariété ompate de dimension 2 admet une triangulation. On onfondra une triangulationave la surfae triangulée sous-jaente.Dé�nition 1.2.5 La aratéristique (d'Euler) d'une surfaeM triangulée est la sommealternée de son nombre de sommets S(M), d'arêtes A(M), et de triangles F(M) :

χ(M) = S(M)−A(M) + F (M)Lemme 1.2.6 La aratéristique d'une triangulation d'un disque vaut 1.Preuve : Voir la formule d'Euler dans l'étude des graphes planaires. 2Dé�nition 1.2.7 SoitM une surfae triangulée. Une subdivision deM est une surfaetriangulée M′ ayant même espae total que M et telle que tout simplexe (un sommet,une arête ou une fae) deM′ est ontenu dans un simplexe deM.



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 9En partiulier, les simplexes de M′ ontenus dans un simplexe σ de M forment unetriangulation de σ.Dé�nition 1.2.8 Deux surfaes triangulées sont dites ombinatoirement équivalentes sielles admettent des subdivisions isomorphes.Clairement, deux surfaes ombinatoirement équivalentes sont homéomorphes. Le pro-blème inverse, savoir si deux surfaes triangulées homéomorphes sont ombinatoirementéquivalentes, porte le nom de Hauptvermutung. Le Hauptvermutung est vrai pour les sur-faes triangulées. Il est également vrai pour les variétés de dimension 3 omme démontrépar Moise [Moi77℄ dans les années 1950.Proposition 1.2.9 Deux surfaes triangulées ombinatoirement équivalentes ont mêmearatéristique.Preuve : Une première preuve onsiste à montrer que toute subdivision s'obtient ommeune suession de subdivisions élémentaires, puis à véri�er que les subdivisions élémen-taires préservent la aratéristique. On s'en tient ii à la dé�nition générale de subdivision.Soit M une surfae triangulée sans bord et M′ une subdivision de M. D'après lelemme 1.2.6, la aratéristique χt de la restrition deM′ à tout triangle t deM vaut 1.En sommant χt sur tous les triangles deM on ompte deux fois haque arête ou sommetde M′ inlus dans l'intérieur d'une arête de M et on ompte un nombre de fois égal àson degré dansM haque sommet deM′ qui est un sommet deM. On a ainsi :
χ(M′) =

∑

t∈M

χt − χ(G′)−
∑

s∈M

(d(s)− 2).où G′ est la restrition deM′ au graphe G deM. Comme G′ est une subdivision de Gon a χ(G′) = χ(G). On a de plus par double énumération des inidenes sommet/arêted'un graphe : ∑

s∈M d(s) = 2A(M). Et �nalement
χ(M′) =

∑

t∈M

1− (S(G)− A(G))− (2A(M)− 2S(M))

= F (M)− A(M) + S(M) = χ(M)

21.2.2 Orientabilité et lassi�ationUne orientation d'un triangle de M de sommets u, v, w est le hoix d'une des deuxpermutations yliques (u, v, w) ou (u, w, v) (e sont les seules !) sur ses sommets. Uneorientation d'un triangle induit une orientation de ses arêtes allant d'un sommet vers sonitéré dans la permutation hoisie. Deux triangles adjaents ont des orientations ompa-tibles s'ils induisent des orientations opposées sur leur arête ommune.Une surfae triangulée est orientable si on peut orienter haun de ses triangles de sorteque deux triangles adjaents quelonques aient des orientations ompatibles. Il n'y a que



1.2. Classi�ation des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 10deux manières possibles d'orienter les triangles d'une surfae orientable onnexe pour queette propriété soit véri�ée. On dit qu'une surfae onnexe (orientable) est orientée si ona hoisi une de es deux orientations possibles.Proposition 1.2.10 Deux surfaes ombinatoirement équivalentes ont même orientabi-lité.Preuve : Il su�t de le véri�er pour une surfaeM′ subdivision d'une surfaeM. Suppo-sonsM′ orientable et orientée. On oriente haque triangle τ deM de la manière suivante :On onsidère les triangles orientés deM′ ontenus dans τ . Ceux-i (ave leurs arêtes etsommets) forment une triangulation orientée T de τ . Chaque arête de T située sur lebord de τ possède une orientation induite par l'unique triangle orienté de T le ontenant.Il est lair que es orientations sont ohérentes sur tout le bord de τ (le véri�er !). On endéduit une orientation de τ . La ompatibilité de es orientation sur les triangles de Mrésulte immédiatement de elle surM′.Supposons maintenant M orientable et orientée. Soit σ un triangle de M′. Ce triangleest ontenu dans un unique triangle τ de M. Soit P le plan a�ne engendré par τ .L'orientation de τ induit un orientation de P qui induit à nouveau une orientation de σ.Reste à voir que les orientations des triangles deM′ ainsi onstruites sont ompatibles.Pour ela il su�t de véri�er que pour toute arête a deM′ inidente à deux triangles, lesorientations des triangles inidents sont ompatibles. Si a est intérieure à un triangle τdeM, il en est de même des deux triangles deM′ inidents à a. Il est faile de véri�erque es deux triangles se situent de part et d'autre de la droite support de a dans le plande τ . On en déduit la ompatibilité des orientations de es triangles. Si a est intérieureà une arête b deM, on peut raisonner de la même manière après avoir 'déplié' les deuxtriangles deM inidents à b. 2Lemme 1.2.11 Toute triangulation d'un disque est orientable.Preuve : Cei résulte de la proposition 1.2.10 préédente et du Hauptvermutung puis-qu'un triangle est évidemment orientable et onstitue une triangulation d'un disque. Unepreuve direte sans le Hauptvermutung est laissée à titre d'exerie. 2Exerie 1.2.12 Soit T une triangulation d'un disque. Montrer par réurrene sur sonnombre de sommets que T est une subdivision de la triangulation formée d'un seul tri-angle. On pourra distinguer le as où T ontient des sommets intérieurs au disque ounon.Cette preuve montre en partiulier que T peut être obtenue à partir d'un triangle par unesuession de subdivisions 'élémentaires'. En déduire que T est orientable.On a vu que deux surfaes triangulées ombinatoirement équivalentes ont même orientabi-lité (lemme 1.2.10) et même aratéristique (lemme 1.2.9). Clairement elles ont égalementmême nombre de bords. Inversement on montre (Brahana, 1922) que



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 11Théorème 1.2.13 (de lassi�ation des surfaes) Deux surfaes triangulées ayantmêmes aratéristique, orientabilité et nombre de bords sont ombinatoirement équiva-lentes.SiM est une surfae orientable dont le bord a b omposantes on appelle genre deM laquantité g = (2 − b − χ(M))/2. SiM est une surfae non-orientable le genre est dé�nipar g = 2 − b − χ(M). D'après le théorème de lassi�ation et le Hauptvermutung, ilexiste à homéomorphisme près une unique surfae orientable de genre g sans bord. OnnoteMg une triangulation de ette surfae.1.3 Homologie des surfaes1.3.1 H0Comme pour les graphes, on pose H0(M) = C0/Im∂. On a de la même façonProposition 1.3.1 SoitM une surfae triangulée onnexe, alors H0(M) ≃ IR.1.3.2 H1SoitM une surfae triangulée. On onsidère les espaes vetorielles suivants :� l'espae C0 des ombinaisons linéaires formelles de sommets deM,� l'espae C1 des ombinaisons linéaires formelles d'arêtes deM,� l'espae C2 des ombinaisons linéaires formelles de triangles deM.Les éléments de Ci sont appelés des i-haînes.Comme pour les graphes, les arêtes sont supposées orientées. Cei permet de dé�nir unopérateur bord (par extension linéaire)
∂1 : C1 → C0

a 7→ o(a−1)− o(a)Une arête a se note également [o(a), o(a−1)]. On pose par onvention d'ériture que
[o(a−1), o(a)] = −[o(a), o(a−1)]. On suppose également que haque triangle possède uneorientation par défaut. On note [s, t, u] un triangle orienté par la permutation (s, t, u).Ave ette notation on a [s, t, u] = [t, u, s] = [u, s, t]. On dé�nit alors un opérateur bord
∂2 (par extension linéaire) :

∂2 : C2 → C1

[s, t, u] 7→ [t, u]− [s, u] + [s, t] = [s, t] + [t, u] + [u, s]L'espae des 1-yles est dé�ni omme pour les graphes par Z1(M) = ker ∂1. L'es-pae des 1-bords est dé�ni par B1(M) = Im∂2. Deux 1-yles sont dit homologues sileur di�érene est un bord (i.e. borde une 2-haîne). L'espae des lasses d'homologie
H1(M) = Z1(M)/B1(M) est appelé le premier groupe d'homologie de M. On véri�e



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 12aisément que ette dé�nition ne dépend pas des orientations hoisies par défaut pour lesarêtes et triangles deM.Intuitivement deux yles sont homologues si on peut passer de l'un à l'autre par une dé-formation ontinue autorisant les fusions et sissions de yles, ainsi que l'ajout/suppressionde yles séparateurs.Lemme 1.3.2 Le premier groupe d'homologie d'une triangulation d'un disque est nul.Preuve : Par le lemme 1.1.7, il su�t de montrer que tout yle simple d'un disquetriangulé orienté borde une 2-haîne. Mais ei résulte diretement du théorème de Jordanqui permet de onsidérer la 2-haîne onstituée des triangles (orientés suivant l'orientationdu disque) intérieurs à un yle simple. Il est lair que le bord de ette 2-haîne est, à unsigne près, le yle simple en question. 2Proposition 1.3.3 H1(Mg) ≃ IR2gSoit T ∗ un arbre ouvrant du graphe d'adjaene des triangles de Mg. L'ensemble destriangles deMg reollés suivant les adjaenes de T ∗ forme don un disque triangulé D.Chaque arête du bord de D s'identi�e à une arête deMg. Inversement, haque arête de
Mg apparaît soit une fois omme arête interne à D soit deux fois sur le bord de D. Soit
G le sous-graphe deMg induit par les arêtes apparaissant sur le bord de D.Lemme 1.3.4 Tout yle de Z1(Mg) est homologue à un yle dont le support est dans
G, autrement dit à un yle de Z1(G).Preuve : Soit c ∈ Z1(Mg) et a une arête du support de c. Si a est interne à D ononsidère un hemin pa sur le bord de D joignant o(a−1) à o(a). Par le lemme 1.3.2, leyle a+ pa borde dans D don dansMg. On en déduit que c est homologue à

c′ = c−
∑

a ∈ support(c),
a 6∈ G

αa(a+ pa),où αa est le oe�ient de a dans c. On onlut en remarquant que support(c′) ⊂ G. 2Preuve de la proposition 1.3.3 : Soit K un arbre ouvrant de G. Considérons leslasses d'homologie [ce] des yles ce de G assoiés aux ordes de K. On sait par laproposition 1.1.9 que es yles génèrent Z1(G). Le lemme préédent montre que leurslasses d'homologie génèrent H1(Mg). Montrons de plus que les [ce] onstituent unefamille libre de H1(Mg) et don une base. Pour ela onsidérons une ombinaison ∑

e αecehomologue à 0, i.e. telle que
∑

e

αece = ∂2

∑

i

βitiSoit a une arête interne à D. Comme auune arête interne à D n'apparaît dans le membrede gauhe de ette égalité on en déduit que, dans le membre de droite, les oe�ients βi



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 13et βj des deux triangles inidents à a sont égaux. Par onnexité de T ∗, on onlut quetous les oe�ients βi du membre de droite sont égaux à un même oe�ient β, d'où
∑

e

αece = β∂2

∑

i

tiOr ∂2

∑

i ti = 0 ar Mg est orientée et fermée. Il suit que ∑

e αece = 0 dans Z1(G) etdon que tous les αe sont nuls par la proposition 1.1.9.La dimension de H1(Mg) est don égale au nombre de ordes de K dans G. Je note β1e nombre, aussi appelé premier nombre de Betti deMg. On a
β1 = A(G)−A(K) = (A−A(T ∗))− (S − 1)

= A− (F − 1)− (S − 1) = A− F − S + 2 = 2− χ(Mg) = 2goù S,A et F sont respetivement le nombre de sommets, arêtes et triangles deM. 2Remarque 1.3.5 Si on déoupe Mg suivant le graphe G introduit i-dessus on obtientun disque triangulé (et même une arboresene de triangles). Plus généralement on ap-pelle graphe de oupe tout sous-graphe du 1-squelette de Mg qui déoupe Mg en undisque triangulé. Clairement, on peut remplaer le graphe G dans tout e qui suit la pro-position 1.3.3 par n'importe quel graphe de oupe.Exerie 1.3.6 En s'inspirant de la preuve de la proposition 1.3.3, montrer que siMg,best une surfae orientable de genre g à b bords, alors H1(Mg,b) ≃ IR2g+b−1. On remarqueraque le bord de la 2-haîne dé�nie par la somme de tous les triangles (orientés) deMg,b estnon-nul et égal à la somme des b omposantes (orientées) du bord de Mg,b. En déduireque les lasses d'homologie des g yles formés par es omposantes sont linéairementliés.1.3.3 H2On dé�nit H2(M) omme le sous-espae ker ∂2 des yles de C2.Proposition 1.3.7 SiM est onnexe, orientable et sans bord alors, H2(M) ≃ IRPreuve : SupposonsM orientée. Soit c un 2-yle deM. Les oe�ients dans c de deuxtriangles adjaents dansM sont néessairement égaux puisque l'arête ommune apparaîtave une orientation opposée dans leur bord respetif. Par onnexité du graphe d'adja-ene des faes on a que c est de la forme α∑

t∈M t. Comme ∑

t∈M t est e�etivement un2-yle, on en déduit que H2(M) est engendré par e 2-yle. 2Théorème 1.3.8 Deux surfaes ombinatoirement équivalentes ont des groupes d'homo-logie isomorphes.Preuve pour les surfaes orientables sans bord : Cei résulte des propositions 1.3.1,1.3.3, 1.3.7 et du théorème de lassi�ation 1.2.13. 2



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 14La dé�nition et les propriétés de l'homologie des surfaes triangulées s'étendent sans malaux surfaes ombinatoires. Cette fois, le bord d'une fae orientée est la somme des arêtesorientées le long de son bord. Le formalisme des surfaes ombinatoires permet, via lanotion d'équivalene ombinatoire d'exprimer plus simplement l'homologie d'une surfaepar passage à une surfae réduite.Exerie 1.3.9 Soit M une surfae ombinatoire. Montrer que la surfae M′ obtenuepar subdivision soit d'une arête soit d'une fae de M a des groupes d'homologie iso-morphes à eux de M. En déduire que des surfaes ombinatoirement équivalentes ontdes groupes d'homologie isomorphes. Montrer diretement que si M′ est obtenue parontration d'une arête non-boule de M, alors M et M′ ont des groupes d'homologieisomorphes.1.3.4 Test d'homologieOn herhe ii à déterminer si deux 1-yles d'une surfae ombinatoireM sont homo-logues. Cei revient à tester si leur di�érene est un bord. On peut don se restreindreà e dernier test. On suppose dans e qui suit que M est représentée au moyen d'unsystème de rotations. On note ḡ = 2− χ(M) le genre d'Euler deM.Théorème 1.3.10 Soit M une surfae ombinatoire de genre g possédant n arêtes.Après un préalul en temps O(n), on peut tester si un 1-yle c de taille k borde dans
M en temps O(g + k).Preuve : Soit T un arbre ouvrant du 1-squeletteM1 deM. La ontration des arêtesde T fournit une surfae M′ ombinatoirement équivalente à M. Clairement,M′ s'ob-tient en temps O(n) à partir de M. L'appliation qui envoie toute fae de M sur lafae orrespondante de M′, toute arête de T sur 0 et toute autre arête de M sur saorrespondante dans M′ ommute ave l'opérateur bord et induit un isomorphisme deshomologies. En partiulier, c est un bord si et seulement si sa trae c′ sur M1 \ T estun bord dansM′. Remarquons que c′ a une taille au plus k. Soit K∗ un arbre ouvrantdu graphe d'adjaene des faes de M′ et soit K l'ensemble des arêtes primales orres-pondant aux arêtes de K∗. La fusion des faes de M′ selon les arêtes de K fournit unesurfae réduite (un seul sommet et une seule fae) M′′ ombinatoirement équivalente à
M′. Soit f l'unique fae deM′′. Les extrémités de haque arête orientée a de K sindentle bord de f , vu omme yle deM′, en deux sous-hemins d1 et d2. En partiulier, lesyles a + d1 et a + d2 bordent dans M′. Ainsi, le yle c′ est homologue à un yle c′′obtenu en substituant à haque ourene d'une arête a de K (la somme des ars de) l'unou l'autre des sous-hemins d1 et d2 assoiés. De sorte que c′ est un bord dansM′ si etseulement si c′′ est un bord dansM′′. Comme f est l'unique fae deM′′, ela signi�e que
c′′ est un multiple de ∂f .Puisque ∂f est de longueur 2ḡ = O(g), haque substitution d'une arête de c′ induit un oûtde mise à jour en O(g). Le alul expliite du yle c′′ par substitution suessive est don
O(gk). Pour réduire e oût à O(g+k) on proède omme suit. On note a0, a1, . . . , a2ḡ−1 les



1.3. Homologie des surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 15ars de ∂f dans un ordre irulaire. Pour haque ar a ∈ K, on note b(a) l'indie de l'arde ∂f suesseur de a autour de son origine o(a). On note également e(a) l'indie de l'arde ∂f suesseur de a−1 autour de son origine O(a−1). Les aluls de b(a) et e(a) peuventaisément s'obtenir en temps O(n) dans une phase de préalul. Notons que haque ar
a de K est homologue au sous-hemin ∂f(a) ompris entre les ars ab(a) et ae(a)−1 de
∂f dans le sens roissant des indies modulo 2ḡ. On onsidère un tableau D de taille 2ḡonstitué d'inréments di�érentiels. Initialement D[i] = 0 pour tout i. Pour haque ar ade c′, on inrémente D[b(a)] si b(a) 6= 0 et on dérémente D[e(a)] si e(a) 6= 0. On aluleensuite D[0] omme le nombre d'ars a de c′ tels que a0 ∈ ∂f(a). On véri�e aisément que
c′′ =

∑

i γiai, où γ0 = D[0] et γi est dé�ni réursivement par γi = γi−1 + D[i]. Il reste�nalement à exprimer haque ar ai omme± l'arête (orientée par défaut) orrespondantepour obtenir l'expression de c′′ sur la base des yles de M′′ donnée par ses arêtes. Lealul de D prend un temps O(g + k) et on en déduit l'expression de c′′ dans le mêmetemps. Il ne reste plus qu'à tester en temps O(g) si ette expression est un multiple del'expression de ∂f sur la même base (soit 0 pour une surfae orientable). 2



Chapitre 2Optimisation et homologie
2.1 Calul d'une base optimale de H12.1.1 Cas des graphesSi G est onnexe, la proposition 1.1.9 montre que l'on peut onstruire une base de H1(G)à partir d'un arbre ouvrant T de G, en reliant haque orde de T par l'unique heminsimple dans T qui joint ses extrémités. Une telle base est parfois appelée base fondamentaledes yles ou base de Kirhho�.Si G n'est pas onnexe, il su�t de travailler indépendamment sur haune de ses om-posantes onnexes, puisque l'homologie est la somme direte des homologies de haqueomposante. On peut d'ailleurs ra�ner e déoupage pour travailler sur haque �ompo-sante� 2-onnexe (un blo au sens de la théorie des graphes).Exerie 2.1.1 Montrer que l'homologie d'un graphe ombinatoire est la somme diretedes homologies de haune de ses omposantes 2-onnexes. On pourra étudier l'appliationqui assoie à tout yle du graphe sa trae sur haune des omposantes 2-onnexes.Si les arêtes de G portent des poids, ou longueurs, on peut herher à aluler une famillede yles génératrie de l'homologie qui soit de longueur totale minimale. On onvien-dra, par un léger abus de langage, d'appeler base minimale une telle famille. On peutégalement se demander s'il existe une base minimale qui soit fondamentale (i.e. assoiéeà un arbre ouvrant). Contrairement au as de l'homotopie, la réponse à ette dernièrequestion est généralement négative omme le montre l'exemple de la �gure 2.1 tiréede Hartvigsen et Mardon [HM93℄. Dans e même artile, Hartvigsen et Mardon ara-térisent les graphes pour lesquels on peut toujours trouver une base minimale qui soitfondamentale, et e quelque soient les poids assoiés aux arêtes. Par ailleurs, Deo, Prabhuet Krishnamoorty [DPeK82℄ ont montré que le alul d'une base fondamentale minimaleest NP-omplet. Cependant, le alul d'une base minimale de l'homologie à oe�ientsdans ZZ2 peut être e�etué en temps polynomial. Nous dérivons l'algorithme proposépar Horton [Hor87℄. Nous supposons donné par la suite un graphe G �ni et onnexe dontles arêtes sont munies de poids non-négatifs. Notons que H1(G,ZZ2) est �ni et isomorphe16
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Fig. 2.1 � Tous les arbres ouvrants de e graphe sont isomorphes à une haîne de deuxarêtes. Les bases fondamentales assoiées se omposent de deux 2-yles et deux 3-yles,ependant que la base minimale est formée de trois 2-yles et un 3-yle.à l'ensemble des sous-graphes eulériens de G munis de la di�érene symétrique. Si c estun yle de H1(G,ZZ2) on note |c| la somme des poids de ses arêtes, appelée égalementlongueur de c.Si B est une famille de yle de G, on note ℓ(B) la liste roissante des longueurs des ylesde B. Dans e qui suit on notera toujours une base B = (b1, . . . , br) dans l'ordre roissantdes longueurs de ses yles : |b1| ≤ |b2| ≤ . . . ≤ |br|. Le alul d'une base minimale reposesur l'observation suivante :Lemme 2.1.2 Une base B de H1(G,ZZ2) est de longueur minimale si et seulement si
ℓ(B) est minimale pour l'ordre lexiographique.Preuve : On onsidère une base B = (b1, . . . , br) qui minimise ℓ(B) pour l'ordre lexi-ographique, où r est le rang deH1(G,ZZ2) (.f. dé�nition 1.1.10). Soit C = (c1, . . . , cr) unebase quelonque deH1(G,ZZ2). On onsidère l'ensemble d'indies I = {i ∈ [1, r], |bi| > |ci|}.Montrons que I est vide et don que C est au moins aussi longue que B, i.e. que B estminimale. Supposons par l'absurde que e n'est pas le as. Soit k le plus petit indiedans I. Il existe un yle c parmi (c1, . . . , ck) tel que {b1, . . . , bk−1} ∪ {c} onstitue unefamille libre de rang1 k. On peut alors ompléter ette famille libre ave des éléments de
(bk, bk+1, . . . , br) pour former une base B′. Mais |c| ≤ |ck| < |bk| implique ℓ(B′) < ℓ(B)pour l'ordre lexiographique, une ontradition.Réiproquement, soit B = (b1, . . . , br) une base minimale de H1(G,ZZ2). Montrons que
ℓ(B) est minimal. Soit C = (c1, . . . , cr) une base qui minimise ℓ(C). Soit k le plus petitindie tel que |bk| > |ck|. On forme omme préédemment une famille libre {b1, . . . , bk−1}∪
{c} ave c ∈ {c1, . . . , ck} que l'on omplète en une base B′ ave des éléments de (bk, bk+1, . . . , br).Mais |c| ≤ |ck| < |bk| implique |B′| < |B|, une ontradition. 2Ce lemme assure que l'algorithme �glouton� suivant renvoie une base minimale :1. Initialiser une liste B à vide.2. Parourir H1(G,ZZ2) dans un ordre roissant des longueurs des yles, et pourhaque yle c parouru, l'ajouter à B si B ∪ {c} onstitue une famille libre.3. retourner B.1C'est la propriété d'ehange matroidale.
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ℓ(B) est e�etivement minimale pour l'ordre lexiographique (le véri�er !). Il y a en généralbien trop de yles dans H1(G,ZZ2) pour que et algorithme soit e�ae. L'idée de Hortonest de aratériser les yles de toute base minimale a�n de restreindre le parours (2) àes yles.Lemme 2.1.3 Soit b un yle d'une base B de H1(G,ZZ2) égal à la somme (modulo 2)de deux yles non nuls c et d. Alors l'une des deux familles B \{b}∪{c} et B \{b}∪{d}est une base de H1(G,ZZ2).Preuve : On ne peut avoir à la fois c et d liés à B \ {b}, ar b le serait. 2Corollaire 2.1.4 Tout yle d'une base de longueur minimale est simple.Preuve : Tout yle b non-simple est la somme de deux yles disjoints (par arêtes), i.e.on peut érire b = c + d ave |b| = |c| + |d|. Le lemme préédent montre que b ne peutappartenir à une base minimale. 2Lemme 2.1.5 Soit b un yle d'une base des yles B de longueur minimale. Soient xet y deux sommets de b et soient p et q les deux hemins joignant x et y dans b. Alors pou q est un plus ourt hemin dans G.Preuve : Soit t un plus ourt hemin joignant y et x. Appliquer le lemme 2.1.3 à lasomme b = p.t + q.t (ave une petite onfusion abusive entre hemins et haînes), enomparant les longueurs des hemins p.t et q.t à |b|. 2Corollaire 2.1.6 Soit b un yle d'une base B de longueur minimale. Pour tout sommet
x de b, on a b = p.a.q où a est un ar de G, et p et q sont deux plus ourts heminsjoignant x aux extrémités de a.Preuve : Le résultat est trivial si b ontient un unique ar (don une boule). Supposonsque e n'est pas le as et érivons b = (a1, a2, . . . , ak) ave x = o(a1) = o(a−1

k ). Soit il'indie maximal tel que (a1, a2, . . . , ai) est un plus ourt hemin. Alors b s'érit sous laforme (a1, a2, . . . , ai).ai+1.(ai+2, . . . , ak) et le lemme préédent indique que (ai+2, . . . , ak)est un plus ourt hemin. 2S'il y a uniité des plus ourts hemins entre haque paire de sommets, alors e orollairepermet de restreindre le parours (2) de l'algorithme glouton à O(|S||A|) yles � un parpaire (sommet,arête). Dans le as général, ependant, le nombre de yles ayant la forme
p.a.q du orollaire peut être trop grand.Pour haque sommet x, on hoisit un arbre de plus ourt hemin Tx de raine x et ondé�nit p(x, y) omme le hemin de x à y dans Tx. En partiulier, si z est un sommet de
p(x, y) alors p(x, z) est un sous-hemin de p(x, y). À tout ouple (x, a) ∈ S×A on assoiele yle c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1. Le yle c(x, a) est simple si et seulement si
x est l'anêtre ommun des extrémités de a dans Tx.On suppose dans e qui suit que les poids des arêtes sont stritement positifs. Dans leas ontraire, un prétraitement permet de s'y ramener [MM09℄.



2.1. Calul d'une base optimale de H1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 19Lemme 2.1.7 Le parours (2) de l'algorithme glouton peut être restreint aux yles
c(x, a), (x, a) ∈ S × A qui sont simples, de sorte que la base retournée est de longueurminimale.Preuve : Il su�t de montrer (f. exerie 2.1.8 suivant) qu'il existe une base minimaleonstitutée uniquement de yles de la forme c(x, a). Rappelons que es yles sont né-essairement simples par le orollaire 2.1.4. Soit B = (b1, b2, . . . , br) une base minimale.On assoie à tout yle b une valeur de défaut d(b) obtenue omme suit : pour haquesommet x de b on sait par le orollaire 2.1.6 que b = p.a.q où a est un ar et p, q sont desplus ourts hemins entre x et les extrémités de a. On ompte le nombre d'arêtes de b quine sont pas dans c(x, a) et on dé�nit d(b) omme le minimum de e nombre sur tous les
x et a dé�nis omme i-dessus. En partiulier, b est de la forme c(x, a) si et seulement si
d(b) = 0.Supposons que pour un ertain i ∈ [0, r − 1] les i premiers yles de B sont de la forme
c(x, a). Si d(bi+1) = 0 alors i peut être inrémenté. Sinon, on onsidère le ouple (x, a) quiréalise d(bi+1) et on érit bi+1 = p.p(x, y)−1+c(x, a)+p(x, z).q où y et z sont les extrémitésde a. On peut supposer sans perte de généralité que |p| < |a.q|, d'où |p.p(x, y)−1| < |bi+1|et |c(x, a)| = |p(x, z).q| = |bi+1|. On déduit du lemme 2.1.3, et du fait que B est minimale,que B \ bi+1∪ c(x, a) ou B \ bi+1∪p(x, z).q est une base minimale. Dans le premier as onpeut inrémenter i. Dans le seond, on remarque que d(p(x, z).q) < d(bi+1), e qui permetpar réurrene sur d(bi+1) de supposer d(bi+1) = 0 et on peut à nouveau inrémenter i.Par réurrene sur i on peut �nalement supposer que B est omposée de yles de laforme c(x, a). 2Exerie 2.1.8 Véri�er que si l'on restreint le parours (2) de l'algorithme glouton i-dessus à une partie A ⊂ H1(G,ZZ2) ontenant une base B de longueur minimale, alors labase retournée par l'algorithme est bien de longueur minimale.Exerie 2.1.9 La preuve du lemme 2.1.7 suppose impliitement que le poids des arêtesest stritement positif. Adapter la preuve au as où des poids peuvent être nuls.Exerie 2.1.10 En toute généralité, il n'est pas néessaire que p(x, y) soit dé�ni à partird'un arbre de plus ourt hemin, i.e. que pour z ∈ p(x, y) on ait p(x, z) ⊂ p(x, y). Pourhaque ouple (x, y) de sommets on hoisit un plus ourt hemin quelonque p(x, y) entre
x et y. À tout ouple (x, a) ∈ S×A on assoie le yle c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1.Montrer à nouveau que l'algorithme glouton peut être restreint aux yles c(x, a), (x, a) ∈
S × A qui sont simples (f. [Hor87℄).Proposition 2.1.11 Soit G = (S,A, o,−1 ) un graphe onnexe �ni dont les arêtes sontmunies de poids (longueurs) non-négatifs. Alors on peut aluler une base de longueurminimale en temps O(|S|2 log |S|+ r2|S||A|) = O(|S||A|3), où r = |A| − |S|+ 1.Preuve : Suivant le lemme 2.1.7 On restreint l'algorithme glouton aux yles de la forme
c(x, a). Pour haque sommet x, le alul des c(x, a) peut se faire à l'aide d'un arbre de plus



2.1. Calul d'une base optimale de H1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 20ourts hemins de soure x en alulant pour haque orde a de et arbre la onaténationde a ave les hemins joignant dans l'arbre les extrémités de a à la soure x. Il y a r ylesde e type, où r est le rang de H1(G). (En fait seules les ordes dont le hemin simpleassoié passe par x sont à onsidérer). Il y a don en tout O(r|S|) yles de taille O(|S|)à onsidérer. Ils peuvent être alulés et stokés en temps O(
|S|(|S| log |S|+ |A|)+ r|S|2

)en utilisant l'algorithme de Dijkstra pour le alul de l'arbre. Leur tri néessite un temps
O

(
r|S| log(r|S|)

). Pour tester si un yle est indépendant d'une famille donnée, on odeles yles par des veteurs de (ZZ2)
A+ . Par l'algorithme du pivot de Gauss on maintient uneversion triangulée de la famille libre ourante. Celle-i est omposée d'au plus r veteurs.L'ajout d'un veteur à ette famille par l'algorithme du pivot de Gauss néessite O(r|A|)opérations. Le temps onsaré aux tests d'indépendane est don un O(r2|S||A|). Onobtient au total un alul en temps

O
(
|S|(|S| log |S|+ |A|) + r2|S|+ r|S| log(r|S|) + r2|S||A|

)
= O(|S|2 log |S|+ r2|S||A|)

2Remarquons que l'on peut enore restreindre le parours dans la preuve i-dessus. Parexemple, on peut éliminer c(x, a) lorsque p(x, o(a)).a.p(o(a−1), x) n'est pas un ylesimple. On peut également déomposer les yles sur une base de Kirhho� �xée as-soiée aux ordes d'un arbre ouvrant. Un yle simple s'exprime dans une telle baseà l'aide de sa trae sur les ordes. On remplae ainsi une matrie de taille rA par unematrie de taille r2.Le alul d'une base minimale de yles portent le nom de MCB (Minimum Cyle Basisproblem) dans la littérature. On trouve de nombreuses notions et propriétés de basesminimales et de yles �ourts� dans ette littérature. La thèse de Gleiss [Gle01℄, fort jus-tement intitulée �Short Cyles�, ontient une impressionnante bibliographie à e propos.Ces notions peuvent être replaées dans le adre plus général de l'espae des yles d'unmatroïde. Golinski et Horton [GH02℄ ont étudiés en partiulier le alul de base minimalepour ertains types de matroïdes. Notons que l'algorithme glouton présenté plus hautn'est autre que l'algorithme du même nom pour les matroïdes (où l'on onsidère ettefois l'espae des yles omme un matroïde et non omme les yles d'un matroïde). Leours de DEA de Vitor Chepoi [Che℄ donne une introdution très laire et onise surles matroïdes et présente l'algorithme glouton. Pour une vue plus générale sur le sujeton pourra onsulter l'artile des Noties of the Amerian Mathematial Soiety sur W.Tutte [HO04℄. Par ailleurs, la omplexité de l'algorithme de la proposition 2.1.11 n'estpas optimale et des améliorations ont été apportées [KMMP04, MM09, KMMP08℄.Un problème ouvert est de aluler une base minimale pour l'homologie à oe�ients dansZZ. Cette fois-i H1(G,ZZ) ne onstitue plus un matroïde. (C'est le as pour H1(G,ZZ2)ar ZZ2 étant un orps, H1(G,ZZ2) se trouve munie d'une struture d'espae vetoriel).2.1.2 Cas des surfaesSoitMg une surfae triangulée sans bord de genre g dont les arêtes sont munies de poids(ou longueur). Comme pour les graphes, on s'intéresse au alul d'une base minimale de
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H1(Mg,ZZ2), 'est-à-dire à une famille de yles {c1, . . . , c2g} dont les lasses d'homologieforment une base de H1(Mg,ZZ2) et qui minimise ∑

i |ci|. La méthode qui suit, proposéepar Erikson et Whittlesey [EW05℄, est une adaptation aux surfaes du alul sur lesgraphes. On notera n le nombre de sommets deMg.Le lemme 2.1.2 pour les graphes reste valide à ondition de redé�nir le rang par r = 2g.L'algorithme glouton peut don s'appliquer en remplaçant le test d'indépendane desyles par elui de leur lasse d'homologie. Les orollaires 2.1.4 et 2.1.6 qui aratérisentles yles andidats à une base minimale restent également valides. Il en est de même dulemme 2.1.7, utile lorsque l'uniité du plus ourt hemin entre deux sommets n'est pasassurée. Notons que de manière générale ette ondition peut être induite par perturbationdes poids, ou plus préisément en onsidérant un ordre total sur les parties de 2A. Unlemme probabiliste, dit lemme d'isolation de Mulmuley, Vazirani et Vazirani [MVV87℄,permet d'obtenir ette ondition ave une bonne probabilité en assoiant à haque arêteun entier aléatoire borné par un nombre su�samment grand (dépendant du nombred'arêtes deMg).Par la suite, pour tout sommet x deMg, on note Tx un arbre de plus ourts hemins desoure x dans le graphe (1-squelette) deMg. Pour toute arête a on pose, omme dans leas des graphes, c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1 où p(x, y) est le hemin simple de xà y dans Tx.Comme pour le as des graphes, l'algorithme de alul d'une base minimale onsiste àappliquer l'algorithme glouton à l'union des yles c(x, a) lorsque x parourt les sommetsdeMg et a les ordes de Tx. On peut ependant faire deux modi�ations, l'une portant surle nombre de yles à prendre en onsidération, l'autre portant sur le test d'indépendanepour l'ajout d'un yle à la famille libre ourante. La première modi�ation repose sur lelemme suivant :Lemme 2.1.12 Soit x un sommet deMg. L'ensemble des lasses d'homologie des yles
c(x, a), lorsque a parourt les arêtes deMg, ontient au plus 6g − 3 éléments.Ce lemme permet de restreindre l'algorithme glouton à O(gn) yles (O(g) pour haquesommet). Sa preuve utilise une propriété générale des graphes ubiques (i.e. 3-régulier)Lemme 2.1.13 Le nombre d'arêtes d'un graphe ubique est égal à −3 fois sa aratéris-tique d'Euler.Preuve : La relation d'inidene sommet/arête donne 3s = 2a ; d'où 3χ = 3s−3a = −a.
2Preuve du lemme 2.1.12 : On note [c] la lasse d'homologie d'un yle c. Soit G∗ legraphe dual assoié au omplémentaire de Tx dansMg : Les sommets de G∗ orrespondentaux triangles deMg et les arêtes de G∗ orrespondent aux arêtes dansM1

g \Tx. On note
a∗ l'arête duale d'une arête a deMg. Remarquons que [c(x, a)] = 0 si a ∈ Tx. Remarquonségalement que si trois arêtes a, b, d deMg bordent un triangle t, alors c(x, a) + c(x, b) +
c(x, d) = ∂t et don [c(x, a)] + [c(x, b)] + [c(x, d)] = 0.Soient deux arêtes a et b n'appartenant pas à Tx (i.e. a∗, b∗ ∈ G∗).



2.1. Calul d'une base optimale de H1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 221. si a∗ a une extrémité de degré un dans G∗, alors [c(x, a)] = 0,2. si a∗ et b∗ ont une extrémité en ommun de degré deux dans G∗, alors [c(x, a)] =
[c(x, b)].Pour la première propriété, on onsidère le triangle t orrespondant au sommet de degréun de a∗. Puisque les deux autres arêtes de t sont dans Tx, les deux remarques i-dessusimpliquent [c(x, a)] = 0.Pour la seonde propriété, on onsidère le triangle t orrespondant au sommet de degrédeux ommun à a∗ et b∗. Les arêtes de e triangles sont a, b et une troisième arête, dans

Tx. Les deux remarques i-dessus permettent à nouveau de onlure.Ces deux propriétés montrent que le nombre de lasses d'homologie des yles c(x, a),lorsque a parourt les arêtes de Mg, est au plus égal au nombre d'ars du graphe H∗obtenu à partir de G∗ en ontratant toutes les arêtes inidentes à un sommet de degréun ou deux. Notons que H∗ est ubique puisque tout sommet de G∗ est de degré au plustrois. Par le lemme 2.1.13, le nombre de lasses est enore −3χ(H∗). Mais H∗ et G∗ ontle même type d'homotopie, d'où χ(H∗) = χ(G∗).On a par ailleurs
χ(G∗) = S(G∗)− A(G∗) = F (Mg)− A(G∗).Or

A(G∗) = A(Mg)− A(Tx) = A(Mg)− S(Tx) + 1 = A(Mg)− S(Mg) + 1.D'où
χ(G∗) = F (Mg)− A(Mg) + S(Mg)− 1 = χ(Mg)− 1 = 1− 2g.

2Pour un sommet x deMg on peut onstruire les O(g) yles pertinents de la forme c(x, a)en temps O(n logn+ gn). Il su�t pour ela de onstruire Tx par l'algorithme de Dijkstrapuis de parourir G∗ et de retenir le plus ourt yle de la forme c(x, a) dans haquebranhe de G∗, i.e. lorsque a∗ parours une haîne maximale de G∗.La seonde modi�ation porte sur le test d'indépendane � pour les lasses d'homologie �d'un yle c(x, a) ave une famille libre de yles déjà alulée. Dans le as de l'homologiedes graphes, la notion de yle se onfond ave elle de lasse d'homologie. Les ylesformant un sous-espae des haînes, on a pu travailler ave une base des haînes, .-à-d.les arêtes, pour exprimer matriiellement le test d'indépendane. Dans le as des surfaesette onfusion n'est plus possible et il faut ommener par aluler une base de référenepour l'homologie a�n d'exprimer les yles dans ette base. On peut par exemple hoisirune base assoiée à un graphe de oupe (f. remarque 1.3.5). Une telle base peut êtreobtenue en temps O(gn) suivant la onstrution de la proposition 1.3.3. Rappelons queles éléments de ette base sont en bijetion ave les 2g ordes d'un arbre ouvrant dugraphe de oupe et que l'expression de la lasse d'homologie d'un yle quelonque seréduit à la trae sur les ordes de tout homologue de e yle ontenu dans le graphe deoupe. Le alul des 2g omposantes (de la lasse d'homologie) de haque yle andidat
c(x, a) dans la base de référene prend don a priori un temps O(gn). Pour un sommet
x �xé, on peut ependant aluler dans le même temps les omposantes de tous les O(g)yles andidats c(x, a). Pour ela on ommene par aluler les omposantes (i.e. les



2.1. Calul d'une base optimale de H1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 23traes sur les ordes de la base de référene) de tous les hemins p(x, y) en parourantl'arbre de plus ourts hemins Tx. Cei prend un temps (et une plae) O(gn). Ensuite,les omposantes de haun des O(g) yles andidats c(x, a) s'obtiennent en ajoutant entemps O(g) elles de p(x, o(a)), a, et p(x, o(a−1)). Le temps amorti pour le alul desomposantes d'un yle andidat est don O(n) au lieu de O(gn).Par l'algorithme du pivot de Gauss on maintient une version triangulée de la famille libreourante. Celle-i est omposée d'au plus 2g yles. L'ajout d'un yle à ette famille parl'algorithme du pivot de Gauss néessite don O(g2) opérations.Théorème 2.1.14 On peut onstruire une base minimale de l'homologie deMg en temps
O(n2 log n+ gn2 + g3n)Preuve : On applique l'algorithme glouton aux O(gn) yles pertinents. Ces derniers,ainsi que leurs omposantes sur une base de référene, se alulent en temps O(n2 log n+
gn2) d'après la disussion préédente. Le tri de es yles suivant leur longueur prend untemps O(gn logn) auquel il faut ajouter le O(g3n) pour les tests de dépendane linéaire.
2



Chapitre 3Homologie en dimension supérieure
3.1 Complexes simpliiaux et homologie simpliialePour onstruire des espaes topologiques ayant une desription ombinatoire on utilisedes briques élémentaires appelées simplexes.Dé�nition 3.1.1 Un simplexe a�ne de dimension n, ou n-simplexe a�ne, est l'enve-loppe onvexe dans un espae IRp de n + 1 points, appelés sommets, a�nement indépen-dants. Une fae d'un simplexe σ est un simplexe dé�ni par un sous-ensemble des sommetsde σ.La notion de omplexe simpliial permet de dé�nir préisément e qu'est un assemblagede briques élémentaires onvenablement reollées entre-elles.Dé�nition 3.1.2 Un omplexe simpliial a�ne de IRp est une olletion C de simplexesde IRp telle que1. toute fae d'un simplexe de C est dans C,2. deux simplexes quelonques de C s'intersetent selon une fae ommune, éventuel-lement vide.La réunion de tous les simplexes de C, vue omme sous-espae topologique de IRp, est ap-pelée l'espae total du omplexe1 La dimension d'un omplexe simpliiale est la dimensionmaximale de ses simplexes.Comme pour les graphes et les surfaes triangulées, on dé�nit les groupes d'homologied'un omplexe simpliial à partir d'espaes de haînes et de morphismes de bord.Dé�nition 3.1.3 L'espae des n-haînes d'un omplexe simpliial est l'ensemble desombinaisons linéaires formelles �nies de ses n-simplexes. Cet espae est naturellementmuni d'une struture de groupe, module ou espae vetoriel, selon que les oe�ients desombinaisons linéaires sont respetivement pris dans un groupe, anneau ou orps. On note
Cn(K) l'espae des n-haînes du omplexe K.1On suppose ii que C est loalement �ni, 'est-à-dire que haque point de l'espae total a un voisinagequi intersete un nombre �ni de simplexes. Cette ondition est évidemment véri�ée si C est �ni.24



3.1. Complexes simpliiaux et homologie simpliiale. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 25Soit σ un n-simplexe de sommets s0, . . . , sn. On dé�nit une relation d'équivalene sur lespermutations des sommets de σ : deux permutations sont dites équivalentes si elles ontmême parité. Tout n-simplexe σ pour n ≥ 1 (resp. n = 0) possède don deux lasses(resp. une lasse) d'équivalene de permutations. Une orientation de σ est le hoix d'unede ses lasses d'équivalene. La notation [s0, s1, . . . , sn] désigne le simplexe σ, doté del'orientation dé�nie par la permutation (ou ordre) (s0, s1, . . . , sn). On a ainsi un isomor-phisme entre l'espae des n-haînes de simplexes et l'espae des n-haînes de simplexesorientés modulo les relations
[φ(s0), φ(s1), . . . , φ(sn)] = (−1)signe(φ)[s0, s1, . . . , sn] (3.1)où φ désigne une permutation quelonque de s0, . . . , sn.On dé�nit ensuite le bord d'un simplexe orienté par

∂n[s0, s1, . . . , sn] =

n∑

i=0

(−1)i[s0, . . . , ŝi, . . . , sn]où ŝi dénote l'omission du sommet si. Le bord est ompatible ave les relations (3.1) ('estun exerie !). Cela permet de dé�nir le bord d'un n-simplexe, muni d'une orientation pardéfaut, modulo es relations. Ce bord est une (n− 1)-haîne et le bord d'une n-haîne estobtenu par extension linéaire :
∂n : Cn(K)→ Cn−1(K),

∑

ασσ 7→
∑

ασ∂nσoù ∑
ασσ désigne une n-haîne de oe�ients ασ. Notons que l'opérateur bord dépendde l'orientation par défaut de haque simplexe.La relation essentielle dit que le bord d'un bord est nul :Lemme 3.1.4 ∂n−1 ◦ ∂n = 0Preuve : Puisque les simplexes orientés génèrent les haînes de simplexes (modulo lesrelations (3.1)), il su�t de véri�er la relation i-dessus pour les simplexes orientés :

∂n−1 ◦ ∂n[s0, s1, . . . , sn] = ∂n−1(

n∑

i=0

(−1)i[s0, . . . , ŝi, . . . , sn])Or,
∂n−1[s0, . . . , ŝi, . . . , sn] =

∑

j<i

(−1)j [s0, . . . , ŝj, . . . , ŝi, . . . , sn]−
∑

j>i

(−1)j [s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sn]D'où
∂n−1 ◦ ∂n[s0, s1, . . . , sn] =

n∑

i=0

∑

j<i

(−1)i+j [s0, . . . , ŝj, . . . , ŝi, . . . , sn]−
n∑

i=0

∑

j>i

(−1)i+j[s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sn] = 0puisque les deux membres de ette di�érene portent sur les mêmes termes. 2



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 26Dé�nition 3.1.5 Soit K un omplexe simpliial. Le groupe des n-yles de K est lenoyau du bord ∂n. On le note Zn(K). Le groupe des n-bords de K est l'image de ∂n+1.On le note Bn(K). Le lemme préédent montre que Bn(K) ⊂ Zn(K), e qui permet dedé�nir le n-ième groupe d'homologie de K par le quotient
Hn(K) = Zn(K)/Bn(K) = ker ∂n/im ∂n+1L'intérêt prinipal des groupes d'homologie réside dans leur invariane par rapport à lasubdivision utilisée pour les aluls.Théorème 3.1.6 À isomorphisme près, les groupes d'homologie Hn(K) ne dépendentque de l'espae total |K| du omplexe K et non de la déomposition simpliiale partiulièreutilisée pour les aluler.Dit autrement l'homologie est un invariant topologique. La démonstration de e théo-rème est di�ile et repose sur la notion d'homologie singulière qui s'applique à tousles espaes topologiques, sans restrition à des espaes triangulés. On pourra onsulterHather [Hat02℄ ou Munkres [Mun93℄ sur le sujet.3.2 Homologie à oe�ients entiersPour dé�nir les groupes de haînes d'un omplexe simpliial K on a vu que l'on avaitun ertain hoix sur le type de oe�ients intervenant dans les ombinaisons linéairesformelles de simplexes. A priori haque type de oe�ients donne des groupes de haînesdi�érents et don des groupes d'homologie di�érents. Il se trouve qu'à partir du alulde l'homologie ave des oe�ients dans ZZ on peut déduire l'homologie ave n'importequel autre type de oe�ients par un alul qui ne fait plus intervenir le omplexe K.Cette propriété universelle qu'ont les oe�ients entiers porte le nom de théorème desoe�ients universels dans la littérature. Il est don intéressant de pouvoir aluler enpremier lieu l'homologie sur ZZ.3.2.1 Forme normale de Smith des matries à oe�ients entiersEn hoisissant des oe�ients entiers les groupes de haînes se trouvent munis d'unestruture de ZZ-module libre (l'ensemble des n-simplexes forme par dé�nition une basedes n-haînes). On peut don représenter haque morphisme de bord ∂n par une matrieentière relativement à des bases des groupes Cn(K) et Cn−1(K). Pour des bases onve-nablement hoisies ette matrie prend une forme partiulière, appelée forme (normale)de Smith (1861), à partir de laquelle on peut diretement lire l'homologie de K.Dé�nition 3.2.1 Une matrie à oe�ients entiers est dite sous forme normale de Smithsi elle est diagonale et si haque oe�ient diagonal est non-négatif et multiple du oef-�ient préédant dans la diagonale.Notons que ertains oe�ients (néessairement les derniers) peuvent être nuls.



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 27Théorème 3.2.2 Soit u : ZZp → ZZq un morphisme de ZZ-module. Il existe des bases deZZp et ZZq relativement auxquelles la matrie de u est sous forme de Smith. De plus, etteforme est unique.On a le lemme préparatoire, ave les notations du théorème :Lemme 3.2.3 Il existe des bases de ZZp et ZZq relativement auxquelles tous les oe�ientsde la matrie (mij) de u sont multiples du oe�ient m11.Preuve : Soit (mij) la matrie de u relativement à une base (ei) de ZZp et à une base (fj)de ZZq (par exemple les bases anoniques). On suppose u 6= 0, le lemme étant trivial dansle as ontraire. Soit mij un oe�ient non-nul de valeur absolue minimale. La preuves'obtient par réurrene sur α = |mij|.1. Ou bien α divise tous les oe�ients deM . Les hangements de bases qui éhangent
e1 ave ei et f1 ave fj permutent les oe�ients de M de sorte que m11 = α. Lelemme est don véri�é.2. Ou bien α ne divise pas l'un des oe�ients, mik, de sa ligne i. On a par divisioneulidienne : mik = λα+α′ ave 0 < α′ < α. Le hangement de base remplaçant ekpar ek−λej transforme le oe�ient mik de M en α′. On invoque alors l'hypothèsede réurrene pour onlure.3. Ou bien α ne divise pas l'un des oe�ients de sa olonne j, et un raisonnementanalogue au préédent permet de onlure.4. Ou bien tous les oe�ients de la ligne i et de la olonne j sont multiples de α,mais un oe�ient mkl n'est pas divisible par α. On a en partiulier mil = λα. One�etue le hangement de base remplaçant el par el − (λ − 1)ej, de sorte que leoe�ient mil est transformé en α et le oe�ient mkl en un ertain m′

kl. Ou bien
|m′

kl| < α, et on onlut par réurrene, ou bien on se retrouve dans la on�guration3 préédente (m′
il = α ne divise pas m′

kl) e qui permet également de onlure.
2Preuve du théorème 3.2.2 : Par le lemme préédent on peut supposer avoir hoisiune base (ei) de ZZp et une base (fj) de ZZq telles que tous les oe�ients de la matrie

(mij) de u dans es bases sont multiples du oe�ient m11. On suppose à nouveau u 6= 0et don m11 6= 0. Le hangement de base qui remplae tous les ej , j > 1, par ej−
m1j

m11
e1 ettous les fi, i > 1, par fi−

mi1

m11
f1 laisse inhangé le oe�ient m11 et annule tous les autresoe�ients de la première ligne et de la première olonne. Dans ette base, la matrie de

u est don de la forme :







m11 0 · · · 0
0... M ′

0






oùM ′ est une matrie dont tous les oe�ients sont multiples de m11. Quitte à remplaer

e1 par son opposé, on peut supposer m11 positif. On termine la preuve de l'existene d'une



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 28forme normale par réurrene sur la dimension deM , en remarquant que les hangementsde base mis en jeux pour mettreM ′ sous forme de Smith n'a�etent pas la première ligneni la première olonne de M et que tous les oe�ients restent des multiples de m11.Il reste à véri�er l'uniité. On note pour ela que les hangements de base se traduisentpar des multipliations à gauhe et à droite de la matrie de u par des matries arrées àoe�ients entiers et de déterminants ±1 (puisque es matries sont inversibles sur ZZ).De telles matries sont dites unimodulaires et se déomposent en produit d'opérationsélémentaires sur les lignes et les olonnes omme vu dans la preuve i-dessus : transpo-sitions de lignes (olonnes) ou ajout du multiple d'une ligne (olonne) à une autre ligne(olonne) ou multipliation d'une ligne (olonne) par −1. Soit di le p.g..d. de l'ensembledes sous-déterminants, ou mineurs, d'ordre i de la matrie de u relativement à des bases�xées (on pose d0 = 1). On véri�e que les opérations élémentaires ne modi�ent pas les
di ; 'est évident pour les permutations de lignes et olonnes et résulte failement de lamulti-linéarité du déterminant dans les autres as. Le quotient di/di−1, 1 ≤ i ≤ rang(u),est don indépendant des bases �xées. Or, dans le as d'une forme de Smith e quotientest préisément le ième oe�ient diagonal. 2La preuve i-dessus de l'existene d'une forme normale fournit de fait un algorithmefailement implémentable en mahine. La omplexité d'un tel algorithme, en partiulierla roissane des oe�ients dans les aluls intermédiaires, semble néanmoins di�ile àévaluer. Kannan et Bahem [KB79℄ ont montré que la mise sous forme normale d'unematrie à oe�ients entiers pouvait être obtenue en temps polynomial en fontion dunombre total de bits utilisés pour oder les entiers de la matrie. Leur algorithme estégalement exposé dans le livre de Yap [Yap00, hap, 10℄. De nombreuses améliorationsont été obtenues depuis [Sto98, DSV01℄.Exerie 3.2.4 (Classi�ation des groupes ommutatifs de type �ni) Soit G ungroupe ommutatif de type �ni. Dit autrement, G ontient une famille �nie {e1, . . . , en}telle que tout élément de G est ombinaison linéaire à oe�ients entiers des ei. On veutmontrer qu'il existe des nombres entiers β ≥ 0 et 1 < τ1 ≤ τ2 ≤ . . . ≤ τr ave τi divise
τi+1, 1 ≤ i ≤ r − 1, tels que G est isomorphe au groupeZZβ × ZZ/τ1ZZ× · · · × ZZ/τrZZ (3.2)De plus ette déomposition est unique au sens où les nombres β, τ1, . . . , τr sont entière-ment déterminés par G. L'entier β est le rang de G et les τi ses oe�ients de torsion.1. Soit φ : ZZp → ZZq un morphisme de groupe (i.e. une appliation ZZ-linéaire). Mon-trer à l'aide du théorème 3.2.2 que le groupe cokerφ = ZZq/im φ est de la forme (3.2)i-dessus et que ette forme est unique.2. Soit G un groupe ommutatif de type �ni. Exhiber un morphisme surjetif φ : ZZq →

G et en déduire que G est isomorphe au quotient de ZZq par un sous-groupe de ZZq.3. Sous-groupe d'un groupe libre. Soit H un sous-groupe de ZZq. Montrer que Hest isomorphe à un ZZp ave p ≤ q. On pourra raisonner par réurrene sur q :(a) Véri�er l'assertion pour q = 1.(b) Pour l'étape indutive, on onsidère le sous-groupe H ′ = (ZZq−1 × {0}) ∩H de



3.2. Homologie à oe�ients entiers. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 29ZZq−1 × {0} ≃ ZZq−1. Conlure si H = H ′.() Sinon, soit x ∈ (H \ H ′) de q-ième oordonnée minimale en valeur absolue.Montrer que H = H ′ ⊕ ZZx et onlure.4. Déduire de e qui préède que tout groupe ommutatif de type �ni est isomorphe àgroupe de la forme (3.2) et que ette forme est unique.3.2.2 Calul e�etif des groupes d'homologieÉtant donné un omplexe simpliial K �ni (ayant un nombre �ni de simplexes), il estpossible de aluler expliitement ses groupes d'homologie sur ZZ. On se sert pour ela dela forme normale de Smith des matries des opérateurs bord. Pour simpli�er les alulsdes groupes d'homologie on utilise une forme de Smith modi�ée obtenue par simplepermutation des olonnes de la forme normale :Dé�nition 3.2.5 Une matrie à oe�ients entiers est sous forme de Smith modi�ée sielle est de la forme







τ1 0

0
. . .

0 τr
0 0








(3.3)où τ1|τ2| . . . |τr et τi > 0, 1 ≤ i ≤ r.Lemme 3.2.6 On peut trouver des bases de Cn−1(K), Cn(K) et Cn+1(K) pour lesquellesles matries des bords ∂n et ∂n+1 sont sous forme de Smith modi�ée.Preuve : Par le théorème 3.2.2 on peut trouver des bases bn−1 et bn de respetivement
Cn−1(K) et Cn(K) telles que la matrie ∆n du bord ∂n est sous la forme de Smithmodi�ée (3.3). Soit ∆n+1 la matrie de ∂n+1 relativement à bn et à la base anonique (dessimplexes) de Cn+1(K). La relation du lemme 3.1.4 se traduit par ∆n∆n+1 = 0. Si ∆nest de rang r, il en résulte que les r dernières lignes de ∆n+1 sont nulles. L'algorithmede mise sous forme de Smith appliqué à ∆n+1 ne manipule don que les kn − r premiersveteurs de bn, où kn est le nombre de n-simplexes de K. Mais la forme (3.3) indique quees kn− r veteurs sont dans le noyau de ∂n et il suit que es manipulations ne modi�entpas ∆n. 2Proposition 3.2.7 Supposons avoir hoisi des bases de Cn−1(K), Cn(K) et Cn+1(K)pour lesquelles les matries ∆n et ∆n+1 des bords ∂n et ∂n+1 sont sous forme de Smithmodi�ée. Soient r et r′ les rangs respetifs de ∆n et de ∆n+1, soit kn le nombre de
n-simplexes de K et τ1|τ2| . . . |τr′ les oe�ients non-nuls de ∆n+1. Alors Hn(K) estisomorphe à ZZβ × ZZ/τ1ZZ× . . .× ZZ/τr′ZZoù β = kn − r − r′.



3.3. Calul des nombres de Betti. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 30Notons que ZZ/τiZZ est trivial pour τi = 1.Preuve : Notons (e1, e2, . . . , ekn
) la base hoisie pour Cn(K). On a alors de par la formede Smith modi�ée :im ∂n+1 =< τ1e1, τ2e2, . . . , τr′er′ > et ker ∂n =< e1, e2, . . . , ekn−r >

2L'entier β s'appelle le n-ième nombre de Betti de K et les entiers τ1, τ2, . . . , τr′ ses n-ièmeoe�ients de Torsion.3.3 Calul des nombres de BettiOn se plae ii dans le as où les oe�ients sont dans un orps F . Les groupes d'homologie
Hi(K) ont ainsi une struture de F -espae vetoriel. La dimension βi(K) de et espae estle ième nombre de Betti de K (relativement aux oe�ients F ). Pour F de aratéristiquenulle, le théorème des oe�ients universels mentionné plus haut implique que e nombreoïnide ave le ième nombre de Betti de l'homologie entière.On a βi(K) = dimHi(K) = dim ker ∂i/im ∂i+1 = dim ker ∂i − dim im ∂i+1. On en déduitune relation fameuse entre les nombres de Betti et les nombres de simplexes de haquedimension d'un omplexe.Théorème 3.3.1 (Formule d'Euler-Poinaré) Soit K un omplexe simpliial �ni dedimension k et ni son nombre de simplexes de dimension i, alors

k∑

i=0

(−1)iβi(K) =

k∑

i=0

(−1)iniPreuve : Par la formule du rang d'une appliation linéaire, on a
dim ker ∂i = ni − dim im ∂id'où

k∑

i=0

(−1)iβi(K) =
k∑

i=0

(−1)i(ni − dim im ∂i − dim im ∂i+1)

=

k∑

i=0

(−1)ini − (−1)k dim im ∂k+1 − dim im ∂0Mais les bords ∂0 et ∂k+1 sont nuls. 2Cette relation ne su�t évidemment pas à déterminer tous les nombres de Betti. On peututiliser des méthodes matriielles pour les évaluer : siDi est la matrie de ∂i dans les basesanoniques des i et (i− 1)-simplexes, on a ainsi βi(K) = corang(Di)− rang(Di+1). Danset esprit, on pourra onsulter la méthode du Laplaien ombinatoire de Friedman [Fri98℄issue de la théorie de Hodge.



3.3. Calul des nombres de Betti. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 313.3.1 Calul inrémentalRepose sur un artile de Del�nado et Edelsbrunner [DE95℄.Soit K un omplexe simpliial. On onsidère une �ltration K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km de Kdont les inréments sont des simplexes. On peut par exemple ajouter un à un les simplexesde K dans l'ordre de leur dimension en hoisissant un ordre arbitraire entre les simplexesde même dimension. Le prinipe du alul inrémental est de maintenir les nombres deBetti de Kj pour j variant de 1 à m.Proposition 3.3.2 Soient K,K ′ des omplexes tels que K ′ = K ∪ σ où σ est un k-simplexe de K ′. Si le bord de σ dans K ′ borde également dans K, alors
βi(K

′) =

{
βi(K) + 1 si i = k
βi(K) sinonSinon

βi(K
′) =

{
βi(K)− 1 si i = k − 1
βi(K) sinonPreuve : On note ave un prime les objets relatifs à K ′. On remarque d'abord que lesomplexes de haîne de K et de K ′ sont identiques en dehors du segment
Ck

∂k→ Ck−1en partiulier pour i 6= k on a ker ∂′i = ker ∂i et im ∂′i = im ∂i. Don β ′
i = βi pour

i 6= k, k − 1.Supposons que ∂′kσ borde dans K, i.e. ∂′kσ ∈ im ∂k. Alors im ∂′k = im ∂k. En partiulier
H ′

k−1 = Hk−1 et β ′
k−1 = βk−1. De plus,

dim ker ∂′k = dimC ′
k − dim im ∂′k = dimCk + 1− dim im ∂k = dim ker ∂k + 1On en déduit β ′

k = dim ker ∂′k − dim im ∂′k+1 = βk + 1.Supposons maintenant que ∂′kσ 6∈ im ∂k. Alors dim im ∂′k = dim im ∂k + 1 et ker ∂′k =
ker ∂k. Ce qui permet également de onlure β ′

k−1 = βk−1 − 1 et β ′
k = βk. 2Notons que la ondition � ∂σ borde également dans K � dans la proposition équivaut àdire que σ est dans le support d'un yle de K ′.Dans la pratique, si K possède m simplexes, la proposition préédente permet de alulerles nombres de Betti en m étapes. Chaque étape onsiste à déterminer si le simplexeajouté dans la �ltration est dans le support d'un yle ou non. Pour le alul de β0,ela se réduit à véri�er si une arête appartient à un yle, 'est-à-dire si ses extrémitésappartiennent à une même omposante onnexe. En partiulier, β0 ompte le nombre deomposantes onnexes. La struture Union-Find permet par exemple de aluler β0 entemps O(mα(m)) où α(m) est �l'inverse� de la fontion d'Akermann. Des extensions auxsurfaes et aux omplexes de dimension 2 plongés dans IR3 sont exposées dans [DE95℄.



3.4. Le fonteur homologique. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 323.4 Le fonteur homologiqueL'homologie peut être vue omme une boîte noire qui transforme un espae topologiqueen groupes. L'objetif est de pouvoir �omparer� plus failement des formes puisqu'intui-tivement un groupe est un objet plus simple qu'un espae topologique. Le fait de pouvoiromparer des objets est intimement lié à l'existene de relations entre es objets. Prisisolément, les objets d'un univers n'ont pas d'intérêt partiulier. Leurs rihesses provientde la possibilité de les mettre en relation. Dans le langage des atégories es relationsont pour nom morphismes (ou �èhes). Ainsi, les morphismes de la atégorie des espaestopologiques sont les appliations ontinues, eux de la atégorie des groupes, les mor-phismes de groupes. Une transformation entre les objets de deux atégories est d'autantplus opérante qu'elle s'applique également aux relations entre les objets. On sous-entendii une ohérene minimale entre les transformations des objets et des morphismes. Unetransformation ayant ette double apaité s'appelle un fonteur. De fait, l'homologie dé-�nie un fonteur entre la atégorie des espaes topologiques ave les appliations ontinueset la atégorie des groupes ave les morphismes de groupes. Dit autrement, si f : X → Yest une appliation ontinue entre les espaes X et Y alors on sait dé�nir un morphisme
H∗(f) : H∗(X) → H∗(Y ) entre leurs groupes d'homologie. Dans notre adre algorith-mique les espaes topologiques sont remplaés par les omplexes simpliiaux. La notiond'appliation ontinue est alors remplaée par elle d'appliation simpliiale.Dé�nition 3.4.1 Une appliation f : K → L entre deux omplexes K et L est ditesimpliiale si elle envoie les sommets de K sur les sommets de L et toute fae d'unsimplexe sur une fae de son image.Une appliation simpliiale f s'étend par linéarité en une appliation f# entre les groupesde haînes respetifs de K et L. On véri�e aisément que ette extension ommute avel'opérateur bord. On en déduit que f# envoie un yle (resp. un bord) de K sur un yle(resp. un bord) de L. Par onséquent f# �passe au quotient� et induit un morphisme
H∗(f) entre les groupes d'homologie de K et L.Exerie 3.4.2 Véri�er que H∗(IdK) = IdH∗(K) et que si f : K → L et g : L→ M sontdeux appliation simpliiales, alors H∗(g ◦ f) = H∗(g) ◦ H∗(f). On dit que le fonteurd'homologie est ovariant.



Chapitre 4Persistane homologique
4.1 MotivationLa notion de persistane homologique apparaît dans les artiles de Robins [Rob99℄ puisd'Edelsbrunner et al. [ELZ00℄ dans le adre de la théorie de l'approximation. Cette no-tion a donné suite à de nombreux développements [ZC05, CSEM06, EMP06, CSEH07,CSEH08, EH08℄. Le prinipe est d'enoder un proessus d'évolution d'un objet plut�t quel'objet lui-même. Pour ommener, on se donne une �ltration d'un omplexe simpliial
K :

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = KCette �ltration induit d'après la setion 3.4 une suite de morphismes en homologie :
H∗(K1)→ . . .→ H∗(Kn)où haque �èhe est induite par l'inlusion. Clairement, ette suite de morphismes est uninvariant plus rihe pour la �ltration que la simple olletion des groupes d'homologie.On pourra onsidérer par exemple deux �ltrations de longueur 2 du tore ommençant parun yle ontratile ou non.En travaillant ave des oe�ients dans un orps on obtient ainsi une haîne d'appliationslinéaires. On dé�nit de manière naturelle une notion de morphismes entre deux telleshaînes : 'est une suite d'appliations linéaires entre les espaes des deux haînes telleque le diagramme global ommute. La question se pose alors de lassi�er les haînes àisomorphisme près. On va montrer que la notion d'intervalle de persistane fournit uninvariant omplet.4.2 Classi�ation des haînes d'appliations linéaires4.2.1 Déomposition anoniqueOn se donne une haîne d'appliations linéaires de longueur n entre des espaes vetoriels

Ei de dimensions �nies sur un orps IF donné :33
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E1

φ1
→ . . .

φn
→ En+1 (4.1)Pour tout (i, j) ∈ [1, n+ 1]2 on dé�nit φi,j : Ei → Ej omme la omposition des φk entre

Ei et Ej. Plus préisément, on pose� ∀i ∈ [1, n] : φi,i = IdEi� ∀1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : φi,j = φi+1,j ◦ φi et φj,i = 0.Exemple 4.2.1 On note IdIF(i, j) la haîne
0→ . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)×0

→ IF Id
→ . . .

Id
→ IF

︸ ︷︷ ︸

(j−i+1)×IF → 0→ . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(n−j+1)×0C'est-à-dire ave les notations i-dessus : Ek est l'espae de dimension 1 sur IF pour
k ∈ [i, j] et 0 sinon, tandis que φk est l'identité pour k ∈ [i, j[ et l'appliation nulle sinon.Le résultat prinipal de ette setion est une déomposition anonique des haînes d'ap-pliations linéaires.Théorème 4.2.2 Pour toute haîne (φi)1≤i≤n de longueur n de la forme (4.1), il existeun unique multi-ensemble d'intervalles, I, tel que (φi)1≤i≤n est isomorphe à la sommedirete

⊕

[i,j]∈I

IdIF(i, j) (4.2)où haque intervalle [i, j] apparaît dans ette somme ave sa multipliité dans I. Lesintervalles de I sont appelés intervalles de persistane de (φi)1≤i≤n.Dans ette somme direte l'espae d'indie k est la somme direte des espaes � ii 0 ouIF � de même indie dans les IdIF(i, j). Les appliations linéaires sont également obtenuspar somme direte des appliations � ii 0 ou l'identité � de même indie.Soit I le multi-ensemble d'intervalles de persistanes du théorème. On note ni,j la mul-tipliité de l'intervalle de persistane [i, j] dans I. Pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ n on pose
βi,j = rang(φi,j). On véri�e aisément que

βi,j(IdIF(k, l)) =

{
1 si [i, j] ⊂ [k, l]
0 sinon.et que si (φk)1≤k≤n et (ψk)1≤k≤n sont deux haînes d'appliations :

βi,j((φk)k)⊕ (ψk)k)) = βi,j((φk)k)) + βi,j((ψk)k))Lemme 4.2.3 Pour tout 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : ni,j = βi,j − βi−1,j − (βi,j+1 − βi−1,j+1).



4.2. Classi�ation des haînes d'appliations linéaires. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 35Preuve : D'après e qui préède, haque IdIF(k, ℓ) de la déomposition ontribue pour 1dans βi,j si et seulement si [i, j] ⊂ [k, ℓ]. Dit autrement, βi,j ompte le nombre d'intervallesde persistane ontenant [i, j]. Par suite, δi,j := βi,j−βi−1,j ompte le nombre d'intervallesde persistane de la forme [i, ℓ] ave ℓ ≥ j. Et �nalement ni,j = δi,j − δi,j+1. 2Le lemme montre l'uniité du multi-ensemble d'intervalles dans le théorème. L'existene,montrée i-dessous, repose sur la notion de base ompatible.Exerie 4.2.4 On dit qu'une haîne est déomposable si elle est somme direte de deuxhaînes non-triviales (di�érentes de 0 → 0 → · · · ). Dans le as ontraire, la haîne estdite indéomposable.1. Montrer par une réurrene sur ∑
dimEi que toute haîne du type (4.1) est sommedirete d'indéomposables.2. Montrer que pour tout i, j, IdIF(i, j) est indéomposable.3. Montrer qu'une haîne qui n'est pas isomorphe à une IdIF(i, j) est déomposable.4. En déduire que toute haîne admet une déomposition de la forme (4.2).4.2.2 Bases ompatiblesPour x ∈ Ei, on pose

x(j) = φi,j(x)Dé�nition 4.2.5 Une base ompatible pour la haîne (4.1) est la donnée d'une famille
X ⊂

⋃

iEi, l'union étant onsidérée omme disjointe, telle que pour 1 ≤ i ≤ n + 1 lafamille
X(i) := {x(i) | (x ∈ X) ∧ (x(i) 6= 0)}est une base de Ei et pour x, y distints dans X, x(i) 6= 0 =⇒ x(i) 6= y(i).Dé�nition 4.2.6 À tout élément x d'une base ompatible, on assoie son intervalle depersistane Ix := {i | x(i) 6= 0}.Lemme 4.2.7 Les intervalles de persistane des éléments d'une base ompatible oïn-ident ave les intervalles de persistane du théorème 4.2.2.Preuve : Il su�t d'adapter la preuve du lemme 4.2.3 en dé�nissant ette fois nij ommela multipliité de l'intervalle [i, j] parmi les intervalles de persistane des éléments d'unebase ompatible X et en remarquant que

βi,j = |{x ∈ X | [i, j] ⊂ Ix}|. 2Par la suite on utilise par ommodité la fontion d'ativation a : X → [1, n+ 1] telle que
∀x ∈ X : x ∈ Ea(x).



4.2. Classi�ation des haînes d'appliations linéaires. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 36Proposition 4.2.8 Toute haîne du type (4.1) admet une base ompatible.Preuve : On proède par réurrene sur la longueur de la haîne. Pour une longueurnulle (E1 seul est donné), une base quelonque de E1 fournit une base ompatible. Ononsidère une haîne du type (4.1) de longueur n > 0 et on suppose que X est une baseompatible pour la sous-haîne de longueur n− 1 :
E1

φ1
→ . . .

φn−1
→ En (4.3)Soit k = |X| le nombre d'éléments de X. On dé�nit de manière réursive des basesompatibles X1 = X,X2, . . . , Xk pour (4.3). Le but est d'obtenir une base ompatible Xkdont les éléments s'envoient dans En+1 soit sur 0 soit sur une sous-famille libre de En+1.Pour ela on ommene par ordonner les éléments x1, x2, . . . , xk de X de manière non-déroissante pour l'ativation, i.e. a(xj) ≤ a(xj+1). On suppose avoir onstruit Xi−1 =

{y1, y2, . . . , yk} pour un i > 1, l'ordre des yj étant non-déroissant pour l'ativation, desorte que les images non-nulles dans En+1 de {y1, y2, . . . , yi−1} forment une famille libre.� Si yi(n+ 1)
(
= φn

(
yi(n)

)) est nul ou linéairement indépendant de {yj(n+ 1)}j<i alorson pose Xi = Xi−1,� sinon, on peut érire yi(n+ 1) =
∑

j<i λjyj(n+ 1) et on pose y′i = yi −
∑

j<i λjyj(i) et
Xi = Xi−1 \ {yi} ∪ {y

′
i}ClairementXi est une base ompatible pour (4.3) : pour 1 ≤ j ≤ n, la familleXi(j) (f.dé�nition 4.2.5), obtenue par hangement de bases élémentaire à partir de la famille

Xi−1(j), est une base de Ej . De plus, par onstrution, les images non-nulles dans En+1des i premiers éléments de Xi forment une famille libre.On obtient par réurrene une base ompatible Xk de (4.3) telle que les éléments nonnuls de {x(n+ 1)}x∈Xk
forment une famille libre dans En+1.Il reste à ompléter Xk par une base d'un supplémentaire de φn(En) pour obtenir unebase ompatible pour (4.1). 2Preuve de l'existene de la déomposition anonique du théorème 4.2.2 : Notonstout d'abord qu'une déomposition anonique de la forme (4.2) admet une base ompa-tible formée, pour haque IdIF(i, j) de la déomposition, d'un générateur de IF1 dansl'espae d'indie i. L'intervalle de persistane d'un tel générateur est préisément [i, j].On note XI une base ompatible de (4.2) ainsi formée.Soit une haîne de la forme (4.1). Par la proposition 4.2.8, on peut hoisir une baseompatible X pour ette haîne. Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistanedes éléments de X. On note Fi l'espae d'indie i dans la déomposition anonique eton onsidère une bijetion f : X → XI qui respete les intervalles de persistane (f.lemme 4.2.7). Cette bijetion induit pour haque i un morphisme fi : Ei → Fi obtenuen envoyant la base de Ei assoiée à X (f. dé�nition 4.2.5) sur la base orrespondantede Fi via f : fi(x(i)) = f(x)(i). Clairement les fi forment une appliation de haîne etl'inverse de f induit l'appliation inverse. 2



4.3. Persistane des �ltrations de omplexes simpliiaux. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 374.2.3 Persistane des sous-haînesOn onsidère une haîne (φi)1≤i≤n :
E1

φ1→ . . .
φn
→ En+1et une injetion roissante κ : [1, m+1]→ [1, n+1]. On dé�nit une sous-haîne (φ′

j)1≤j≤m :
E ′

1

φ′

1→ . . .
φ′

m→ E ′
m+1de la haîne (φi)1≤i≤n en posant E ′

j = Eκ(j), pour j ∈ [1, m + 1], et en posant, ave lesnotations de la setion 4.2.1, φ′
j = φκ(j),κ(j+1), pour j ∈ [1, m]. On pose de plus

λ : [1, κ(m+ 1)] → [1, m+ 1]

i 7→ min{j ∈ [1, m+ 1] | κ(j) ≥ i}et
µ : [κ(1), n+ 1] → [1, m+ 1]

i 7→ max{j ∈ [1, m+ 1] | κ(j) ≤ i}où l'on onvient que min ∅ = m+ 1 et max ∅ = 1.Lemme 4.2.9 Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistane de la haîne (φi)1≤i≤n.Alors le multi-ensemble des intervalles de persistane de (φ′
j)1≤j≤m est {[λ(i), µ(j)] |

[i, j] ∈ I et λ(i) ≤ µ(j)}.Preuve : Il su�t de partir d'une déomposition anonique de (φi)1≤i≤n de la forme(4.2) et de remarquer qu'une omposition d'appliations identité ou nulle reste de l'unde es deux types. Nous laissons le leteur ombler les détails. Une autre preuve onsisteà partir d'une une base ompatible X pour (φi)1≤i≤n. On note a : X → [1, n + 1] lafontion d'ativation telle que ∀x ∈ X : x ∈ Ea(x) et on pose a′x = κ ◦ λ(a(x)) si
a(x) ≤ κ(m + 1). Alors, ave les notations de la setion 4.2.2, il est immédiat que lafamille X ′ = {x(a′x) | x ∈ X et a(x) ≤ κ(m + 1) et x(a′x) 6= 0} est une base ompatiblepour (φ′

j)1≤j≤m. Notons que x(a′x) ∈ Ea′

x
= E ′

κ−1(a′

x) = E ′
λ(a(x)). De plus si l'intervalle depersistane (f. dé�nition 4.2.6) de x ∈ X est [ax, bx], elui de x(a′x) ∈ X ′ est [λ(ax), µ(bx)].

24.3 Persistane des �ltrations de omplexes simpliiauxSoit K un omplexe simpliial et K une �ltration :
K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K (4.4)Les inlusions de ette �ltration induisent une haîne de morphismes entre les groupesd'homologie de haque omplexe de la �ltration :

H(K1)→ H(K2)→ . . .→ H(Kn) (4.5)



4.3. Persistane des �ltrations de omplexes simpliiaux. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 38On onsidère l'homologie sur un orps IF, de sorte que les H(Ki) sont des espaes veto-riels. Selon l'usage on note C(Ki) (resp.Z(Ki), resp. B(Ki)) l'espae des haînes (resp.yles, resp. des bords) de Ki. On omet volontairement la dimension pour ne pas alourdirles notations. On peut soit la rétablir partout où elle est utile, soit onsidérer que lesespaes C(Ki), Z(Ki), B(Ki), H(Ki) sont des sommes diretes de es espaes usuellementpris dans haque dimension.Dé�nition 4.3.1 On appelle intervalles de persistane de la �ltration K les intervallesde persistane de la haîne induite (4.5). On note I(K) le multi-ensemble des intervallesde persistane de K.4.3.1 Filtrations simplesPour des raisons algorithmiques on s'intéresse aux �ltrations obtenues en ajoutant unà un les simplexes de K. La �ltration K est dite simple si K1 est réduit à un sommet
σ1 ∈ K et si Ki, 2 ≤ i ≤ n, se déduit de Ki−1 par l'ajout d'un unique simplexe σi ∈ K.Une �ltration simple s'identi�e don à un ordre sur les simplexes de K dont les pré�xessont des sous-omplexes de K. On supposera K simple dans e qui suit.En onsidérant l'appliation bord omme un endomorphisme de C(Ki), on obtient par laformule du rang d'une appliation linéaire :

dimC(Ki) = dimZ(Ki) + dimB(Ki)On en déduit en retranhant à ette équation elle pour Ki−1, et en notant que dimC(Ki)est le nombre de simplexes de Ki :
(
dimZ(Ki)− dimZ(Ki−1)

)
+

(
dimB(Ki)− dimB(Ki−1)

)
= 1Les deux termes entre parenthèses étant positifs ou nuls on a pour tout i,1. ou bien dimZ(Ki) = dimZ(Ki−1) + 1 et B(Ki) = B(Ki−1),2. ou bien Z(Ki) = Z(Ki−1) et dimB(Ki) = dimB(Ki−1) + 1.Dé�nition 4.3.2 On dira que l'indie i (ou le simplexe σi) dans la �ltration simple Kest positif dans le premier as, et négatif dans le seond. L'ensemble des indies positifset négatifs de K sont respetivement notés P(K) et N (K).Lemme 4.3.3 Les onditions suivantes sont équivalentes

• σi est positif,
• σi est dans le support d'un yle z ∈ Z(Ki) et Z(Ki) = Z(Ki−1)⊕ IFz,
• ∂σi ∈ B(Ki−1),La preuve est laissée à titre d'exerie. Notons que dans tous les as on a

B(Ki) = B(Ki−1) + IF∂σi, (4.6)la somme étant direte si et seulement si σi est négatif.



4.3. Persistane des �ltrations de omplexes simpliiaux. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 39Lemme 4.3.4 Tout intervalle de I(K) est de la forme [i, j] ave
(i, j + 1) ∈ P(K)× (N (K) ∪ {n+ 1}).De plus,� tout indie positif est la borne inférieure d'un unique intervalle de I(K) de multipliitéun, et� tout indie négatif j est tel que j − 1 est la borne supérieure d'un unique intervalle de

I(K) de multipliité un.On notera que n + 1 n'est pas un indie de la �ltration et que n peut être la bornesupérieure de plusieurs intervalles de persistane.Preuve : On note ni (resp. mi) le nombre d'intervalles de persistane de (4.5) ommen-çant (resp. se terminant) en i. On note également βi le rang du morphisme H(Ki) →
H(Ki+1) induit par l'inlusion Ki ⊂ Ki+1. D'après la forme anonique (4.2), la dimensionde H(Ki) est le nombre d'intervalles de persistane ontenant i. En partitionnant esintervalles en eux qui ommenent en i et les autres, on obtient :

dimH(Ki) = ni + βi−1de même, en séparant es intervalles en eux qui se terminent en i et les autres, onobtient :
dimH(Ki) = mi + βiPuisque B(Ki) ⊂ B(Ki+1) ⊂ Z(Ki) ⊂ Z(Ki+1), l'image de H(Ki) = Z(Ki)/B(Ki) dans

H(Ki+1) = Z(Ki+1)/B(Ki+1) est isomorphe à Z(Ki)/B(Ki+1), d'où
βi = dimZ(Ki)− dimB(Ki+1)On en déduit, ave dimH(Ki) = dimZ(Ki)− dimB(Ki), que

ni = dimZ(Ki)− dimZ(Ki−1) et mi = dimB(Ki+1)− dimB(Ki)Ces deux égalités permettent de onlure, ompte tenu de la dé�nition des indies positifset négatifs. 2Dé�nition 4.3.5 Le lemme préédent permet de dé�nir les appliations naissane etmort
N : N (K)→ P(K) et M : P(K)→ N (K) ∪ {n+ 1}telles que pour tout indie i positif et tout indie j négatif les intervalles [i,M(i) − 1] et

[N(j), j − 1] sont des intervalles de I(K).Corollaire 4.3.6
I(K) = {[i,M(i)− 1]}i∈P(K)

= {[N(j), j − 1]}j∈N (K) ∪ {[i, n+ 1]}i∈P(K)\ImN



4.3. Persistane des �ltrations de omplexes simpliiaux. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 404.3.2 Bases ompatibles des bordsNotre objetif est de aluler les signes des simplexes et les intervalles de persistaned'une �ltration simple K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K de manière e�ae. On introduitpour ela la notion de base ompatible des bords.Dé�nition 4.3.7 Une base ompatible des bords pour K est une famille {xj}j∈J ,
J ⊂ [1, n], de yles de K véri�ant les onditions :1. ∀i ∈ [1, n], {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)} est une base de B(Ki),2. L'appliation ν : J → [1, n] qui assoie à tout j l'indie maximal ν(j) des simplexesdu support de xj est injetive.Lemme 4.3.8 Pour toute base ompatible, la fontion ν dé�nie i-dessus oïnide avela fontion N de la dé�nition 4.3.5.Preuve : La ondition 1 i-dessus et la note suivant l'équation (4.6) montrent que J =
N (K). Le lemme 4.3.3 montre également que pour tout j ∈ J , ν(j) ∈ P(K). On dé�nitdes yles zi ∈ Z(Ki) pour tout i ∈ P(K) omme suit :
• Si i ∈ P(K) \ ν(J), on hoisit zi tel que Z(Ki) = Z(Ki−1)⊕ IFzi (f. lemme 4.3.3).
• Sinon, i = ν(j) pour un ertain j ∈ J et on pose zν(j) = xj .Remarquons que le simplexe d'indie maximal du support de zi est σi et don (f.lemme 4.3.3) {zj}j∈P(K),j≤i forme une base de Z(Ki). On note [z]i la lasse d'homolo-gie du yle z dans H(Ki). Il reste à véri�er que les [zi]i forment une base ompatiblepour (4.5) au sens de la dé�nition 4.2.5 et que les intervalles de persistane des [zν(j)]ν(j)sont de la forme [ν(j), j − 1]. Véri�ons que

Z(i) = {[zj]i}(j≤i)∧(j 6∈ν(J)) ∪ {[zν(j)]i}(j∈J)∧(ν(j)≤i)∧(j>i) est une base de H(Ki). Puisque
[zν(j)]j = 0, on sait déjà par la remarque i-dessus que Z(i) est une famille génératrie.Reste à voir qu'elle est libre : une ombinaison linéaire des lasses de Z(i) est nulle si laombinaison des yles orrespondant est dans B(Ki), 'est-à-dire égale à une ombinai-son de {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)}. On déduit aisément la nullité des oe�ients d'une telleombinaison du fait que les zj (et xj) sont éhelonés en tant que haînes exprimés surla base des simplexes. Il reste à remarquer que l'intervalle de persistane d'un [zi]i est
{j | [zi]j ∈ Z(j)}. 2Proposition 4.3.9 Toute �ltration simple admet une base ompatible des bords.La preuve est donnée par l'algorithme de la setion suivante.Exerie 4.3.10 Montrer que N(i+ 1) = i implique que σi est une fae de σi+1.4.3.3 AlgorithmeLe lemme 4.3.8 i-dessus et le orollaire 4.3.6 indiquent qu'il su�t de onstruire unebase ompatible des bords pour aluler le signe de haque simplexe et les intervalles depersistane d'une �ltration simple.



4.3. Persistane des �ltrations de omplexes simpliiaux. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 41La onstrution se fait par réurrene sur la taille n de la �ltration. Le as n = 1 esttrivial puisque l'unique simplexe de la �ltration est néessairement positif. Supposonsdon avoir onstruit une base ompatible des bords {xj}j∈J pour la sous-�ltration K′ :
K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn−1On désigne par N : J → P(K′) la fontion de naissane assoiée. Supposons pouvoiraluler une déomposition du bord de σn sous la forme
∂σn =

∑

j∈J

αjxj + xn (4.7)de sorte que1. ou bien xn est nul,2. ou bien l'indie maximal, kn, des simplexes du support de xn n'est pas dans N(J).Si xn est nul alors B(Kn) = B(Kn−1) (f. (4.6)) et {xj}j∈J reste une base ompatible desbords pour K. Sinon, 'est le as pour {xj}j∈J ∪ {xn} et on a de plus N(n) = kn.Notons que par la ondition 2 de la dé�nition 4.3.7 toute base ompatible des bords formeune base éhelonnée de veteurs sur la base anonique des simplexes. La déomposition(4.7) peut don s'obtenir par la méthode du pivot de Gauss dérite par le pseudo-odesuivant :
y := ∂σn

i := indie maximal des simplexes du support de yTant que ( (y 6= 0) ∧ (i ∈ N(J)) )
j := N−1(i)
α :=oe�ient de σi dans y
β :=oe�ient de σi dans xj

y := y − (α/β)xj

i := indie maximal des simplexes du support de yFin tant que
\∗ y ontient xn à la sortie de la boule ∗\Analyse de la omplexité On stoke haque yle xj par la liste des oe�ients deses simplexes dans un tableau indexé par les n simplexes de K. On représente la fontion
N par un tableau de taille n ; la ase j ontient N(j) si σj est négatif et 0 sinon. Onstoke également la fontion inverse N−1 dans un tableau de taille n. Le alul de xndans l'algorithme préédent prend un temps O(n2). On en déduitProposition 4.3.11 Le alul d'une base ompatible des bords et de la fontion N pourune �ltration de longueur n requiert un temps O(n3) sur une mahine IF-RAM (i.e. lesopérations élémentaires +,−, ∗,÷ sur IF prennent un temps onstant). En partiulier, onpeut aluler les intervalles de persistane de la �ltration dans le même temps.



4.4. Diagramme de persistane. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 424.4 Diagramme de persistaneSe donner une �ltration d'un omplexe K revient à se donner une fontion f : K → IRqui soit non-déroissante, 'est-à-dire telle que :
∀σ, τ ∈ K : σ ≺ τ =⇒ f(σ) ≤ f(τ)où ≺ est la relation �être fae de�. En e�et, si f1 < f2 < . . . < fn est la suite des valeursde f alors la suite de omplexes

f−1([−∞, f1]) ⊂ f−1([−∞, f2]) ⊂ . . . ⊂ f−1([−∞, fn]) (4.8)fournit une �ltration de K que l'on note Kf . Inversement, toute �ltration K1 ⊂ K2 ⊂
. . . ⊂ Kn = K est de la forme Kf pour la fontion f dé�nie par f(σ) = i pour σ ∈
Ki \Ki−1.Soit f : K → IR une fontion non-déroissante et I = I(Kf ) le multi-ensemble d'inter-valles de persistane de la �ltration Kf assoiée. Dit autrement, I est le multi-ensembled'intervalles de persistane de la haîne :

H(K1)→ H(K2)→ . . .→ H(Kn)où l'on a posé Ki = f−1([−∞, fi]).Dé�nition 4.4.1 Le diagramme de persistane de f , noté D(f), est la réunion dans leplan étendu (IR ∪ {−∞,+∞})2� du multi-ensemble de points {(fi, fj+1

)
}[i,j]∈I, où l'on a posé fn+1 = +∞, et� des points de la diagonale du plan {x = y} omptés haun ave multipliité in�nie(dénombrable).On note ∆∞ le multi-ensemble des points de la diagonale ave multipliité in�nie.On dira qu'une �ltration K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km = K est ompatible ave la fontion

f : K → IR si Kf est une sous-�ltration de K. Autrement dit, si f est onstante surhaque Ki \Ki−1 et si la fontion fK : [1, m]→ IR, i 7→ f(Ki \Ki−1) est non-déroissante.Dé�nition 4.4.2 le diagramme de persistane d'une fontion non-déroissante f : K →IR relativement à une �ltration K ompatible ave f est le multi-ensemble de points
D(f,K) = ∆∞ ∪ {

(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K)où l'on a posé fK(m+ 1) = +∞, m étant la longueur K.En partiulier, D(f) = D(f,Kf).Lemme 4.4.3 D(f) = D(f,K) pour toute �ltration K ompatible ave f .



4.4. Diagramme de persistane. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 43Preuve : Soit f1 < f2 < . . . < fn la suite des valeurs de f sur K. On pose κ :
[1, n] → [1, m], i 7→ max{j | fK(j) = fi}. Clairement, f−1([−∞, fi]) = Kκ(i) et la haîned'homologie induite par Kf dé�nit, ave l'injetion κ, une sous-haîne de elle induitepar K selon la terminologie de la setion 4.2.3. On en déduit par le lemme 4.2.9 que
I(Kf) = {[λ(i), µ(j)] | [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}, ave λ et µ omme dans le lemme.D'où

D(f) = D(f,Kf) = ∆∞ ∪ {
(
fλ(i), fµ(j)+1

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}On véri�e aisément ave les dé�nitions de κ, λ et µ que fλ(i) = fK(i) et fµ(j)+1 = fK(j+1).Soit enore

D(f) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}Mais si λ(i) > µ(j) pour un ertain intervalle [i, j] ∈ I(K) alors fK(i) = fK(j + 1)et le point orrespondant (fK(i), fK(i)) est �absorbé� par la diagonale ∆∞. On onlut�nalement

D(f) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K) = D(f,K). 2Ainsi le diagramme de persistane de f peut être alulé à partir de n'importe quelle�ltration ompatible ave f .4.4.1 Stabilité du diagramme de persistaneSoient f, g : K → IR deux fontions non-déroissantes. On note

‖f − g‖∞ = sup
σ∈K

|f(σ)− g(σ)|leur distane L∞.On dé�nit également une (pseudo) distane1 d entre diagrammes de persistane par
d(D,D′) = inf

φ
sup
p∈D

‖p− φ(p)‖∞où φ : D → D′ dérit l'ensemble des bijetions entre D et D′ et ‖p − q‖∞ = max{|xp −
xq|, |yp− yq|} (on pose |+∞− x| = +∞ si x 6= +∞ et 0 sinon). Notons que D et D′ onttous les deux même ardinal (du ontinu) du fait de la présene de la diagonale ∆∞.Proposition 4.4.4 ([CSEH07, CSEM06℄) d(D(f), D(g)) ≤ ‖f − g‖∞Preuve : On pose ft = f + t(g − f). Notons que ft est non-déroissante sur K. Pourtoute paire de simplexes σ, τ ∈ K, il existe un réel u ∈ [0, 1] tel que le signe (au senslarge) de ft(σ)− ft(τ) reste onstant pour t ∈ [0, u] et de même pour t ∈ [u, 1]. Il existedon une partition �nie 0 = t0 < t1 < . . . < tr = 1 de2 [0, 1] telle que l'ordre relatif des1Il ne s'agit pas d'une véritable distane ar d peut prendre une valeur in�nie.2r ≤ (

m

2

)
+ 1 où m est le nombre de simplexes de K
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ft-valeurs des simplexes soit indépendant de t sur haque intervalle [ti, ti+1]. On en déduitpour haque i ∈ [0, r− 1] une �ltration simple Ki ompatible ave toutes les fontions ftpour t ∈ [ti, ti+1]. Par le lemme 4.4.3, on a

D(ft) = D(ft,Ki) = ∆∞ ∪ {
(
ft(σa), ft(σb+1

)
}[a,b]∈I(Ki)où σa est le a-ième simplexe de la �ltration simple Ki. En onsidérant la bijetion évi-dente entre D(fti) et D(fti+1

) qui vaut l'identité sur ∆∞ et envoie (
fti(σa), fti(σb+1)

) sur
(
fti+1

(σa), fti+1
(σb+1)

), on déduit d(D(fti), D(fti+1
)) ≤ (ti+1−ti)‖f−g‖∞. Par appliationde l'inégalité triangulaire on obtient �nalement

d(D(f), D(g)) ≤
∑

i

(ti+1 − ti)‖f − g‖∞ = ‖f − g‖∞

2



Chapitre 5Homologie et approximationSoit X un sous-espae fermé d'un espae métrique (M, d) (On pourra prendre M =IRn). Connaissant une approximation Y de X on souhaite extrapoler la topologie de X.Robins [Rob99℄ a montré omment déduire en pratique l'homologie de X à partir devoisinages tubulaires de Y . Par dé�nition l'ǫ-voisinage tubulaire de Y est
Y ǫ = {x ∈M : d(x, Y ) ≤ ǫ}Le prinipe développé par Robins est le suivant. Si Y est su�samment prohe de X pourla distane de Hausdor� alors un petit voisinage tubulaire de Y se trouve emboîtés entredeux petits voisinages tubulaires deX et réiproquement. Pour peu queX soit su�samentrégulier, les petits voisinages tubulaires de X ont la même homologie et un simple alulalgébrique montre que ette homologie peut s'exprimer en fontion des homologies desvoisinages tubulaires de Y . Notons que des arguments et onlusions similaires ont étéobtenus par Cohen-Steiner et al. [CSEH07℄ et Chazal et Lieutier [CL05℄. Ce dernier travail,spéi�que aux sous-espaes de M = IRn, montre également omment déduire le groupefondamental de (petits voisinages tubulaires) de X à partir de voisinages tubulaires de

Y .Dans la suite on note dX : y ∈ M 7→ d(y,X) = infx∈X d(y, x) la fontion distane ausous-espae X et Xǫ = d−1
X ([0, ǫ]) le ǫ-voisinage de X.Dé�nition 5.0.5 Un réel positif a est dit valeur régulière homologique de dX s'il existe

ǫ positif tel que l'inlusion j : Xa−ǫ →֒ Xa+ǫ induit un isomorphisme en homologie, i.e.
j∗ : Hk(X

a−ǫ)→ Hk(X
a+ǫ) est un isomorphisme pour tout k.Dans le as ontraire a est dit valeur ritique homologique.On dé�nit hfs(X) (homologial feature size) omme l'in�mum des valeurs ritiques ho-mologiques non-nulles de dX.On note dH la distane de Hausdor� :
dH(X, Y ) = max

{
sup
x∈X

dY (x), sup
y∈Y

dX(y)
}

45



4.4. Diagramme de persistane. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 46Exerie 5.0.6 Montrer que
dH(X, Y ) = inf{ǫ ≥ 0 : Y ⊂ Xǫ et X ⊂ Y ǫ}Lemme 5.0.7 Pour tout ǫ ≥ 0, on a Xǫ ⊂ Y ǫ+dH(X,Y ).Preuve : Soit z ∈ Xǫ, alors

∀x ∈ X : d(z, Y ) ≤ d(z, x) + d(x, Y ) ≤ d(z, x) + dH(X, Y )On en déduit d(z, Y ) ≤ ǫ+dH(X, Y ) par passage à l'in�mum du membre de droite. D'où
z ∈ Y ǫ+dH(X,Y ). 2remarquons que les r�les de X et Y peuvent être interhangés.On peut désormais énoné le résultat prinipal (appelé théorème d'inférene homologiquedans [CSEH07℄)Théorème 5.0.8 Soit X et Y deux sous-espaes d'un espae métrique (M, d) tels que
hfs(X) > 0 et dH(X, Y ) < hfs(X)/4.Alors, pour tous nombres positifs ǫ, δ tels que dH(X, Y ) + ǫ ≤ δ < hfs(X)/4,l'homologie de Xǫ (en toutes dimensions) est isomorphe à l'image du morphisme induiten homologie par l'inlusion Y δ ⊂ Y 3δ.La proposition mentionne le voisinage tubulaireXǫ et nonX lui-même. Pour de nombreuxespaes (sous-variétés ompates et lisses de IRn, omplexes a�nes �nis plongés dansIRn,. . . ) Xǫ se rétrate par déformation sur X. Par suite Xǫ et X ont la même homologie(et même type d'homotopie). Chazal et Lieutier [CL05℄ donnent ependant un exempled'un sous-espae ompate X du plan ave hfs(X) > 0 pour lequel X et Xǫ n'ont pas lamême homologie : l'espae X, parfois appelé la sinusoide fermée du topologue, est obtenuen reollant le graphe de la fontion sin 1

x
:]0, 2

3π
]→ IR ave la ourbe polygonale joignantles points (0, 1), (0,−2), ( 2

3π
,−2) et ( 2

3π
,−1). Alors Xǫ a le type d'homotopie d'un erle(épaissi) alors que X est ontratile. Sur e sujet on pourra également onsulter la notiond'espae ANR (Absolute Neighborhood Retrat) (f. [GH81℄).La preuve du théorème repose sur un petit lemme préparatoire. La démonstration faileest laissée au leteur.Lemme 5.0.9 Soit une haîne de morphismes

A
a
→ B

b
→ C

c
→ D

d
→ Etelle que b ◦ a et d ◦ c sont des isomorphismes. Alors A est isomorphe à l'image de c ◦ b.Preuve du théorème : Par hypothèse sur ǫ et δ et ompte tenu du lemme 5.0.7, on ala suite d'inlusions

Xǫ ⊂ Y δ ⊂ X2δ ⊂ Y 3δ ⊂ X4δPuisque 4δ < hfs(X), les inlusions Xǫ ⊂ X2δ ⊂ X4δ induisent des isomorphismes enhomologie et on onlut ave le lemme préédent après passage aux morphismes induitsen homologie. 2



Chapitre 6Homotopie
6.1 Version ontinueSoit X un espae topologique onnexe par ars et x ∈ X.Un laet de X de point base x est une appliation ontinue f : [0, 1] → X telle que
f(0) = f(1) = x. On note 1x le laet onstant (∀t ∈ [0, 1] : 1x(t) = x).Une homotopie (à point base) entre deux laets f et g est une appliation ontinue
H : [0, 1] × [0, 1] → X telle que H(0, .) = f , H(1, .) = g et H(., 0) = H(., 1) = x. Ondit alors que f et g sont homotopes. La lasse d'homotopie d'un laet est l'ensemble deslaets qui lui sont homotopes.La onaténation de deux laets f et g est le laet

f.g(t) =

{
f(2t) si 0 ≤ t < 1/2
g(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1On véri�e aisément que pour tous laets f0, f1, g0, g1 :� les laets f0, f0.1x et 1x.f0 sont homotopes,� le laet f0.f

−1
0 est homotope au laet onstant,� si f0 est homotope à f1 et g0 est homotope à g1 alors f0.g0 est homotope à f1.g1.On en déduit que l'ensemble des lasses d'homotopie de laets de point base x formeun groupe pour la loi de onaténation (modulo l'homotopie) ; son élément neutre estla lasse du laet onstant. Ce groupe est appelée le groupe fondamental de X et noté

π1(X, x).Exerie 6.1.1 Montrer, en utilisant la onnexité par ar de X, que pour tout x, y ∈ X,les groupes π1(X, x) et π1(X, y) sont isomorphes.Le groupe fondamental d'un espae peut être ommutatif ou non, �ni ou non. Pour laplupart des espaes renontrés, e groupe est ependant de type �ni (i.e., engendré par unefamille �nie d'éléments). Dans la pratique le alul du groupe fondamental d'un espaerevient à déterminer une famille génératrie et à fournir les relations entre es générateurs47



6.1. Version ontinue. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 48qui permettent de reonstituer entièrement le groupe. Ces relations expriment l'identitéentre l'élément neutre et ertains produits de générateurs et de leurs inverses. une tellereprésentation d'un groupe, par générateurs et relations, est dite ombinatoire.Par exemple le groupe ZZ/pZZ admet une représentation ombinatoire ave un uniquegénérateur et une unique relation exprimant que la puissane p-ième de e générateur estl'identité. On note ette représentation sous la formeZZ/pZZ =< g | gp = 1 >6.1.1 Représentation ombinatoire des groupesOn expliite la notion de représentation ombinatoire.Soit G un ensemble de symboles. On note G−1 l'ensemble des symboles de G a�ublésdu signe −1. Intuitivement les symboles de G−1 représentent les inverses des symboles de
G dans un ertain groupe. On dé�nit une relation d'équivalene sur les mots formés àpartir des symboles de G ∪G−1 : deux mots sont équivalents si on peut passer de l'un àl'autre par une suite d'ajouts ou de suppressions de sous-mots de la forme g.g−1 ou g−1.goù g ∈ G. On véri�e que la loi de onaténation sur les mots est ompatible ave etterelation d'équivalene.À partir de G on onstruit un groupe appelé le groupe libre sur G. Il est noté L(G). C'estl'ensemble des mots sur l'alphabet G ∪G−1 modulo la relation d'équivalene préédenteet muni de la loi de onaténation. Son élément neutre est le mot vide.Soient u, w deux éléments de L(G). Le onjugué de w par u est l'élément u−1.w.u de L(G).Si R est une partie de L(G), le sous-groupe distingué engendré par R est le sous-groupe
C(R) de L(G) onstitué des éléments de R, de leurs inverses, de tous leurs onjugués (pardes éléments de L(G)) et des produits de tels éléments. Dit autrement, C(R) est le pluspetit sous-groupe distingué de L(G) ontenant R.On peut maintenant dé�nir formellement la notion de représentation ombinatoire : legroupe de représentation ombinatoire

< G |R >est le groupe quotient L(G)/C(R). Intuitivement, 'est l'ensemble des mots sur G ∪
G−1, où l'on identi�e deux mots si l'on peut passer de l'un à l'autre par une suite �nied'opérations du type1. ajout ou suppression de sous-mots de la forme g.g−1 ou g−1.g où g ∈ G,2. ajout ou suppression de mots de R ou de leurs inverses.Exerie 6.1.2 en admettant si besoin un nombre in�ni de générateurs ou de relations,montrer que tout groupe admet une représentation ombinatoire.Un des outils fondamentaux pour le alul e�etif du groupe fondamental est le théorèmede Seifert-van Kampen qui permet de aluler le groupe fondamental d'un espae à partir



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 49d'une déomposition de et espae en moreaux. Voir Massey [Mas77℄ pour une exellenteintrodution au groupe fondamental et ses appliations.Lorsque les espaes étudiés sont triangulés, une approhe purement ombinatoire dugroupe fondamental peut s'avérer plus simple. Bien entendu, la dé�nition ombinatoiredu groupe fondamental dans e qui suit est isomorphe à elle qu'on obtient dans le asontinu. En partiulier, ette dé�nition donne des résultats isomorphes pour des triangu-lations ombinatoirement équivalentes. La démonstration de l'équivalene entre ontinuest ombinatoire fait intervenir de la topologie générale et peut être assez fastidieuse,mais elle ne reèle pas de di�ultés partiulières.6.2 Version ombinatoire6.2.1 Le groupe fondamental des graphesOn onsidère un graphe onnexe G = (S,A, o,−1 ).Dé�nition 6.2.1 Un hemin de G est une suite �nie d'ars (e1, e2, . . . , en), éventuel-lement vide si n = 0, telle que la destination de ei oïnide ave l'origine de ei+1. Unlaet (ombinatoire) ou hemin fermé de G est un hemin dont l'origine oïnide ave lesommet terminal. On appelle (point) base ette origine. Le hemin vide est un laet depoint base indéterminé. La taille d'un hemin (laet) γ, notée |γ|, est son nombre d'ars.L'inverse du hemin γ = (e1, e2, . . . , en) est le hemin γ−1 = (en
−1, . . . , e2

−1, e1
−1).Dé�nition 6.2.2 Un hemin est réduit s'il ne ontient pas de sous-hemin de la forme

(e, e−1). Une rédution élémentaire est la suppression dans un hemin, d'un sous-heminde la forme (e, e−1).Les rédutions élémentaires engendrent une relation d'équivalene sur les hemins de G.On appelle homotopie ette relation. Par une aratérisation fondamentale des groupeslibres, haque lasse d'homotopie ontient un unique hemin réduit. Un laet homotopeau laet vide est dit homotope à un point ou ontratile (par angliisme ?).Proposition 6.2.3 Soit x un sommet de G. L'ensemble des lasses d'homotopie de laetsde base x forme un groupe pour la loi de onaténation, noté π1(G, x).Soit T un arbre ouvrant de G, et soit x un sommet de T . On assoie à tout ar e de T ,le laet
γT

e = γT
x,o(e).e.γ

T
o(e−1),xoù γT

u,v est l'unique hemin réduit de u à v dans T .On note E ′ l'ensemble des ordes de T dans G.On véri�e aisément que tout laet (e1, e2, . . . , en) de point base x dans G est homotopeau laet γT
e1
.γT

e2
. . . . γT

en
. De plus, pour tout ar e de T , γT

e est homotope au laet onstant.



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 50On en déduit que π1(G, x), est engendré par les γT
e , ave e (munie de son orientation pardéfaut) dans E ′. Clairement, puisque haque arête de E ′ apparaît une unique fois dansles laets de la famille {γT

e }e∈E′, ette famille ne véri�e auune relation non triviale etengendre de e fait librement π1(G, x). On en onlut queThéorème 6.2.4 π1(G, x) est isomorphe au groupe libre engendré par les ordes de toutarbre ouvrant de G.6.2.2 Le groupe fondamental des surfaesOn onsidère une surfae triangulée onnexeM. On notera respetivement S,A et F sesensembles de sommets, arêtes et faes.Dé�nition 6.2.5 Un hemin (resp. laet) γ deM est un hemin (resp. laet) de son 1-squelette. Une homotopie élémentaire de γ est soit une rédution élémentaire (suppressionde e.e−1) soit la suppression dans γ d'un sous-hemin (a, b, c) qui borde un triangle de
M. Ce dernier type d'homotopie élémentaire est dit faial.Les homotopies élémentaires engendrent une relation d'équivalene sur les hemins (resp.laets) deM appellée homotopie et notée ∼.Proposition 6.2.6 Soit x un sommet de M. L'ensemble des lasses d'homotopie delaets de base x forme un groupe pour la loi de onaténation, noté π1(M, x) et appelé legroupe fondamental de (M, x).Exerie 6.2.7 Soient x et y deux sommets d'une surfae triangulée onnexeM. Mon-trer que π1(M, x) et π1(M, y) sont isomorphes. On notera π1(M) la lasse des groupesfondamentaux deM à isomorphisme près.Par dé�nition tout laet de M est un laet de son 1-squelette M1. Si T est un arbreouvrant de M1, on en déduit que les laets γT

e (relativement au point base x) où eparourt l'ensemble E ′ des ordes de T , génèrent π1(M, x). On note E ′−1 l'ensemble desinverses de E ′ et L(E ′) le groupe libre engendré par les ordes de T .Considérons maintenant pour haque fae f deM, la trae (e1, e2, . . . , ek) sur l'ensemble
E ′ ∪E ′−1 du bord de l'une des deux orientations de f (ii f est un triangle, don k ≤ 3).On assoie à f l'élément rf de L(E ′), appelé relation faiale (relativement à E ′) :

rf = e1.e2 . . . ek.Bien évidemment, si ei se trouve être l'inverse d'une orde, il doit être interprété omme
(e−1

i )−1. Notons également que la trae de f i-dessus étant dé�nie à permutation yliqueprès, rf est dé�nie à onjugaison (et inverse pour le hoix de l'orientation de f) près dans
L(E ′).



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 51Proposition 6.2.8 Soit T un arbre ouvrant du 1-squelette de la surfaeM. On note E ′l'ensemble des ordes de T , et {rf}f∈F l'ensemble des relations faiales deM relativementà E ′. Alors π1(M, x) est isomorphe à la représentation ombinatoire
< E′ | {rf}f∈F >Preuve : On onsidère le morphisme γ : L(E ′) → π1(M, x) qui assoie à une orde ela lasse d'homotopie de γT

e . Ce qui préède indique que γ est surjetif. Il su�t don demontrer que ker γ est égal au sous-groupe distingué, R, engendré par les relations faiales.Pour w = e1 . . . en ∈ L(E ′) on note Γ(w) = γT
e1
. . . γT

en
le laet obtenu par onaténationdes γT

ei
, de sorte que γ(w) est la lasse d'homotopie de Γ(w). On note également ∼ larelation d'homotopie dansM et ∼1 la relation d'homotopie dans son 1-squelette, i.e. enrestreignant les homotopies élémentaires aux rédutions élémentaires.Pour toute relation faiale rf , on a Γ(rf) ∼1 c.∂f.c

−1 où c est un hemin d'approhedans T de x vers un sommet de f . On en déduit Γ(rf) ∼ 1 par dé�nition de l'homotopiedans M, puis R ⊂ ker γ. Réiproquement, on veut montrer que Γ(r) ∼ 1 implique
r ∈ R. Cei permet e�etivement de onlure ker γ ⊂ R et don ker γ = R. Pour ela,on raisonne par réurrene sur le nombre d'homotopies élémentaires faiales permettantde transformer Γ(r) en le laet onstant. Le as de base, Γ(r) ∼1 1 implique r = 1 dans
L(E ′), est une onséquene du théorème 6.2.4. Sinon, on suppose que Γ(r) ∼1 u.∂f.v où
uv se réduit à 1 ave une homotopie élémentaire faiale de moins que Γ(r). On a alors
Γ(r.v̄−1.r−1

f .v̄) ∼1 u.∂f.v.v
−1.(∂f)−1.v ∼1 uv, où v̄ est la trae de v sur E ′. Mais parhypothèse de réurrene, r.v̄−1.r−1

f .v̄ ∈ R, i.e. r ∈ R. 2Dans la pratique on peut simpli�er la représentation ombinatoire de la proposition i-dessus. On note pour ela K∗ un arbre ouvrant du graphe d'adjaene des faes deM.L'arboresene de faes orrespondant à K∗ forme un disque triangulé D. Les arêtes dubord de D s'identi�ent surM à un sous-graphe G du 1-squeletteM1. On note T un arbreouvrant de G ; 'est également un arbre ouvrant de M1. Soit E ′ les ordes de T dans
G et I les arêtes internes de D (omplémentaires de G dansM1). D'après la propositionpréédente, π1(M, x) admet la représentation ombinatoire

< E′ ∪ I | {rf}f∈F > .On supposera que les faes deM sont orientées de manière ompatible dans D, i.e. queles orientations induites par les deux triangles inidents à haque arête interne de D sontopposées. Pour haque triangle f , la relation rf orrespondante s'obtient en onsidérantles 3 arêtes du bord de f et en ne retenant que les arêtes de I (internes à D) et de E ′(elles sur le bord de D qui sont des ordes de T ). Si le triangle t orrespond à un sommetde degré un dans K∗, alors rt a l'une des trois formes possibles : e, e.a ou e.a.b où e estl'unique arête interne de f et a, b les deux autres arêtes de t, possiblement dans E ′. Onen déduit que, dans le groupe < E′ ∪ I | {rf}f∈F . >, l'élément e est soit l'identité, soits'exprime en fontion d'éléments de E ′ (puisque e = 1 ou e.a = 1 ou e.a.b = 1 dansle groupe). On en déduit une nouvelle représentation ombinatoire de π1(M, x) ave ungénérateur de moins :
< E′ ∪ I \ {e} | {r′f}f∈F\{t} >



6.2. Version ombinatoire. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 52où r′f est obtenue en remplaçant dans rf les éventuelles ourrenes de e par son expressionen fontion de a et b. (Notons qu'ii il n'y a qu'un unique triangle t′ 6= t qui ontient e).Une telle modi�ation de la représentation ombinatoire s'appelle une transformation deTietze. L'arbre K ′∗ obtenu en supprimant le sommet t∗ (dual de t) de K∗ est un arbreouvrant sur F \ {t}.En supprimant réursivement les triangles orrespondant à des sommets de degrés undans l'arbre dual sur les triangles restants, on élimine ainsi tous les générateurs dans I. Ilest faile de voir qu'il ne reste à la �n qu'une unique relation obtenue en prenant la traesur E ′ du bord de D. On a vu que si M est orientable sans bord, de genre g, alors E ′ontient 2g ordes qui apparaissent haune deux fois sur le bord de D. On a ainsi montréque les laets {γT
e }e∈E′ forment une famille génératrie de π1(Mg, x). Plus préisément,Proposition 6.2.9 Le groupe fondamental de Mg admet une représentation ombina-toire omposée des 2g générateurs {γT

e }e∈E′ et d'une unique relation de longueur 4g.On peut montrer, via la lassique lassi�ation des surfaes (f. [Sti93℄ ou [Mas77℄), quel'unique relation peut prendre la forme anonique
a1.b1.a

−1
1 .b−1

1 .a2.b2.a
−1
2 .b−1

2 . . . ag.bg.a
−1
g .b−1

goù a1, b1, . . . ag, bg sont les ordes de T dans G ave les notations i-dessus.Comme pour le alul de l'homologie, on peut en fait travailler ave des subdivisionsdont les faes sont des polygones à plus (ou moins) de trois �tés. En se ramenant àune subdivision n'ayant qu'un seul sommet et une seule fae, la proposition préédentedevient évidente.Par ailleurs la famille génératrie {γT
e }e∈E′ i-dessus est en fait de taille minimale.Proposition 6.2.10 Toute famille génératrie de π1(Mg, x) ontient au moins 2g élé-ments.Preuve : On remarque que la relation d'homotopie est ompatible ave elle d'homolo-gie. Don deux laets homotopes sont homologues (plus préisément les 1-yles assoiéssont homologues. Ces 1-yles sont obtenues en remplaçant la onaténation d'arêtes parune somme). On en déduit que la lasse d'homologie de tout yle simple s'exprime àpartir des lasses d'homologie d'une famille génératrie de π1(Mg, x). Par onséquent eslasses d'homologies engendrent H1(Mg) = IR2g. Mais toute famille génératrie de IR2g aau moins 2g veteurs. 2On appelle base de π1(Mg, x) une famille génératrie de taille minimale. Les laets d'unebase onstruite omme i-dessus véri�ent une relation obtenue en prenant la trae sur E ′du bord de D. En e�et, on obtient par onaténation des laets orrespondant un laetqui borde un disque, don ontratile.



Chapitre 7Optimisation et homotopie
7.1 Calul d'une base optimale du π17.1.1 Cas des graphesSuivant la disussion qui préède la proposition 6.2.4, on peut onstruire une base libre
{γT

e }e∈E′ de π1(G, x) à partir des arêtes omplémentaires d'un arbre maximal en tempsproportionnel à la taille ∑

e∈E′ |γT
e | de ette base. Remarquons ependant que toutes lesbases de π1(G, x) ne proviennent pas néessairement d'une telle onstrution.Peut-on aluler e�aement une base de taille minimale ? Existe-t-il une base minimaleassoiée à un arbre ouvrant ? Avant de répondre (positivement) à es deux questions�géométriques�, donnons un petit lemme préparatoire :Lemme 7.1.1 Soit L un groupe libre de rang �ni n et {x1, x2, . . . , xn} une base de L.Alors pour toute base {u1, u2, . . . , un} de L, il existe une permutation σ de [1, n] telle que

xi apparaît dans l'expression réduite de uσ(i) en fontion des xj.Preuve : Soit f l'automorphisme de L dé�ni par f(xi) = ui. Par passages aux quotients,
f dé�ni un automorphisme du groupe libre ommutatif de rang n, L/[L,L]. Il su�t donde prouver la propriété pour les automorphismes de ZZ-modules de rang n. Or la matried'un tel automorphisme est inversible, don de déterminant non nul. L'un des n! termesde l'expression usuelle du déterminant est don non nul, e qui exprime préisément lapropriété reherhée. 2Proposition 7.1.2 Soit x ∈ V un sommet d'un graphe onnexe �ni G, alors la base de
π1(G, x) assoiée à l'arbre de tout parours en largeur de G à partir de x est de tailleminimale.Preuve : Soit T l'arbre d'un parours en largeur à partir de x et soit E ′ l'ensemble desordes de T dans G. Par dé�nition de T , on a que pour tout sommet y ∈ V , la distanede x à y dans G oïnide ave ette distane dans T , i.e. ave |γT

x,y|. Pour tout e ∈ E ′,53



7.1. Calul d'une base optimale du π1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 54on remarque don que {γT
e } est un laet de point base x ontenant e de taille minimaleave ette propriété.Considérons une base B de π1(G, x). D'après le lemme préparatoire, les éléments de labase BT = {γT

e }e∈E′ peuvent être mis en bijetion ave les éléments de B de sorte que
γT

e apparaisse dans l'expression réduite (dans BT ) de son orrespondant dans B. Onen déduit que e apparaît dans tout laet représentant e orrespondant, et la remarquepréédente permet de onlure. 2Exerie 7.1.3 Montrer, sans utiliser la notion de groupe, que parmi toutes les basesassoiées à des arbres ouvrants, elles assoiées à des parours en largeur sont de tailleminimale.On remarquera que la proposition 7.1.2 reste vraie si on suppose que les arêtes de G sontmunies de poids positifs, que la taille est remplaée par le poids total, et que le paroursen largeur est modi�é par l'algorithme de Dijkstra [CLRS02℄.7.1.2 Cas des surfaesDe même que pour les graphes, il est possible de aluler une base minimale du groupefondamentale d'une surfae de manière e�ae. L'algorithme qui suit est tiré de Eriksonet Whittlesey [EW05℄.Soit M une surfae triangulée orientable sans bord de genre g et x un sommet de M.Comme pour les graphes, on ommene par aluler un arbre ouvrant T obtenu par unparours en largeur. Pour toute orde e de T dans le 1-squelette M1, on a un laet γT
equi est le plus ourt laet de base x ontenant e (f. la preuve de la proposition 7.1.2).On dé�nit de manière réursive un générateur glouton γT

ei
, i ≥ 1 par1

M\ (T ∪ {e1, . . . , ei}) est onnexe et |γT
ei
| est minimal ave ette propriété.SoitG∗

i le graphe dual deM\(T∪{e1, . . . , ei}), 'est-à-dire le graphe d'adjaene entre lesfaes deM\(T ∪{e1, . . . , ei}). Dire queM\(T ∪{e1, . . . , ei}) est onnexe équivaut à direque G∗
i est onnexe. Il est faile de voir à l'aide la aratéristique d'Euler que le graphedual G∗ deM\T possède 2g yles. Il y a don 2g générateurs gloutons. Ces générateurspeuvent être vus omme assoiés aux ordes de T dans H = T ∪ {e1, . . . , e2g}. Comme

M \ H est un disque (une arboresene de triangles), on se retrouve dans la situationpréédant la proposition 6.2.9, et les générateurs gloutons forment don une base de
π1(M, x), dite gloutonne. Les lasses d'homologies des générateurs gloutons onstituentégalement de e fait une base de H1(M).Le graphe dual G∗

2g deM\H onstitue un arbre ouvrant K∗ de G∗. On assoie à haquearête e∗ de G∗ le poids |γT
e |, longueur du laet assoié à la orde e de T primale de e∗.On remarque alors que K∗ est un arbre ouvrant de poids maximal dans G∗. En e�et,par dé�nition e∗i est une arête de poids minimal et appartient à un yle de G∗

i−1. Ceidonne une dé�nition globale d'une base gloutonne.1Si A est un sous-ensemble d'arêtes deM, On désigne parM\A la surfae à bord obtenue en oupant
M le long des arêtes de A.



7.1. Calul d'une base optimale du π1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 55Dé�nition 7.1.4 Fixons une base gloutonne de (M, x). Soit ℓ un laet de (M, x). Unfateur homologique de ℓ (relativement à la base gloutonne �xée) est un générateur gloutonqui apparaît ave un oe�ient non nul dans l'expression de la lasse d'homologie de ℓsur la base gloutonne.Lemme 7.1.5 Ave les notations préédentes, on a que pour toute orde e de T dans
M1, le laet γT

e est au moins aussi long que haun de ses fateurs homologiques.Preuve : Si γT
e est un générateur glouton, il n'y a rien à montrer. Supposons que en'est pas le as. Soient alors γT

e1
, . . . , γT

ek
les générateurs gloutons qui ne sont pas pluslong que γT

e . On pose Gk = T ∪ {e1, . . . , ek}.Si M \ (Gk ∪ {e}) est onnexe, alors k < 2g et par dé�nition de k, on a que γT
ek+1est stritement plus long que γT

e , e qui ontredit la dé�nition d'une base gloutonne.DonM\ (Gk ∪ {e}) n'est pas onnexe, tandis queM\Gk l'est. SoitM′ une des deuxomposantes de M\ (Gk ∪ {e}). L'arête e apparaît exatement une fois sur le bord de
M′. Lequel bord est inlus dans Gk ∪{e}. La lasse d'homologie de e bord est don uneombinaison des lasses d'homologies de γT

e1
, . . . , γT

ek
et γT

e , ave un oe�ient ±1 pourette dernière. Comme la lasse d'homologie de e bord est nulle ('est un bord !), on endéduit que la lasse d'homologie de γT
e s'exprime en fontion de elles de γT

e1
, . . . , γT

ek
. 2Lemme 7.1.6 Tout laet de point base x est au moins aussi long que haun de sesfateurs homologiques.Preuve : Soit ℓ un laet de (M, x). On exprime la lasse d'homotopie de ℓ, vu ommelaet de (M1, x), dans la base libre assoiée aux ordes de T dansM1 : ℓ ≃ γT

a1
, . . . , γT

ap
.On suppose que ette expression est réduite, de sorte que haque arête ai apparaît né-essairement dans ℓ. Par onséquent ℓ est plus long que haque γT

ai
. Mais tout fateurhomologique de ℓ est fateur homologique de l'un des γT

ai
, et on onlut ave le lemmepréédent. 2Lemme 7.1.7 Pour toute base {ℓi}1≤i≤2g de π1(M, x), il existe une permutation σ de

[1, 2g] telle que pour tout i ∈ [1, 2g], le générateur glouton γeσ(i)
est un fateur homologiquede ℓi.Preuve : La preuve est essentiellement la même que pour le lemme 7.1.1. 2Les deux lemmes préédents impliquent immédiatement queProposition 7.1.8 Toute base gloutonne est de longueur totale minimale parmi toutesles bases de π1(M, x).On remarque omme pour les graphes que la proposition reste vraie si on suppose que lesarêtes deM sont munies de poids positifs, que la taille est remplaée par le poids total,et que le parours en largeur est modi�é par l'algorithme de Dijkstra [CLRS02℄.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 56Théorème 7.1.9 Soit M une surfae triangulée orientable sans bord de genre g ayantun nombre total n de sommets, arêtes et faes. Il existe un algorithme de omplexité
O(n logn+ gn) qui alule une base minimale de π1(M, x).Preuve : Il su�t d'après la proposition préédente de onstruire une base gloutonne.Pour ela on ommene par aluler un arbre ouvrant T de plus ourts hemins à l'aidede l'algorithme de Dijkstra en temps O(n logn). On peut en temps linéaire aluler lalongueur de γT

e pour haque orde de T . D'après la dé�nition globale d'une base glou-tonne, il su�t ensuite de aluler un arbre ouvrant K∗ de poids maximal dans le graphed'adjaene G∗ des faes de M \ T muni des poids |γT
e |. Cei peut se faire en temps

O(n logn) par des algorithmes lassiques de alul d'arbre ouvrant de poids maximal(ou minimal) [CLRS02℄. Soient {e1, . . . , e2g} l'ensemble des arêtes primales orrespondantaux ordes de K∗ dans G∗, alors {γe1, . . . , γe2g
} onstitue une base gloutonne qui peutêtre onstruite en temps proportionnel à sa taille O(gn). 27.2 Caluls de laets sur les surfaesUn bon nombre d'algorithmes et de problèmes portant sur l'homotopie des ourbes surles surfaes ont été étudiés es dernières années. Citons :� le test d'homotopie entre deux ourbes [DS95, DG99℄,� le alul de système fondamental anonique de laets pour l'homotopie [VY90, LPVV01℄,� le alul d'un système fondamental minimal dans sa lasse d'homotopie [CdVL05℄,� le alul d'une déomposition en pantalons minimale dans sa lasse d'homotopie [CdVL07℄,� le alul d'un yle non ontratile ou d'un yle non séparateur minimal [MT01,CM05℄,� le alul d'une ourbe minimale dans sa lasse d'homotopie [CE06℄,� le alul d'un yle séparateur minimal [CCdVE+08℄,� et. . .



Chapitre 8Limites de la topologie algorithmiqueOn montre ii que ertains problèmes topologiques fondamentaux sont indéidables. C'esten partiulier le as pour le problème de la ontratibilité d'un laet dans un omplexe(simpliial ou autre) ou pour le problème de l'équivalene ombinatoire de deux om-plexes. La preuve de telles indéidabilités s'obtient en deux étapes. Dans un premiertemps on montre que le problème en question est équivalent à un problème de déisionsdans les représentations ombinatoires de groupes. Par exemple, une représentation du
π1 d'un omplexe s'obtient aisément à partir de son 2-squelette. On obtient tout aussiaisément l'expression de la lasse d'homotopie d'un laet dans ette représentation. Il suitque le problème de la ontratibilité se réduit au problème du mot dans les groupes. In-versement, toute représentation ombinatoire est réalisable omme le π1 d'un 2-omplexe,onstrutible par une mahine de Turing, dans lequel toute ombinaison des générateursse réalise omme un laet. Le problème du mot est don équivalent, au sens de la alu-labilité, à elui de la ontratibilité.Dans un deuxième temps, on montre que les grands problèmes de déision dans les repré-sentations ombinatoires de groupes, omme le problème du mot, de la onjugaison et del'isomorphisme, sont indéidables. La vraie di�ulté réside dans ette seonde étape, aumoins pour les problèmes du mot et la onjugaison. L'indéidabilité du problème du mota été prouvée par Novikov (1955) puis grandement simpli�ée par Boone (1959), grâe àl'introdution des extensions HNN. Markov (1958) a déduit des résultats de Novikov etBoone l'indéidabilité du problème de l'homéomorphisme pour les omplexes ombina-toires.L'objet de e hapitre est de prouver l'indéidabilité du problème du mot. Je suis laprésentation de Stillwell [Sti93, hap. 9℄.8.1 Le problème de l'arrêt8.1.1 Mahine de TuringUne mahine de Turing est un modèle mathématique de la notion de alul ou d'algo-rithme. Elle a été introduite par Alan Turing au milieu des années 1930. Selon la thèse de57



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 58Churh, de telles mahines modélisent toute automatisation imaginable du alul. Ellessont d'ailleurs équivalentes aux autres approhes de formalisation du alul que sont lesfontions (semi-)réursives et le λ-alul.Formellement, une mahine de Turing est un triplet (A,Q, T ) où A est un alphabetomportant un aratère spéial blan, Q est un ensemble d'éléments appelés états, et
T ⊂ A×Q×A×Q×{R,L} est une table de transitions spéi�ant le fontionnement de lamahine. Celle-i agit sur des on�gurations, 'est-à-dire des éléments de la forme uqv ∈
A∗×Q×A∗. Une telle on�guration modélise la mahine dans un état q et munie d'unebande linéaire marquée du mot uv, possédant une tête de leture/ériture positionnée surle premier aratère du mot v (le mot vide est interprété omme le aratère blan). Unetransition aqbpD ∈ T s'applique sur toute on�guration uqv telle que a est la premièrelettre de v. La transition transforme la on�guration en remplaçant ette première lettre
a par b, l'état q par l'état p et déplae la tête de leture d'une lettre à droite ou à gauheselon que D vaut respetivement R ou L.On ne onsidère ii que des mahines déterministes, 'est-à-dire telles que aqbpD ∈ T et
aqb′p′D′ ∈ T implique a′ = a, p′ = p et D′ = D : en lisant une lettre dans un état donnéon aboutit à une seule nouvelle on�guration possible. Une mahine est dite à l'arrêt siauune transition ne s'applique à sa on�guration ourante.ZZ2-mahineOn peut interpréter une mahine de Turing M omme un ensemble de transformationssur ZZ2. Pour ela, on pose β = |A| + |Q| et on assoie à haque lettre et état de Mun hi�re distint entre 0 et β − 1 en base β. On interprète ensuite une on�guration
uqv omme le ouple d'entiers (B(uq),B(v̄)) en base β, où v̄ = v1v2 . . . vk = vk . . . v2v1et B(w) désigne le nombre dont les hi�res en base β sont assoiés aux lettres et étatsde w, dans le même ordre. Toute transition de M peut ainsi s'interpréter omme unetransformation partielle sur ZZ2. Plus préisément, on assoie à toute transition aqbpL les
l-transformations :

(β2U + B(cq), βV + B(a))
l
→ (βU + B(p), β2V + B(bc))orrespondant aux transitions B−1(U)cqaB−1(V ) 7→ B−1(U)pcbB−1(V ) sur les on�gura-tions. Ces transformations sont enore de la forme

(β2U + Al, βV +Bl)
l
→ (βU + Cl, β

2V +Dl)pour des nombres Al, Bl, Cl, Dl appropriés. Ces 4 nombres déterminent ainsi une l-transformation.Notons qu'une transition donne naissane à |A| transformations possibles, une pourhaque valeur de la lettre c. On assoie de même à toute transition aqbpR les r-transformations :
(βU + B(q), β2V + B(ca))

r
→ (β2U + B(bp), βV + B(c))qui prennent la forme

(βU + Ar, β
2V +Br)

r
→ (β2U + Cr, β

2V +Dr)



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 59pour des nombres Ar, Br, Cr, Dr appropriés.Pour des ouples (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈ ZZ2, on érit (X, Y )
s
→ (X ′, Y ′) si (X ′, Y ′) se déduitde (X, Y ) par l'appliation d'une ou s-transformation, s ∈ {l, r}. Plus généralement onérit (X, Y )

∗
→ (X ′, Y ′) si (X ′, Y ′) se déduit de (X, Y ) par l'appliation d'une suessionde transformations. Ainsi, la mahine M passe d'une on�guration données à une autrepar une suession de transitions si et seulement (X, Y )

∗
→ (X ′, Y ′) pour les ouplesorrespondants.On érit �nalement (X, Y )

∗
↔ (X ′, Y ′) s'il existe des ouples

(X, Y ) = (X0, Y0), (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) = (X ′, Y ′) tels que (Xi, Yi)
si→ (Xi+1, Yi+1) ou

(Xi+1, Yi+1)
si→ (Xi, Yi) pour 0 ≤ i < n et si ∈ {l, r}.Codage standard des mahines de TuringOn dit qu'une mahine de Turing M est sous forme standard si elle a pour alphabet unsous-ensemble �ni de Σ = {blanc, 1, 1′, 1′′, 1′′′, . . .} et pour états un sous-ensemble �ni de

{q, q′, q′′, q′′′, . . .}. On peut alors oder la table de transition de la mahine sur l'alphabetà 6 lettres {blanc, 1, q,′ , R, L} en onaténant les transitions (de la forme 1′q′1′′q′′D) de
M où le symbole ′ est onsidéré omme une lettre. Finalement en remplaçant les lettres
q,′ , R, L par les lettres respetives 1′, 1′′, 1′′′, 1′′′′, on obtient un odage de la table detransition sur l'alphabet Σ. Une telle desription de M onstitue son ode standard, etest noté ⌈M⌉.8.1.2 Indéidabilité du problème de l'arrêtUn ensemble de mots W ⊂ A∗ est dit déidable (ou réursif) par une mahine de Tu-ring M = (A,Q, T ) si on peut distinguer trois états qi, qa, qr ∈ Q, respetivement appelésinitial, aeptant et rejetant, tels que pour tout mot w ∈ A∗, partant de la on�guration
qiw, la mahineM atteint une on�guration d'arrêt dans l'état qa si w ∈W et dans l'état
qr sinon. On exige en partiulier que M atteint une on�guration d'arrêt pour tous lesmots w.Un problème de déision est un ensemble de questions à réponses binaires (oui ou non).Par extension, on dira qu'un problème de déision est déidable par une mahine deTuring, s'il est possible de oder ses questions par des mots d'un alphabet et si l'ensembledes mots odant les questions à réponse positive est déidable.Soit M une mahine de Turing sous forme standard et ⌈M⌉ son ode standard. Ononsidère le problème de déision suivant :la mahine M atteint-elle, à partir de la on�guration q⌈M⌉, une on�guration d'arrêtdans l'état q′′ ?Théorème 8.1.1 Le problème de déision préédent est indéidable.Preuve : Supposons le problème déidable et soit S une mahine de Turing sous formestandard le déidant. Quitte à renommer les états de S, on peut supposer que ses états



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 60initiaux, aeptant et rejetant sont respetivement q, q′ et q′′. Partant de la on�guration
q⌈S⌉, la mahine S ne peut aboutir à l'état aeptant q′ ar ela signi�erait de manièreontraditoire que S, partant de q⌈S⌉ aboutit à q′′. De même, S ne peut aboutir à l'état
q′′, ar ela signi�erait de manière ontraditoire que S n'aboutit pas à q′′. 2Plus généralement,Corollaire 8.1.2 Le problème qui demande pour toute mahineM et toute on�gurationinitiale C, si M atteint une on�guration d'arrêt à partir de C est indéidable.En e�et, le problème préédent se réduit aisément1 à e problème général de l'arrêt. Il esten fait possible de onstruire une mahineM expliite pour laquelle le problème de l'arrêtà partir d'une on�guration initiale quelonque est indéidable. Le paragraphe suivantindique une onstrution relativement simple.Mahine de Turing universelleOn peut onstruire une mahine de Turing T , dite universelle, telle que pour toute ma-hine M sous forme standard et toute on�guration initiale C, la mahine T , partant dela on�guration q⌈M⌉C, simule le alul de M à partir de C et s'arrête dans l'état q′ siet seulement si le alul de M à partir de C �nit par s'arrêter. Une telle mahine seraitfastidieuse à dérire dans les détails mais on peut aisément onevoir un programme dansun langage de haut niveau, tel que le langage C++, qui réalise ette simulation. Ceiindique à fortiori l'existene d'une mahine de Turing universelle. Le prinipe est deparourir la on�guration initiale q⌈M⌉C pour �lire� l'état et le symbole ourants de C.Il faut ensuite parourir ⌈M⌉ pour déterminer quelle transition de M s'applique. Cettetransition transforme C en une on�guration C ′, et on aboutit �nalement à une on�gu-ration q⌈M⌉C ′ de T . On peut ainsi reommener jusqu'à éventuellement atteindre uneon�guration q⌈M⌉C ′′ telle que C ′′ est une on�guration d'arrêt pourM et passer ensuitedans l'état d'arrêt q′ pour M .Théorème 8.1.3 Le problème de l'arrêt pour la mahine universelle T est indéidable.Autrement dit, il n'existe pas de mahine de Turing qui déide pour toute on�guration
C si la mahine T , partant de C, aboutit à l'arrêt. En e�et, l'existene d'une telle mahinede Turing permettrait de déider le problème général de l'arrêt, en ontradition ave leorollaire 8.1.2.8.2 Indéidabilité du problème du motSoit G un groupe de représentation ombinatoire 〈E | R〉 et soit w une expression sur lesgénérateurs E de G. Le problème du mot onsiste à déterminer si w =G 1, i.e. si w est une1par une petite modi�ation alulable par une mahine de Turing.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 61onséquene des relations R de G. Par extension, le problème du mot généralisé onsiste àdéterminer si une ertaine expression w appartient à un ertain sous-groupe de G spéi�épar des générateurs dans G. Pour montrer que de tels problèmes sont indéidables onva montrer que le problème de l'arrêt pour les mahines de Turing se réduit, au sens deTuring, au problème du mot généralisé, puis au problème du mot. Pour ela on onsidèrele problème de l'arrêt pour une mahine de Turing quelonque, ou plus préisément pourla ZZ2-mahine Z équivalente (f. setion 8.1.1). On onstruit ensuite un groupe KZ etune injetion p : ZZ2 → KZ , de sorte que l'arrêt de Z � partant d'un élément quelonque
(u, v) ∈ ZZ2 � orresponde à l'appartenane de p(u, v) à un ertain sous-groupe de KZ .8.2.1 Indéidabilité du problème du mot généraliséOn pose

K = 〈x, y, z | [x, y]〉 ∼= ZZ2 ∗ ZZet on onsidère l'appliation p : ZZ2 → K, (u, v) 7→ (xuyv)−1zxuyvLemme 8.2.1 L'image de l'appliation p forme une base d'un sous-groupe libre de K.En partiulier, p est injetive.Preuve : Soit w = p(u1, v1)
j1 · p(u2, v2)

j2 . . . p(un, vn)jn un produit réduit sur les p(u, v),i.e. ave (ui, vi) 6= (ui+1, vi+1) et ave ji 6= 0. En développant et en utilisant la ommuta-tion de x et y on obtient
w =K x−u1y−v1zj1xu1−u2yv1−v2zj2 . . . xun−1−unyvn−1−vnzjnxunyvnPar le lemme de Britton, si e produit vaut 1 alors il ontient un fateur y−1xky ou yxky−1pour un ertain entier k. Or, entre deux ourenes de y ave puissanes opposées nonnulles il y a un mot réduit en x et z qui ontient au moins un zj , j 6= 0. En e�et, si unepuissane de y est nulle dans l'expression i-dessus, la puissane de x qui lui est aoléeest non-nulle par hypothèse de rédution. Mais un tel mot ne peut être une puissane de

x dans K ∼=< x, y > ∗ < z >. 2On assoie à toute l-transformation le morphisme
φl :< xβ2

, yβ, p(Al, Bl) >→< xβ , yβ2
, p(Cl, Dl) >, entre deux sous-groupes de K, dé�nipar xβ2

7→ xβ, yβ 7→ yβ2
, p(Al, Bl) 7→ p(Cl, Dl). Notons que l'existene d'un tel morphismen'est a priori pas évidente. On assoie de même à toute r-transformation le morphisme

φl :< xβ , yβ2
, p(Ar, Br) >→< xβ2

, yβ, p(Cr, Dr) > dé�ni par
xβ 7→ xβ2

, yβ2
7→ yβ, p(Ar, Br) 7→ p(Cr, Dr).Lemme 8.2.2 Les morphismes φl et φr existent et sont des isomorphismes.Preuve : Soit ρl le morphisme intérieur de K qui onjugue par x−Aly−Bl. Ce morphismeenvoie < xβ2
, yβ, p(Al, Bl) > isomorphiquement sur < xβ2

, yβ, z >. On envoie de même
< xβ, yβ2

, p(Cl, Dl) > sur < xβ , yβ2
, z > par un morphisme intérieur θl. Il su�t de montrer



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 62que θl ◦φl ◦ρ
−1
l existe et est un isomorphisme. Mais ei résulte du fait que < xβ2

, yβ, z >est égal à < xβ2
, yβ > ∗ < z > dans K (montrer l'inlusion dans les deux sens) etque < xβ, yβ2

, z > est égal à < xβ , yβ2
> ∗ < z > dans K. En e�et, l'appliation

xβ2
7→ xβ , yβ 7→ yβ2 induit lairement un isomorphisme < xβ2

, yβ >→< xβ, yβ2
> entredeux sous-groupes eux-mêmes isomorphes à ZZ2. Le �produit libre� de et isomorphismeave l'identité sur < z > fournit un isomorphisme qui vaut préisément θl ◦ φl ◦ ρ
−1
l . 2On peut don onsidérer l'extension HNN K∗φl

de K par φl. Soit tl le générateur stablede ette extension.Lemme 8.2.3 (u, v)
l
→ (u′, v′) si et seulement si t−1

l p(u, v)tl = p(u′, v′) dans K∗φl
. Demême, (u, v)

r
→ (u′, v′) si et seulement si t−1

r p(u, v)tr = p(u′, v′) dans K∗φr
.Preuve : Si (u, v)

l
→ (u′, v′) alors on a pour ertains U, V : u = β2U + Al, v = βV +

Bl, u
′ = βU + Cl, v

′ = β2V + Dl. On en déduit aisément que t−1
l p(u, v)tl = p(u′, v′) enutilisant les relations de K∗φl

. Réiproquement, supposons t−1
l p(u, v)tlp(u

′, v′)−1 = 1. Parle lemme de Britton appliqué à K∗φl
, on a p(u, v) ∈< xβ2

, yβ, p(Al, Bl) >. Soit enore
p(u, v) = xβ2j1yβj2p(Al, Bl)

j3xβ2j4 . . . p(Al, Bl)
jnpour des entiers j1, j2, . . . , jn. Par des transformations triviales le membre de droite peuts'érire sous la forme

p(β2U1 + Al, βV1 +Bl)
j3 · p(β2U2 + Al, βV2 +Bl)

j6 . . . p(β2Uk + Al, βVk +Bl)
jnxβ2pyβqpour ertains entiers U1, V1, U2, V2, . . . Uk, Vk, p, q. En abélianisant K∗φl

(ou plus simple-ment K, puisque tl n'intervient pas), l'égalité i-dessus impose p = q = 0. Le lemme 8.2.1permet de onlure que le membre de droite se réduit à un seul terme p(β2U+Al, βV +Bl)pour lequel u = β2U +Al et v = βV +Bl. On peut don appliquer la l-transformation à
(u, v), d'où p(u′, v′) = t−1

l p(u, v)tl = p(βU + Cl, β
2V +Dl) et �nalement u′ = βU +Cl et

v′ = β2V + Cl par le lemme 8.2.1, soit enore (u, v)
l
→ (u′, v′).Le as d'une transformation droite se traite de la même manière. 2On note KZ le groupe obtenu par extensions HNN suessives par tous les morphismes

φl et φr assoiés aux l et r-transformations de Z. Clairement, e groupe ne dépend pasde l'ordre des extensions e�etuées. Puisqu'un groupe se plonge dans haune de sesextensions HNN, le lemme préédent reste vrai dans KZ .Corollaire 8.2.4 p(u′, v′)
∗
↔ p(u, v) si et seulement si p(u′, v′) ∈< p(u, v), {tr}, {tl} >⊂

KZ .Preuve : D'après le lemme préédent, si p(u′, v′) ∗
↔ p(u, v) alors il existe un élément

w ∈< {tl}, {tr} >⊂ KZ tel que p(u′, v′) = w−1p(u, v)w. En partiulier p(u′, v′) ∈<
p(u, v), {tr}, {tl} >. Réiproquement, supposons p(u′, v′) ∈< p(u, v), {tr}, {tl} >. Don
p(u′, v′) s'érit

T0p(u, v)
j1T1p(u, v)

j2 . . . p(u, v)jkTk



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 63pour des entiers j1, j2, . . . , jk et des mots T0, T1, . . . , Tk de < {tr}, {tl} >. Puisqu'une telleexpression vaut un élément dans K, il est faile de voir par réurrene sur le nombred'extensions HNN pour passer de K à KZ et en utilisant le lemme de Britton, que etteexpression ontient un sous-mot de la forme t±1
s wt∓1

s où w est une expression dans ledomaine ou odomaine de φs. Mais un tel w étant néessairement de la forme p(u, v)j,on a
t±1
s wt∓1

s = t±1
s p(u, v)jt∓1

s = (t±1
s p(u, v)t∓1

s )j = p(u′′, v′′)joù l'on a soit (u, v)
s
→ (u′′, v′′) soit (u, v)

s
← (u′′, v′′) suivant les signes des puissanesde ts. En partiulier, le fait que p(u, v)j soit dans le (o)domaine de φs implique quela s-transformation orrespondant à ts s'applique à (u, v). En substituant p(u′′, v′′)j à

t±1
s p(u, v)jt∓1

s dans l'expression de p(u′, v′) i-dessus, on obtient une nouvelle expressionen les Ti, p(u, v) et p(u′′, v′′). En itérant e proédé, on obtient �nalement
p(u′, v′) = p(u1, v1)

j1p(u2, v2)
j2 . . . p(uk, vk)

jkoù pour haque i, on a (ui, vi)
∗
↔ (u, v). Le lemme 8.2.1 implique �nalement que le membrede droite de l'égalité se réduit à p(u′, v′). En partiulier (u′, v′)

∗
↔ (u, v). 2Lemme 8.2.5 Soit (u0, v0) ∈ ZZ2 orrespondant à une on�guration d'arrêt de Z. Alors

(u, v)
∗
↔ (u0, v0) si et seulement si (u, v)

∗
→ (u0, v0)Preuve : On ne peut avoir (u, v)

s
← (u0, v0) par hypothèse sur (u0, v0). Par ailleurssi (u, v)

s
← (u′, v′)

s′

→ (u′′, v′′) alors (u, v) = (u′′, v′′) ar Z orrespond à une mahinedéterministe. On peut don supposer qu'un tel motif n'existe pas dans la séquene
(u, v)

∗
↔ (u0, v0). La onjontion de es deux propriétés implique que ette séqueneest de la forme (u, v)

∗
→ (u0, v0). 2Théorème 8.2.6 Le problème du mot généralisé est indéidable.Preuve : Soit Z la ZZ2-mahine orrespondant à une mahine de Turing universelle

T . Quitte à ajouter quelques transitions à T , on peut supposer que ette mahine uni-verselle possède une unique on�guration d'arrêt interprétée omme un ertain (u0, v0)par Z. Le lemme et orrolaire préédents montrent alors que T atteint sa on�gurationd'arrêt partant d'une on�guration initiale donnée de ode (u, v) si et seulement si p(u, v)appartient au sous-groupe < p(u0, v0), {tr}, {tl} > de KZ . Le théorème 8.1.3 permet deonlure. 2Corollaire 8.2.7 (Boone) Le problème du mot est indéidable.Preuve : On noteH le sous-groupe < p(u0, v0), {tr}, {tl} > deKZ . On onsidère l'exten-sion L = KZ∗IdH
et soit k le générateur stable de ette extension. Alors p(u, v) ∈ H si etseulement si [p(u, v), k] =L 1. En e�et, par le lemme de Britton p(u, v)kp(u, v)−1k−1] =L 1si et seulement si p(u, v) ∈ H . 2



Chapitre 9Théorie de Morse disrèteLa théorie de Morse disrète a été introduite par Robin Forman [For98℄ à la �n des an-nées 1990. Elle s'applique à l'étude des omplexes simpliiaux ou plus généralement desCW-omplexes. Forman met partiulièrement en valeur l'analogie entre théorie de Morselassique sur les variétés di�érentielles et théorie disrète. Des exposés purement ombi-natoires apparaissent par le suite dans D. Kozlov [Koz08, hap. 11℄ et J. Jonsson [Jon08,hap. 4℄ par exemple. On s'en tiendra ii à une présentation ombinatoire dans le assimpliial.Dans e qui suit on érira a ≺ b dans un ensemble (partiellement) ordonné si a ≤ c ≤
b =⇒ c ∈ {a, b} et si a < b. On érira également b ≻ a pour a ≺ b.9.1 Fontion de Morse disrète et hamp veteurs dis-retSoit K un omplexe simpliial �ni. Une fontion de Morse disrète est une fontion
f : K → IR telle que pour tout simplexe σ ∈ K, on a f(ρ) ≥ f(σ) pour au plus unefaette ρ ≺ σ et f(τ) ≤ f(σ) pour au plus une ofaette τ ≻ σ. On véri�e aisément(exerie) qu'on ne peut avoir simultanément f(ρ) ≥ f(σ) ≥ f(τ) si ρ ≺ σ ≺ τ . Il suitque l'on peut assoier à f un ensemble de ouples (σ, τ) ave σ ≺ τ et f(σ) ≥ f(τ) tel quehaque simplexe apparaît dans au plus un ouple. On appelle hamp de veteur disretassoié à f l'ensemble de es ouples. Un simplexe est dit régulier s'il est aouplé, etritique sinon. Intuitivement, les ouples du hamp représentent le gradient de f et lessimplexes ritiques orrespondent à un gradient nul.Exerie 9.1.1 Montrer que si f est une fontion de Morse et si ρ ≺ σ ≺ τ dans K,alors on ne peut avoir f(ρ) ≥ f(σ) ≥ f(τ).Plus généralement un hamp de veteurs disret sur K est un ensemble de ouples desimplexes (σ, τ) ave σ ≺ τ tel que haque simplexe apparaît dans au plus un ouple.Étant donné un hamp de veteurs1 V , on onsidère le graphe orienté HV sur K dont1Auune onfusion n'étant possible, on omet l'adjetif disret dans la suite.64



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 65les ars sont les ouples (σ, τ) ∈ V et les ouples (τ, σ) tels que (σ, τ) 6∈ V et σ ≺ τ .Dit autrement, HV est le diagramme de Hasse de K pour la relation d'inlusion, orientéde façon déroissante, dont on a ensuite inversé l'orientation des ars orrespondant auxouples de V .Dé�nition 9.1.2 Le hamp V est dit aylique si HV est sans yle. Tout hemin(orienté) dans HV reliant deux simplexes dont les dimensions di�èrent d'au plus un estappelé une ligne de hamp. Ainsi, HV est aylique si et seulement si V n'a pas de lignede hamp fermée.Puisque haque simplexe apparaît dans au plus un ouple de V , la dimension des simplexesne peut diminuer deux fois de suite le long d'une ligne de hamp. Il suit que les dimensionsdes simplexes dans une ligne de hamp di�èrent d'au plus un.Lemme 9.1.3 Le hamp assoié à une fontion de Morse est aylique.Preuve : Soit f une fontion de Morse sur K et σ1 ≺ τ1 ≻ σ2 ≺ τ2 ≻ . . . ≻ σn ≺ τn,
n ≥ 2, une ligne du hamp assoiée à f . En partiulier σi est aouplé à τi. Par dé�nitiond'une fontion de Morse on a ainsi f(σ1) ≥ f(τ1) > f(σ2) ≥ f(τ2) > . . . > f(σn) ≥ f(τn).Par onséquent σ1 6= σn et il ne peut y avoir de ligne de hamp fermée pour f . 2Théorème 9.1.4 Un hamp V sur K est aylique si et seulement s'il existe une exten-sion linéaire L de l'inlusion sur K telle que pour tout (σ, τ) ∈ V on a σ ≺L τ , i.e. σ et
τ sont onséutifs dans L.Preuve : Par réurrene sur le nombre de simplexes de K. C'est évident siK est réduit àun sommet. Sinon, on onsidère l'ensemble U ⊂ K des simplexes de dimension maximale.S'il existe un simplexe ritique τ ∈ U , alors par réurrene il existe une extension linéaire
L′ de l'inlusion sur le omplexe K − τ telle que (ρ, σ) ∈ V =⇒ ρ ≺L′ σ. On en déduit
L en ajoutant τ à L′ omme plus grand élément. Sinon, tous les simplexes de U sontréguliers. Soit D l'ensemble des simplexes aouplés aux simplexes de U . J'a�rme qu'ilexiste un simplexe σ ∈ D aouplé à un simplexe τ ∈ U tel que τ est l'unique ofae de
σ dans K. Dans le as ontraire, il existerait un yle dans HV , ontredisant l'ayliitéde V , ar tout simplexe π ∈ U serait relié dans HV à un autre simplexe π′ ∈ U parun hemin π ≺ ρ ≻ π′ ave (π, ρ) ∈ V . Par réurrene, il existe une extension linéaire
L′ de l'inlusion sur le omplexe K − {σ, τ} véri�ant les onditions du théoreme. Ondé�nit alors L en ajoutant σ à L′ omme plus grand élément, puis en ajoutant τ ommesuesseur de σ. 29.2 Théorie de Morse algébriqueSoient σ ≺ τ dans K. Intuitivement on peut e�ondrer τ en déformant σ sur ∂τ − σ demanière à obtenir un omplexe ellulaire homotopiquement équivalent à K et dont lesellules sont en orrespondane ave elles de K − {σ, τ}. Si V est un hamp aylique



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 66sur K, alors le théorème 9.1.4 permet d'ordonner les ouples de V et de les e�ondrer lesuns après les autres pour obtenir un omplexe ellulaire KV ayant le type d'homotopiede K et dont les ellules sont en orrespondane ave les simplexes ritiques de K pour
V . De fait, on peut dé�nir un opérateur bord sur KV de sorte que le omplexe de haînesassoié ait la même homologie que K. C'est le résultat prinipal de la théorie de Morsedisrète.On onsidère de manière générale un omplexe de haînes libre

C∗ = · · ·
∂
→ Cn

∂
→ Cn−1

∂
→ · · ·possédant une base B indéxée par K. Dit autrement, haque Cn est un ZZ-module librea�eté d'une base indexée par les simplexes de dimension n de K, et B est la réunion dees bases.2Si eσ, eτ ∈ B, on note dτ,σ le oe�ient de eσ dans l'expression de ∂eτ sur B. Ainsi,

∂eτ =
∑

σ∈K

dτ,σeσ (9.1)En partiulier, dim σ 6= dim τ − 1 implique dτ,σ = 0. On obtient un ordre partiel <B sur
B par fermeture transitive de la relation σ ≺B τ si dτ,σ 6= 0.Un hamp aylique pour (C∗, B) est un hamp aylique V pour K tel que3 (σ, τ) ∈
V =⇒ dτ,σ = ±1. On onsidère le graphe orienté HV ayant K pour ensemble de sommetset pour ars l'ensemble V ∪ {(τ, σ) | σ ≺B τ et (σ, τ) 6∈ V }. Ainsi, lorsque ∂ s'identi�e àl'opérateur bord dans K, HV s'identi�e au graphe assoié à V dans la setion 9.1. Soit
c = τ ≻B σ1 ≺B τ1 ≻B σ2 ≺B τ2 ≻B · · · ≻B σn ≺B τn ≻B σ un hemin de HV . On dé�nitle poids de c omme le quotient

p(c) = (−1)ndτ,σ1(

n−1∏

i=1

dτi,σi+1
)dτn,σ/(

n∏

i=1

dτi,σi
) (9.2)Si n = 0 la formule se réduit à p(c) = dτ,σ. Pour dim τ = dim σ+1, on note CV

τ,σ l'ensembledes hemins de HV joignant τ à σ. On pose CV
τ,σ = ∅ sinon.Dé�nition 9.2.1 Un omplexe de Morse (CV
∗ , B

V ) assoié à V est un omplexe dehaînes libre
CV

∗ = · · ·
∂
→ CV

n

∂
→ CV

n−1
∂
→ · · ·où haque CV

n est un sous-module de Cn possédant une base BV
n = {. . . , eV

σ , . . .} indéxéepar les n-simplexes ritiques pour V de sorte que
∂eV

τ =
∑

σ∈K\V

(
∑

c∈CV
τ,σ

p(c))eV
σ (9.3)où K \ V désigne l'ensemble des simplexes non-aouplés dans V .2Dans e qui suit on utilise uniquement le fait que K est un ensemble gradué (une union disjointede Kn) et la notion de dimension est juste elle de graduation. On garde ependant la terminologie deomplexe simpliial, ar 'est l'appliation essentielle de ette théorie.3De manière générale on peut onsidérer pour C∗ un omplexe de modules sur un anneau quelonque.Dans e as on demande que dτ,σ soit une unité dans l'anneau.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 67Si (σ, τ) ∈ V , on note I(τ, σ) le omplexe de haînes
· · · 0→ ZZeτ

eτ 7→eσ→ ZZeσ → 0→ · · ·

I(τ, σ) est don isomorphe au omplexe de haînes · · · 0→ ZZ Id
→ ZZ→ 0→ · · · où la �èheidentité relie les modules d'indies dim τ et dim σ. Le théorème prinipal de la théorie deMorse disrète a�rme que l'homologie de C∗ est isomorphe à elle de tout omplexe deMorse.Théorème 9.2.2 Si V est hamp aylique pour (C∗, B) alors C∗ est isomorphe à CV

∗ ⊕⊕

(σ,τ)∈V I(τ, σ).Dit autrement C∗ admet une base B′ = (. . . , e′λ, . . .) telle que
∂e′µ =

{

e′λ si (λ, µ) ∈ V
∑

λ∈K\V

∑

c∈CV
µ,λ
p(c)e′λ si µ 6∈ {V }Preuve du théorème : On raisonne par réurrene sur le |V |. Supposons d'abord Vvide. Si dim τ = dim σ + 1 alors ou bien dτ,σ = 0 et il n'y a pas de hemin reliant τà σ dans HV , ou bien dτ,σ 6= 0 et τ ≻B σ est l'unique hemin reliant τ à σ dans HV .L'expression de ∂ dans l'équation (9.3) oïnide don ave l'équation (9.1) et CV

∗ est bienisomorphe C∗.Si V n'est pas vide, le théorème 9.1.4 légèrement adapté fournit une extension linéaire
L de <B telle que (λ, µ) ∈ V =⇒ λ ≺L µ. Soit alors (σ, τ) ∈ V tel que τ est maximalpour L parmi les simplexes aouplés dans V . On pose V ′ = V − (σ, τ). Par hypothèsede réurrene, il existe une base B′ = (. . . , e′λ, . . .) pour C∗ telle que1. (λ, µ) ∈ V ′ =⇒ ∂e′µ = e′λ2. Pour tout µ non-aouplé dans V ′,

∂e′µ =
∑

λ∈K\V ′

d′µ,λe
′
λ ave d′µ,λ =

∑

c∈CV ′

µ,λ

p(c)où CV ′

µ,λ désigne l'ensemble des hemins de HV ′ joignant µ à λ si dimµ = dimλ+ 1et CV ′

µ,λ = ∅ sinon. En partiulier d′µ,λ = 0 si dim µ 6= dim λ+ 1.Remarquons que τ ≻B′ σ est l'unique hemin de HV ′ joignant τ à σ. Sinon, on obtiendraitun yle dans HV , ontredisant l'ayliité de V . On en déduit d′τ,σ = dτ,σ = ±1, i.e.
∂e′τ = dτ,σe

′
σ +

∑

λ∈K\V

d′τ,λe
′
λ (9.4)On note {V } l'ensemble des simplexes appariés dans V . On dé�nit une base B′′ =

(. . . , e′′µ, . . .) de C∗ par
e′′µ =







e′µ si µ ∈ {V } − σ
∂e′τ = ∂e′′τ si µ = σ
e′µ − (d′µ,σ/dτ,σ)e

′
τ si µ 6∈ {V }



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 68J'a�rme que
∂e′′µ =

{

e′′λ si (λ, µ) ∈ V
∑

λ∈K\V (d′µ,λ −
d′µ,σd′

τ,λ

dτ,σ
)e′′λ si µ 6∈ {V }Le as (λ, µ) ∈ V provient diretement de la dé�nition de B′′ et de la propriété 1 i-dessuspour B′. Pour le seond as on ommene par aluler

e′′σ = dτ,σe
′
σ +

∑

λ∈K\V

d′τ,λe
′
λ = dτ,σe

′
σ +

∑

λ∈K\V

d′τ,λe
′′
λ +

∑

λ∈K\V

d′τ,λd
′
λ,σ

dτ,σ

e′′τLa première égalité est l'équation 9.4 et la seonde provient de la dé�nition de B′′. Chaqueterme d′τ,λd
′
λ,σ dans la dernière somme du membre de droite est nul pour des raisons dedimensionalité. D'où

e′σ =
1

dτ,σ

e′′σ −
∑

λ∈K\V

d′τ,λ

dτ,σ

e′′λOn a par ailleurs pour µ 6∈ {V } :
∂e′′µ = ∂e′µ −

d′µ,σ

dτ,σ

e′′σOr
∂e′µ =

∑

λ∈K\V ′

d′µ,λe
′
λ =

∑

λ∈K\V

d′µ,λe
′
λ + d′µ,σe

′
σ + d′µ,τe

′′
τ

=
∑

λ∈K\V

d′µ,λe
′′
λ +

∑

λ∈K\V

d′µ,λd
′
λ,σ

dτ,σ

e′′τ +
d′µ,σ

dτ,σ

e′′σ −
∑

λ∈K\V

d′µ,σd
′
τ,λ

dτ,σ

e′′λ + d′µ,τe
′′
τCette dernière égalité provenant de la dé�nition de B′′ et du alul de e′σ i-dessus. D'où

∂e′′µ =
∑

λ∈K\V

(d′µ,λ −
d′µ,σd

′
τ,λ

dτ,σ

)e′′λ + (
∑

λ∈K\V

d′µ,λd
′
λ,σ

dτ,σ

+ d′µ,τ )e
′′
τMais le terme en fateur de e′′τ vaut enore ∑

λ∈K\V ′

d′
µ,λ

d′
λ,σ

dτ,σ
qui est le oe�ient de e′σdans ∂2e′µ = 0 et est don nul.L'a�rmation i-dessus permet de onlure. En e�et, remarquons que si c ∈ CV

µ,λ utilisel'ar σ ≺B τ , et ar suit immédiatement µ, i.e. c = µ ≻B σ ≺B τ ≻B . . . Cei résulte dela maximalité de (σ, τ) pour L. On en déduit
CV

µ,λ = CV ′

µ,λ ∪ (µ ≻B σ ≺B τ) · CV ′

τ,λoù �·� désigne la onaténation de hemins. Il suit par la formule (9.2) de poids d'unhemin que pour µ, λ 6∈ {V } :
∑

c∈CV
µ,λ

p(c) = d′µ,λ −
d′µ,σd

′
τ,λ

d′τ,σ

2



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 69Corollaire 9.2.3 Si V est un hamp aylique sur le omplexe K, alors l'homologie de
K est isomorphe à elle de tout omplexe de Morse assoié à V .Puisque tout I(τ, σ) est aylique, on déduit e�etivement du théorème 9.2.2 que H(C∗)est isomorphe à H(CV

∗ ).



Chapitre 10Graphe des ontours d'un polyèdrevaluéSoit P un polyèdre, 'est à dire l'espae total d'un omplexe simpliial �ni dans un ertainIRp. Soit f : P → IR une fontion a�ne par moreaux (i.e. a�ne par restrition à haquesimplexe de P). On identi�e deux points de P si on peut les joindre par un hemin dans
P le long duquel f est onstante. Le graphe des ontours de f est par dé�nition l'espaequotient de P par ette identi�ation. Chaque point du graphe des ontours orrespondainsi à une omposante onnexe d'un ensemble iso-valeur de f sur P. On appelle ontourune telle omposante.On herhe à aluler le graphe des ontours de manière e�ae pour un polyèdre etune fontion donnée. Tarasov et Vyalyi [TV98℄, puis Carr et al. [CSA03℄, ont obtenu unalgorithme optimal lorsque P est simplement onnexe. Leur méthode repose en partie surdes liens simples entre graphes et ordres exposés i-dessous.10.1 Arbres des jontions et des sissionsSoit X un ensemble totalement ordonné par une fontion f : X → IR injetive : ∀x, y ∈
X : x <f y ⇔ f(x) < f(y). On appelle les éléments de X des sommets. Soit R unerelation sur X, subordonnée à <f , i.e.

xRy =⇒ x <f yOn note GR le graphe orienté de R que l'on supposera onnexe ((x, y) ∈ GR ⇔ xRy).J'appelle R-suesseur (resp. R-prédéesseur) de x tout y ∈ X tel que xR y (resp. y Rx).Par la suite on dira qu'un hemin p de GR est dessous (resp. dessus) un sommet y si lessommets de p sont inférieurs (resp. supérieurs) à y pour l'ordre ≤f .Remarque 10.1.1 Si G est un graphe onnexe non orienté simple (sans boule ni arêtemultiple) sur X, alors la relation R dé�nie par xR y ⇔ ({x, y} ∈ G et x <f y) estsubordonnée à <f et GR est une orientation de G.70



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 71Soit J (pour Jontion) la relation, notée aussi ≤J , dé�nie par x <J y si
x <f y et (∃z1, . . . , zp : z1 = x, zp = y, ∀i ∈ [1, p− 1] : zi <f y et ziRzi+1 ou zi+1 Rzi).Dit autrement, x <J y si et seulement s'il existe un hemin x ; y dans GR au dessousde y. On véri�e aisément que ≤J est un ordre partiel et je note ⊳J (resp. GJ) la relation(resp. le diagramme) de Hasse assoiée à ≤J .Je dé�nis de même une relation d'ordre S (pour Sission), notée aussi ≤S, par

x <S y

⇔

x <f y et (∃z1, . . . , zp : z1 = x, zp = y, ∀i ∈ [2, p] : x <f zi et ziRzi+1 ou zi+1 Rzi).Dit autrement, x <S y si et seulement s'il existe un hemin x ; y dans GR au dessusde x. S est un ordre et je note ⊳S (resp. GS) la relation (resp. le diagramme) de Hasseassoiée à ≤S.Remarque 10.1.2 J et S ne dépendent que de la l�ture transitive de R.Dé�nition 10.1.3 On appelle respetivement arbre des jontions et arbre des sissionsde GR (relativement à f) les diagrammes de Hasse GJ et GS.Lemme 10.1.4 Un élément de X a au plus un J-suesseur et au plus un S-prédéesseur.Preuve (pour J) : Un sommet de GJ ne peut avoir deux suesseurs ar x⊳J y et x⊳J zave f(y) < f(z) entraîne y <J z, une ontradition. 2Corollaire 10.1.5 Si GR est onnexe, alors GJ et GS sont des arbres.Preuve (pour J) : Le sommet f -minimal de tout yle simple a au moins deux sues-seurs, en ontradition ave le lemme préédent. Don GJ est aylique. Par ailleurs GJest onnexe puisque tout élément est J-inférieur au sommet de f -valeur maximale. 2Pour tout sommet x ∈ X, on note G−
R(x) (resp. G+

R(x)) le sous-graphe de GR induit parles sommets stritement en dessous (resp. stritement au dessus) de x.Proposition 10.1.6 Les J-prédéesseurs d'un sommet x ∈ X sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de G−
R(x) ontenant au moins un R-prédéesseur de x ; dans haquetelle omposante, le sommet maximal est un J-prédéesseur de x.Preuve : Soit C une omposantes onnexe deG−

R(x) ontenant au moins unR-prédéesseurde x. Soit y le sommet le plus haut de C. Clairement, y <J x. De plus, tout sommet t telque y ≤J t <J x est dans C. Don y ⊳J x.Inversement, soit y un J-prédéesseur de x. Il existe don un hemin y ; x dans GRen dessous de x, e qui montre que y est dans la omposante de G−
R(x) ontenant le

R-prédéesseur de x dans e hemin. On onsidère t, le sommet le plus haut de etteomposante. On a y ≤J t <J x, et don y = t. 2



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 72De manière analogue :Proposition 10.1.7 Les S-suesseurs d'un sommet x ∈ X sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de G+
R(x) ontenant au moins un R-suesseur de x ; dans haquetelle omposante, le sommet minimal est un S-suesseur de x.Les deux propositions préédentes fournissent un algorithme pour onstruire les arbresdes jontions et des sissions.Théorème 10.1.8 Si GR a n = |X| sommets et m arêtes, et si les sommets de Xsont triés par ordre f -monotone, alors les arbres GJ et GS peuvent être onstruits entemps O(mα(n)), où α est l'inverse d'une ertaine restrition de la fontion d'Aker-man [CLRS02℄.Preuve : Pour onstruire GJ on balaye ses sommets dans l'ordre f -roissant. Au oursdu balayage, on maintient les omposantes onnexes de G−

R(x) où x est le sommet ourantde balayage. Pour haque omposante c on maintient également son sommet le plus haut,noté c.h. On utilise la struture Union-Find [CLRS02℄ pour représenter les omposantesde G−
R(x). La proposition 10.1.6 montre que l'algorithme suivant alule orretement GJ .Makeset(x) rée une omposante ontenant le sommet x, Find(x) renvoie la omposanteontenant x et Union(x, y) fusionne les omposantes de x et de y.1. Pour x ∈ X2. c := Makeset(x)3. c.h := x4. Pour x ∈ X pris dans l'ordre f -roissant5. Pour y voisin de x au dessous de x6. Si Find(x) 6= Find(y)7. Ajouter l'arête (Find(y).h, x) à GJ8.  := Union(x, y)9. .h := xLe nombre d'opérations Union et Find est un O de la somme des degrés des sommets etdon un O(m), d'où la omplexité anonée. Un algorithme analogue permet de onstruire

GS. 210.1.1 Cas où GR est un arbreOn suppose désormais que la version non orientée de GR est aylique.Je note respetivement d+
R(x), d+

S (x), d−R(x) et d−J (x) le nombre de R-suesseurs, de
S-suesseurs, de R-prédéesseurs et de J-prédéesseurs de x.Proposition 10.1.9 ∀x ∈ X, d−R(x) = d−J (x) et d+

R(x) = d+
S (x).Preuve : C'est une onséquene direte des propositions 10.1.6 et 10.1.7. 2



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 73Corollaire 10.1.10 Un sommet x est R-minimal si et seulement s'il est J-minimal. Demême, x est R-maximal si et seulement s'il est S-maximal.On s'intéresse à la onstrution de GR à partir de GJ et GS. Le prinipe est d'e�euiller
GR progressivement. Pour ela, on détermine, à l'aide de GJ et GS, une arête de GRqui est inidente à une feuille. On simule alors la suppression de ette arête dans GR enmettant à jour GJ et GS de manière ohérente. On reommene jusqu'à épuisement dessommets de GJ et GS.Lemme 10.1.11 Si u est le J-suesseur (resp. S-prédéesseur) de x, alors les sommetsinternes du hemin x ; u de GR sont en dessous (resp. au dessus) de x.Preuve (pour J) : Dans le as ontraire, soit v le sommet interne de x ; u qui est
f -maximal. Alors x <J v <J u, ontredisant x ⊳J u. 2La onstrution inrémentale de GR déoule de la propriété suivante :Proposition 10.1.12 Les deux assertions suivantes sont équivalentes :(i) Le sommet x est R-minimal et possède un unique R-suesseur u.(ii) Le sommet x est J-minimal, u est le J-suesseur de x et x a préisément un S-suesseur.Preuve : Pour (i) =⇒ (ii), on sait par le orollaire 10.1.10 que x est J-minimal. Deplus, si v est le J-suesseur de x alors, par le lemme 10.1.11, les éventuels sommetsinternes de x ; v dans GR sont en dessous de x. Comme x est R-minimal ela impliqueque (x, v) est une arête de GR. Par uniité du R-suesseur de x on en déduit v = u.En�n, la proposition 10.1.9 montre que x a un unique S-suesseur.Pour la réiproque, x est R-minimal par le orollaire 10.1.10. De plus, le lemme 10.1.11implique que le hemin x ; u de GR est réduit à l'arête (x, u), don que u est un R-suesseur de x. En�n, la proposition 10.1.9 montre que x a un unique R-suesseur.
2Par symétrie on obtient une version �S� de e qui préède :Proposition 10.1.13 Le sommet x est R-maximal et possède un unique R-predéesseur
u si et seulement si x est S-maximal, u est le S-prédéesseur de x et x a préisément un
J-prédéesseur.On en déduit :Proposition 10.1.14 Si GR est aylique, il peut être onstruit en temps O(|X|) à partirde GJ et de GS.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 74Preuve : Puisque GR est un arbre, il a néessairement une feuille tant qu'il ontient aumoins deux sommets. Les propositions 10.1.12 et 10.1.13 permettent de séletionner unetelle feuille, et son unique voisin dans GR, à l'aide de GJ et GS seulement.Soit don z une feuille de GR. On note respetivement J ′ et S ′ la relation de jontionet de sission pour l'arbre GR − z. On véri�e aisément que les ordres J ′ et S ′ sont lesrestritions respetives à X \ {z} des ordres J et S. Par onséquent
x ⊳J ′ y ⇔ (x ⊳J y ∨ x ⊳J z ⊳J y)et on a une équivalene semblable en remplaçant J par S. Si la feuille z est un R-minimum,elle a un unique J-suesseur et un unique S-suesseur (f. propositions 10.1.12). Don

GJ ′ et GS′ se déduisent respetivement de GJ et GS par ontration de l'arête qui relie za respetivement son J-suesseur et son S-suesseur. On onlut de même si z est un
R-maximum.Par réurrene sur la taille de GR, on peut par e proédé d'e�euillage, reonstruire toutesles arêtes de GR.Sur le plan algorithmique on maintient l'ensemble F des feuilles de GR. C'est, d'après lespropositions 10.1.12 et 10.1.13, l'ensemble F− ∪ F+ où
F− = {x ∈ X | (d−J (x) = 0 ∧ d+

S (x) = 1)} et F+ = {x ∈ X | (d+
S (x) = 0 ∧ d−J (x) = 1)}Soit z ∈ F . Si z ∈ F− (resp. z ∈ F+) on ajoute l'arête (z, u) à la partie reonstruite de

GR où u est le J-suesseur (resp. S-prédéesseur) de z. En supposant que GJ et GS sontreprésentés par des lassiques listes d'adjaenes, on obtient en temps onstant les arbres
GJ ′ et GS′ sur X \ {z} obtenus par ontration d'arête (voir plus haut). Il est égalementfaile de maintenir l'ensemble F orrespondant à GR− z en temps onstant, puisque seul
u est potentiellement une nouvelle feuille. 2Remarque 10.1.15 Soient deux arbres GJ et GS sur un ensemble X de sommets. Laseule hypothèse que les degrés entrants dans GJ et sortants dans GS sont au plus unn'implique pas néessairement que GJ et GS sont les arbres des jontions et des sissionsassoiés à un arbre GR. Un ontre-exemple est fourni par les arbres en forme de ∨ et ∧sur 3 sommets.10.1.2 Cas où GR n'est pas un arbreOn abandonne momentanément l'hypothèse d'ayliité de GR et on regarde le lien ave
GJ et GS. Notons, à la suite de la remarque 10.1.15, que GJ et GS ne permettent plusde reonstruire GR.Proposition 10.1.16 Soit cR = |A(GR)| − |S(GR)|+ 1 le nombre ylomatique de GR.On a

∀x ∈ X, d−J (x) ≤ d−R(x) et d+
S (x) ≤ d+

R(x),de plus,
∑

x∈X

d−J (x) =
∑

x∈X

d+
S (x) =

∑

x∈X

d−R(x)− cR =
∑

x∈X

d+
R(x)− cR = |A(GR)| − cR.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 75Preuve : Les inégalités déoulent diretement des propositions 10.1.6 et 10.1.7. Leségalités se déduisent du fait que la somme des degrés entrants (resp. sortants) dans ungraphe orienté est égal à son nombre d'arêtes et que pour un arbre (omme GJ ou GS)e nombre est enore le nombre de sommets moins un. 2Si x a un défaut de degré dans GJ , i.e. d−J (x) < d−R(x), alors au moins deux des R-prédéesseurs de x sont reliés par un hemin dans GR au dessous de x. On a bien sûr unrésultat analogue pour d+
S (x). On en déduitLemme 10.1.17 Pour tout x ∈ X, d−J (x) + d+

S (x) ≤ dR(x) et l'inégalité est strite pourau plus 2cR éléments de X (f. proposition 10.1.16). De plus haque sommet pour lequelette inégalité est strite est inident à un yle de GR dont e sommet est maximum ouminimum. Réiproquement, haque yle admet au moins deux sommets (le plus haut etle plus bas) pour lesquelles ette inégalité est strite.10.2 Appliation10.2.1 Graphe des ontours d'un polyèdre valuéOn suppose que X est l'ensemble des sommets d'une polyèdre P. Soit une fontion in-jetive f : X → IR. On étend f sur P par linéarité. Si γ : [0, 1] → P est un heminde P, on dira qu'il est (stritement) f -roissant (resp. f -déroissant, resp. f -onstant) si
f ◦ γ : [0, 1]→ IR est (stritement) roissante (resp. déroissante, resp. onstante). Danse qui suit, tous les hemins onsidérés sur P sont linéaires par moreaux.On dé�nit la relation R sur X par xR y si1. il existe un hemin f -roissant γ : x ; y,2. il n'existe pas de sommet z ave deux hemins f -roissants δ : x ; z et δ′ : z ; y,de sorte que γ soit homotope à δ.δ′ dans P.Le graphe GR de R est appelé le graphe des ontours de f . La dénomination est justi�éepar le fait suivant. On peut montrer (f. proposition 10.2.8) que le graphe GR, onsidéréomme un graphe topologique, est homéomorphe à l'espae quotient P/ f

∼ où, pour tout
u, v ∈ P, u

f
∼ v si et seulement si u et v peuvent être reliés par un hemin f -onstantdans P.Notons que la l�ture transitive ≤R de R est donnée par x ≤R y si et seulement s'ilexiste un hemin f -roissant reliant x et y. Soient respetivement J et S les relations dejontion et sission relatives à R et f .Lemme 10.2.1 Pour tous sommets x, y de P, on a x <J y si et seulement s'il existe unhemin formé d'arêtes de P reliant x à y et au dessous de y.Preuve : Supposons x <J y. Par dé�nition, il existe un hemin c de GR reliant x à yau dessous de y. La note préédente permet de onstruire à partir de c un hemin dans
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P au dessous de y. Il est faile de montrer (exerie !) que l'on peut repousser e heminvers le bas sur les arêtes de P pour en déduire un hemin d'arêtes au dessous de y.Réiproquement, supposons qu'il existe un hemin d'arêtes de P reliant x à y et audessous de y. La note préédente montre que les extrémités de haune de es arêtes sont
R-omparables et on en déduit x <J y. 2On en déduit la propriété remarquable suivante.Corollaire 10.2.2 Les arbres des jontions et des sissions de GR sont les arbres desjontions et des sissions du 1-squelette P1 de P (relativement à f).Lemme 10.2.3 Si x <R y, alors il existe un hemin x ; y stritement f -roissant. Pluspréisément si γ : x ; y est un hemin f -roissant, ave f(x) < f(y), alors il existe unhemin x ; y stritement f -roissant et homotope à γ.Preuve : Plus généralement on suppose que x et y sont deux points de P ave f(x) <
f(y) et que leurs f -valeurs sont distintes de elles des sommets à moins qu'eux-mêmesne soient des sommets. Soit un hemin f -roissant γ : x ; y. Soit ℓ = τ1, . . . , τk la liste1des simplexes (relativement ouverts) traversés par γ. Notons que néessairement τi ≺ τi+1ou τi ≻ τi+1 (≺ est la relation �être fae de�). On obtient le résultat par réurrene sur
k : si k = 1, 2 'est évident, le segment [x, y] onvient. Sinon, soit i le plus petit indie telque τi ∩ γ ontient un point z ave f(z) > f(x). On peut hoisir z tel que f(z) < f(y).Si i 6= 1, k alors on peut appliquer la réurrene sur les deux moreaux x ; z et z ; y.Sinon, si i = 1 deux as se présentent.� Ou bien τ1 ≺ τ2. Soit z′ ∈ τ2 ∩ γ. On remplae le moreau z ; z′ de γ par lesegment [z, z′] et on oupe le nouveau hemin au milieu de e segment pour appliquerla réurrene.� Ou bien τ1 ≻ τ2. Soit z′ ∈ τ2 ∩ γ. Alors τ2 ontient néessairement un point z′′ telque f(z) ≤ f(z′′) ≤ f(z′) et f(z′′) < f(y). On remplae le moreau z ; z′ de γ parles segments [z, z′′] et [z′′, z′] et on oupe le nouveau hemin en z′′ pour appliquer laréurrene sur haun des moreaux.Le as où i = k se traite de manière analogue. 2Dé�nition 10.2.4 Un simplexe σ de P est traversé par un niveau a ∈ IR si σ ontientau moins un sommet de f -valeur supérieure à a et au moins un sommet de f -valeurinférieure à a. On note L(a) l'ensemble des simplexes traversés par a.Remarquons que si σ est traversé par un niveau a alors toute ofae de σ (i.e les simplexesdont σ est une fae) est également traversée par le niveau a.On onsidère le omplexe ellulaire K(a), d'espae total f−1(a), dont les k-ellules pour
k = 0, . . . , d − 1 sont les sous-ensembles de niveau a dans les (k + 1)-simplexes de L(a).1Rappelons que les hemins sont supposés a�nes par moreaux. Par onvexité, un segment de γ inter-sete haque simplexe (relativement ouvert) selon un segment possiblement vide. Cei permet d'ordonnerles simplexes roisant un segment de γ. Par onaténation de es ordres, et en supprimant les doublonson en déduit la liste des simplexes traversés.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 77Une k-ellule est don l'intersetion d'un (k+1)-simplexe ave un hyperplan. Une ellule
σ est une fae de τ dans K(a) si 'est le as pour les simplexes orrespondants dans L(a).Dans e qui suit ǫ est un réel positif inférieur à l'éart entre les f -valeurs de deux sommetsdistints quelonques. On dira qu'un sommet de P est inident à K(a) s'il est inident àun simplexe de L(a).Remarque 10.2.5 Si x est inident à un simplexe σ de L(a), ave f(x) 6= a, alors x estinident à une arête de L(a), i.e. x est inident à un sommet de K(a).Proposition 10.2.6 Les R-suesseurs d'un sommet x de P sont en bijetion ave lesomposantes onnexes de K(f(x) + ǫ) inidentes à x ; pour haque telle omposante, lesommet de f -valeur minimale parmi les sommets au dessus de x et inidents à ettemême omposante est un R-suesseur de x.Preuve : Soit Kj une omposante onnexe de K(f(x) + ǫ), soit Lj l'ensemble de sim-plexes orrespondants dans L(f(x) + ǫ) et soit yj le sommet de f -valeur minimale parmiles sommets au dessus de x et inidents à Kj. Montrons que yj est bien un R-suesseurde x. Considérons pour ela un hemin de Kj reliant des sommets de Kj inidents respe-tivement à x et yj (f. remarque préédente). Les arêtes de e hemin orrespondent à unesuite σ1, . . . , σn de triangles de Lj telle que σi est adjaent à σi+1 pour i = 1, . . . , n− 1.Quitte à raourir e hemin, on peut supposer que x appartient à σi pour la seule va-leur i = 1 et que yj appartient à σi pour la seule valeur i = n. On hoisit dans haquearête σi ∩ σi+1 un point zi tel que f(zi) = f(x) + i

f(yj)−f(x)

n
, e qui est possible ar les

f -valeurs des sommets de ette arête enadrent l'intervalle [f(x), f(y)]. La haîne poly-gonale x, z1, . . . , zn−1, yj onstitue un hemin γ stritement f -roissant. Par onséquent
x <R yj. Supposons qu'il existe un sommet z et deux hemins stritement f -roissants(f. lemme 10.2.3), δ : x ; z et δ′ : z ; yj ave γ homotope à δ.δ′. Soit alors t le pointde γ tel que f(t) = f(z).Le lemme 10.2.7 suivant établie l'existene d'un hemin f -onstant t ; z. Soit τ1, . . . , τk =
z la liste des simplexes traversés par e hemin. Par onstrution de γ, le simplexe τ1 estdans Lj . On en déduit τ2 ∈ Lj (regarder les deux as τ1 ≺ τ2 ou τ1 ≻ τ2 et utiliser le faitque les sommets de τ1 ont une f -valeur hors de l'intervalle ]f(x), f(yj)[). De prohe enprohe on en déduit que z est inident à Kj, e qui ontredit la dé�nition de yj. Finale-ment, on onlut x ⊳R yj.Réiproquement, soit y un R-suesseur de x et γ : x ; y un hemin stritement f -roissant. Soit u le point de γ tel que f(u) = f(x) + ǫ. Par dé�nition de ǫ, le point un'est pas un sommet de P. Je onsidère le simplexe σ ontenant u en son intérieur. Lesimplexe σ est don traversé par le niveau f(x) + ǫ et on onsidère la omposante Kj de
K(f(x) + ǫ) ontenant σ. Soit alors yj le sommet inident à Kj et de f -valeur minimaleparmi les sommets inidents à ette même omposante et au dessus de x. On va montrerque y = yj, e qui terminera la preuve de la proposition.Tout d'abord, y ne peut être en dessous de yj, ar de prohe en prohe on montreraitomme i-dessus que y est inident à Kj , ontredisant la dé�nition de yj. Supposons alors



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 78que y est au dessus de yj et soit t le point de γ tel que f(t) = f(yj). Le point t est ontenudans un simplexe de Lj (toujours par le même raisonnement) et distint de yj (sinon onaurait x <R yj <R y). Par onnexité de Kj , on peut onstruire un hemin f -onstant
ζ : t ; yj. On note δ la onaténation du sous hemin de γ de x à t et de ζ et onnote δ′ la onaténation de ζ−1 ave le sous-hemin de γ de t à y. Alors, quitte à utiliserle lemme 10.2.3 pour se ramener à des hemins stritement roissants, on ontredit ladé�nition de R-suesseur puisque γ ∼ δ.δ′. Finalement, on onlut que f(y) = f(yj),d'où y = yj. 2Cette dernière proposition admet évidemment une version similaire pour lesR-prédéesseursd'un sommet.Lemme 10.2.7 Soient x, y ∈ P. Soient γ : x ; y et δ : x ; y, deux hemins homotopes(ave extrémités �xes) et stritement f -roissants. Alors pour tout u = γ(tu) et tout
v = δ(tv) tels que f(u) = f(v), il existe un hemin f -onstant u ; v.Preuve : Soit h : [0, 1] × [0, 1] 7→ P l'homotopie en question (h(., 0) = γ(.), h(., 1) =
δ, h(0, .) = x, h(1, .) = y). On peut supposer que h est a�ne par moreaux.2 Montronsque (tu, 0) et (tv, 1) sont reliés par un hemin polygonal φ dans (f ◦ h)−1(f(u)). Par unargument de ompaité il existe η positif tel que f◦h(w) < f(u) pour w ∈]0, η[×]0, 1[. Soit
V la omposante onnexe de {w ∈]0, 1[×]0, 1[ | f ◦ h(w) < f(u)} ontenant ]0, η[×]0, 1[.L'adhérene de V est polygonale (ar f ◦ h est a�ne par moreaux) et le bord externede V est don une ligne polygonale fermée. Ce bord est onstitué des segments joignantdans l'ordre (tu, 0), (0, 0), (0, 1), et (tv, 1) et d'une ligne polygonale joignant (tu, 0) à (tv, 1).Cette ligne est ontenue dans (f ◦h)−1(f(u)) et fournie le φ herhé. Finalement le hemin
h ◦ φ onvient. 2Le graphe GR peut être vu omme un graphe topologique. Formellement, il s'agit duquotient de l'espae produit [0, 1]× R, où R est vu omme un espae disret de ouples
(x, y), par les relations d'identi�ations des extrémités de segments :
∀x, y, z ∈ X :� xRy et xRz =⇒ (0, (x, y)) ∼ (0, (x, z))� xRy et zRx =⇒ (0, (x, y)) ∼ (1, (z, x))� xRy et zRy =⇒ (1, (x, y)) ∼ (1, (z, y))Comme a�rmé au début de ette setion, le grapheGR orrespond bien à la notion usuellede graphe des ontours.Proposition 10.2.8 GR est homéomorphe à l'espae quotient P/ f

∼ où, pour tout u, v ∈
P, u

f
∼ v si et seulement si u et v peuvent être reliés par un hemin f -onstant dans P.2Par ompaité, on peut onsidérer η > 0 tel que tout arré de �té η de [0, 1]× [0, 1] est envoyé par

h dans l'étoile d'un sommet. Dans la grille de maille η de [0, 1] × [0, 1], deux sommets adjaents sontenvoyés dans les étoiles de sommets adjaents. Partant d'une telle grille, il est possible de onstruire unehomotopie a�ne par moreaux.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 79Preuve : On va onstruire un homéomorphisme φ : P/
f
∼→ GR.Si u ∈ P, on note ū sa lasse dans P/ f

∼, i.e. la omposante onnexe de f−1(f(u))ontenant u.� Si ū ontient un sommet x de P, on pose φ(ū) = x,� sinon, on onsidère la omposante Ku de K(f(u)) qui ontient u (don |Ku| = ū). Soit
x le sommet de P inident à Ku le plus haut au dessous de u, i.e. :

x = arg max{f(z) | z inident à Ku et f(z) < f(u)}De même, soit y le sommet de P inident à Ku le plus bas au dessus de u. On posealors
φ(ū) = (t, (x, y)) où t =

f(u)− f(x)

f(y)− f(x)Notons que φ est bien dé�nie puisque ū = v̄ implique Ku = Kv.On dé�nit maintenant ψ : GR → P/
f
∼ Soit (t, (x, y)) ∈ [0, 1]× R. Par abus de notationon note (t, (x, y)) sa propre lasse dans GR vu omme espae quotient. On hoisit unsommet de la omposante de K(f(x)+ ǫ) inidente à x et à y (f. proposition 10.2.6). Cesommet orrespond à une arête (w, z) de P traversée par f(x) + ǫ. On pose alors
ψ((t, (x, y))) = ūoù u = (1− α)w + αz et α véri�e f(u) = (1− α)f(w) + αf(z) = (1− t)f(x) + tf(y).On véri�e aisément que φ ◦ψ et ψ ◦ φ sont égales à l'identité sur leurs espaes respetifs.Il reste à montrer que φ est ontinue. Par ompaité on en déduit que φ est un homémor-phisme. Par dé�nition de P/ f

∼, la ontinuité de φ équivaut à la ontinuité de φ ◦ π où
π est le quotient P → P/ f

∼. Il su�t don de véri�er que (φ ◦ π)−1(U) est ouvert dans
P pour U un segment ouvert d'une arête de GR ou U un homothétique de l'étoile d'unsommet de GR. Ces ouverts forment en e�et une base d'ouverts de GR. Nous laissonsette véri�ation au leteur. 2Remarque 10.2.9 La proposition 10.2.6 fournit un un algorithme de omplexité O(n0n2)pour la onstrution de l'arbre des ontours de P où ni est la taille (nombre total de sim-plexes) du i-squelette de P. En e�et, pour haque sommet x de P on détermine ses
R-suesseurs en parourant les omposantes onnexes du ontour de niveau f(x) + ǫ eten séletionnant le sommet de f -valeur minimale et supérieure à f(x) dans haque om-posante. Notons que la détermination des omposantes de K(f(x) + ǫ) ne néessite quela onnaissane de son 1-squelette, i.e. du 2-squelette de P. Cei est d'ailleurs ohérentave le fait que l'homotopie de ourbes est déterminée par le 2-squelette.On peut ependant obtenir des algorithmes plus e�aes pour des familles partiulièresde polyèdres.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 8010.2.2 Cas d'un polyèdre simplement onnexeLemme 10.2.10 Si P est simplement onnexe, alors GR est un arbre.Preuve : Supposons par l'absurde que GR possède un yle C. Soient x le sommet de Cde f -valeur minimale et y et z es deux voisins dans C. Soient γ : x ; y et δ : x ; y, deuxhemins orrespondant aux deux hemins x ∗
→ y dans C (l'un se réduit à l'arête (x, y) etl'autre passe par z) et obtenus par onaténation de hemins stritement f -monotonesassoiés à haque arête de C. Soient u = γ(tu) et v = δ(tv) tels que f(u) = f(v) et f(u)est inférieur à la f -valeur de tout sommet de C − x. Par hypothèse γ ≃ δ et en adaptantle lemme 10.2.7 on en déduit une isoligne u ; v. On aboutit à une ontradition ommedans la preuve de la proposition 10.2.6 en montrant que les omposantes de K(f(x) + ǫ)inidentes à y et z sont identiques. 2Par le orollaire 10.2.2 et le théorème 10.1.8, on peut aluler en temps O(mα(n)) lesarbres des jontions et des sissions du graphe des ontours de f . Puis, le lemme 10.2.10et la proposition 10.1.14 montrent que l'on peut en déduire en temps linéaire le graphedes ontours. En ajoutant le temps néessaire au tri initial des sommets dans un ordre

f -monotone, on en déduit :Théorème 10.2.11 (Carr et al.) L'arbre des ontours d'un polyèdre simplement onnexeà n sommets et m arêtes peut être onstruit en temps O(n logn +mα(n)).10.2.3 Cas d'une surfae orientable de genre gOn note Mg, plut�t que P, une surfae triangulée orientable de genre g. On garde lanotation X pour les sommets deMg et f : X → IR pour désigner une fontion injetiveque l'on étend par linéarité surMg.Dé�nition 10.2.12 Pour tout sommet x ∈ X, la valuation de x (relativement à f),notée V (x), est le nombre de hangements de signes dans la liste irulaire des f(y)−f(x)où y parourt les voisins de x dansMg.L'indie de x (relativement à f), noté I(x), est la quantité I(x) = 1− V (x)/2.Lemme 10.2.13 (Banho� [Ban70℄)
∑

x∈X

I(x) = χ(Mg)où χ(Mg) = 2− 2g est la aratéristique d'Euler deMg.Preuve : V (x) est aussi le nombre de triangles inidents à x pour lesquels f(x) est lavaleur médiane des f -valeurs de leurs trois sommets. Chaque triangle ontribue don à



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 81une unité dans la somme des valuation, i.e. ∑

x∈X V (x) = F , où F est le nombre detriangles deMg. On en déduit
∑

x∈X

I(x) =
∑

x∈X

(1− V (x)/2) = |X| − F/2.Or, par la relation d'inidene arêtes-triangles surMg, on a 3F = 2A, où A est le nombred'arêtes deMg. Finalement
∑

x∈X

I(x) = |X| − A+ F = χ(Mg).

2Dans e qui suit, ǫ désigne à nouveau un réel positif inférieur à l'éart entre les f -valeursde deux sommets distints quelonques.Dé�nition 10.2.14 Pour tout réel r, je note M−
g (r) = f−1(] −∞, r]) la partie de Mgau dessous de r. Je note de mêmeM+

g (r) = f−1([r,+∞[) la partie de Mg au dessus de
r. L'atome d'un sommet x, noté A(x), est la omposante onnexe de M−

g (f(x) + ǫ) ∩
M+

g (f(x)− ǫ) ontenant x.Dit autrement l'atome de x est une petite tranhe de Mg autour de x. Il n'est pas trèsdi�ile de voir que A(x) est une surfae à bord homéomorphe à un disque (entré en x)auquel on a reollé V (x)/2 bandes omme sur la �gure 10.1. On note b(x) le nombre debords de A(x) et g(x) son genre. Les b(x) bords de A(x) se répartissent en bords inférieurs
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Fig. 10.1 � Un sommet d'indie -1 et son atome.de niveau f(x)− ǫ et bords supérieurs de niveau f(x) + ǫ. D'après la proposition 10.2.6,es bords sont en bijetion ave les R-prédéesseurs et R-suesseurs de x dans le graphedes ontours GR. Don b(x) = dR(x).Proposition 10.2.15
cR = g −

∑

x∈X

g(x)où cR est le nombre ylomatique de GR.



10.1. Arbres des jontions et des sissions. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 82Preuve : En déomposant A(x) en V (x)/2 bandes reollées à un disque, on alule
χ(A(x)) = 1 + V (x)/2− 2V (x) + V (x) = I(x).D'où, puisque χ(A(x)) = 2− 2g(x)− b(x),

I(x) = 2− 2g(x)− dR(x). (10.1)Par le lemme de Banho�, on en déduit
χ(Mg) = 2|X| − 2

∑

x∈X

g(x)−
∑

x∈X

dR(x) = 2|X| − 2
∑

x∈X

g(x)− 2A(GR)où A(GR) est le nombre d'arêtes de GR. On onlut ave les relations χ(Mg) = 2 − 2get cR = A(GR)− |X|+ 1. 2Cette propositionmontre en partiulier que le nombre ylomatique du graphe des ontoursest majoré par g. On peut voir de manière direte que cR est majoré par 2g. Pour elaon onsidère l'appliation quotientMg → GR. Il est faile de voir que ette appliationinduit un morphisme surjetif entre les groupes fondamentaux respetifs (tout yle de
GR est la projetion d'un yle de Mg). L'appliation quotient induit don égalementun morphisme surjetif entre les homologies de dimension 1. D'où la omparaison entreles nombres de Betti. Pour arriver à la borne g il faut remplir Mg en une variété dedimension 3 ayantMg pour bord et étendre f à ette variété.Un algorithme de balayage relativement simple, dérit par Cole-MLaughlin et al. [CMEH+03℄,permet de onstruire GR en temps O(n logn) où n est le nombre total de simplexes de lasurfae. Cei est optimal omme montré par van Kreveld et al. [vKvOB+97℄ par rédutiondu problème du tri au alul de graphe des ontours.On détaille i-dessous un autre algorithme, non-optimal, utilisant les tehniques dévelop-pées pour les variété simplement onnexes.Théorème 10.2.16 Le graphe des ontours d'une surfae de genre g peut être onstruiten temps O(gn+ n logn) où n est le nombre total de simplexes de la surfae.Preuve : Si Mg a un genre g positif, alors son graphe des ontours peut ontenir desyles. Le prinipe est de ouper Mg par des ontours, ajoutant un maximum et unminimum loal pour haque oupe, de sorte que le graphe des ontours de la surfaedéoupée (et rebouhée par les extrema loaux) soit un arbre. On pourra alors appliquerles résultats du as où GR est un arbre. Il su�ra pour terminer d'identi�er les pairesde maxima et minima introduits lors des oupes pour retrouver le graphe des ontoursdeMg. On sait qu'il su�t de ouper par cR ontours orrespondant à cR arêtes de GR.On peut, suivant le lemme 10.1.17, hoisir es arêtes inidentes à des sommets ayant undéfaut de degré, 'est à dire pour lesquels d−J (x) + d+

S (x) < dR(x).Pour repérer de tels sommets sans avoir à aluler dR, on remarque d'après l'équation 10.1que dR(x) = b(x) = 2 − 2g(x) − I(x). Par onséquent d−J (x) + d+
S (x) < dR(x) implique

d−J (x) + d+
S (x) < 2− I(x). Cette dernière inégalité est vrai soit lorsque d−J (x) + d+

S (x) <
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dR(x), e qui peut arriver pour au plus 2cR sommets (lemme 10.1.17), soit lorsque dR(x) <
2− I(x). Or, par la proposition 10.2.15, on a cR = g −

∑

x∈X g(x). Comme cR ≥ 0 on endéduit que g(x) est non nul en au plus g sommets, ou enore que dR(x) < 2− I(x) en auplus g sommets. Par onséquent l'inégalité d−J (x) + d+
S (x) < 2− I(x) sera strite pour auplus 3g sommets.Connaissant GJ et GS on obtient d−J (x) + d+

S (x) pour tous les sommets en temps totallinéaire. Le alul de l'indie néessite également un temps total linéaire. Notons qu'ilsu�t en fait de ouper par des ontours inférieurs inidents à des sommets pour lesquels
d−J (x) < d−R(x). On proède aux oupes par balayage des sommets de bas en haut. Pourhaque sommet x ayant un défaut de degré (d−J (x) + d+

S (x) < 2 − I(x)), on regarde lesomposantes onnexes de M−
g (f(x) + ǫ), et pour haque omposante onnexe on oupepar tous les ontours inidents à x, sauf un (en partiulier si la omposante a un seulbord, on ne oupe pas). Dans la pratique on peut maintenir les omposantes à l'aide dela struture Union-Find, exatement omme pour le alul de GJ .Le traitement de haque sommet ave un défaut de degré prend un temps linéaire (fontiondu nombre total de simplexes deMg), soit en temps O(gn) au total. On obtient ainsi unesurfae déoupéeM′ de taille O(n) - elle a O(n+g) = O(n) sommets - dont le graphe desontours est un arbre. (maisM′ n'est pas néessairement une sphère, f. setion suivante).Le alul de et arbre peut se faire en temps O(n logn) d'après le théorème 10.2.11. Onajoute �nalement O(g) arêtes à et arbre, orrespondant aux yles que l'on a oupé. 2Sur le nombre de yles du graphe des ontoursLa proposition 10.2.15 montre que cR est majoré par g. On dérit un exemple de fontion

f pour laquelle la majoration est strite, 'est à dire pour laquelle l'atome d'au moins unsommet est de genre non nul. Cet exemple se retrouve hez Banho� et Takens [BT75℄pour le alul de fontions ayant préisément 3 singularités sur une surfae.La �gure 10.2 montre l'atome d'un sommet dont le genre est 1. On remarque que etatome a un unique bord inférieur et un unique bord supérieur.
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−1Fig. 10.3 � Les lignes de niveaux traées dans le revêtement universel du tore. Le sommetvalué à 0 est dans le on�guration de la �gure 10.2.La �gure 10.4 montre l'atome du sommet de valeur nulle sur une réalisation géométriquede e tore. Le graphe des ontours orrespondant à e tore valué est don un arbre (dans
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������

����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������
����������������������������������������������

Fig. 10.4 � Ce tore est revêtu par le plan de la �gure 10.3 i-dessus.e as préis on peut même véri�é que 'est une haîne). De manière générale, on peutonstruire à partir de et exemple une surfae valuée de genre quelonque dont le graphedes ontours est une haîne.
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