
Chapitre 2Optimisation et homologie
2.1 Cal
ul d'une base optimale de H12.1.1 Cas des graphesSi G est 
onnexe, la proposition 1.1.9 montre que l'on peut 
onstruire une base de H1(G)à partir d'un arbre 
ouvrant T de G, en reliant 
haque 
orde de T par l'unique 
heminsimple dans T qui joint ses extrémités. Une telle base est parfois appelée base fondamentaledes 
y
les ou base de Kir
hho�.Si G n'est pas 
onnexe, il su�t de travailler indépendamment sur 
ha
une de ses 
om-posantes 
onnexes, puisque l'homologie est la somme dire
te des homologies de 
haque
omposante. On peut d'ailleurs ra�ner 
e dé
oupage pour travailler sur 
haque �
ompo-sante� 2-
onnexe (un blo
 au sens de la théorie des graphes).Exer
i
e 2.1.1 Montrer que l'homologie d'un graphe 
ombinatoire est la somme dire
tedes homologies de 
ha
une de ses 
omposantes 2-
onnexes. On pourra étudier l'appli
ationqui asso
ie à tout 
y
le du graphe sa tra
e sur 
ha
une des 
omposantes 2-
onnexes.Si les arêtes de G portent des poids, ou longueurs, on peut 
her
her à 
al
uler une famillede 
y
les génératri
e de l'homologie qui soit de longueur totale minimale. On 
onvien-dra, par un léger abus de langage, d'appeler base minimale une telle famille. On peutégalement se demander s'il existe une base minimale qui soit fondamentale (i.e. asso
iéeà un arbre 
ouvrant). Contrairement au 
as de l'homotopie, la réponse à 
ette dernièrequestion est généralement négative 
omme le montre l'exemple de la �gure 2.1 tiréede Hartvigsen et Mardon [HM93℄. Dans 
e même arti
le, Hartvigsen et Mardon 
ara
-térisent les graphes pour lesquels on peut toujours trouver une base minimale qui soitfondamentale, et 
e quelque soient les poids asso
iés aux arêtes. Par ailleurs, Deo, Prabhuet Krishnamoorty [DPeK82℄ ont montré que le 
al
ul d'une base fondamentale minimaleest NP-
omplet. Cependant, le 
al
ul d'une base minimale de l'homologie à 
oe�
ientsdans ZZ2 peut être e�e
tué en temps polynomial. Nous dé
rivons l'algorithme proposépar Horton [Hor87℄. Nous supposons donné par la suite un graphe G �ni et 
onnexe dontles arêtes sont munies de poids non-négatifs. Notons que H1(G,ZZ2) est �ni et isomorphe16
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Fig. 2.1 � Tous les arbres 
ouvrants de 
e graphe sont isomorphes à une 
haîne de deuxarêtes. Les bases fondamentales asso
iées se 
omposent de deux 2-
y
les et deux 3-
y
les,
ependant que la base minimale est formée de trois 2-
y
les et un 3-
y
le.à l'ensemble des sous-graphes eulériens de G munis de la di�éren
e symétrique. Si c estun 
y
le de H1(G,ZZ2) on note |c| la somme des poids de ses arêtes, appelée égalementlongueur de c.Si B est une famille de 
y
le de G, on note ℓ(B) la liste 
roissante des longueurs des 
y
lesde B. Dans 
e qui suit on notera toujours une base B = (b1, . . . , br) dans l'ordre 
roissantdes longueurs de ses 
y
les : |b1| ≤ |b2| ≤ . . . ≤ |br|. Le 
al
ul d'une base minimale reposesur l'observation suivante :Lemme 2.1.2 Une base B de H1(G,ZZ2) est de longueur minimale si et seulement si
ℓ(B) est minimale pour l'ordre lexi
ographique.Preuve : On 
onsidère une base B = (b1, . . . , br) qui minimise ℓ(B) pour l'ordre lexi-
ographique, où r est le rang de H1(G,ZZ2) (
.f. dé�nition 1.1.10). Soit C = (c1, . . . , cr) unebase quel
onque de H1(G,ZZ2). On 
onsidère l'ensemble d'indi
es I = {i ∈ [1, r], |bi| > |ci|}.Montrons que I est vide et don
 que C est au moins aussi longue que B, i.e. que B estminimale. Supposons par l'absurde que 
e n'est pas le 
as. Soit k le plus petit indi
edans I. Il existe un 
y
le c parmi (c1, . . . , ck) tel que {b1, . . . , bk−1} ∪ {c} 
onstitue unefamille libre de rang1 k. On peut alors 
ompléter 
ette famille libre ave
 des éléments de
(bk, bk+1, . . . , br) pour former une base B′. Mais |c| ≤ |ck| < |bk| implique ℓ(B′) < ℓ(B)pour l'ordre lexi
ographique, une 
ontradi
tion.Ré
iproquement, soit B = (b1, . . . , br) une base minimale de H1(G,ZZ2). Montrons que
ℓ(B) est minimal. Soit C = (c1, . . . , cr) une base qui minimise ℓ(C). Soit k le plus petitindi
e tel que |bk| > |ck|. On forme 
omme pré
édemment une famille libre {b1, . . . , bk−1}∪
{c} ave
 c ∈ {c1, . . . , ck} que l'on 
omplète en une base B′ ave
 des éléments de (bk, bk+1, . . . , br).Mais |c| ≤ |ck| < |bk| implique |B′| < |B|, une 
ontradi
tion. 2Ce lemme assure que l'algorithme �glouton� suivant renvoie une base minimale :1. Initialiser une liste B à vide.2. Par
ourir H1(G,ZZ2) dans un ordre 
roissant des longueurs des 
y
les, et pour
haque 
y
le c par
ouru, l'ajouter à B si B ∪ {c} 
onstitue une famille libre.3. retourner B.1C'est la propriété d'e
hange matroidale.
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ℓ(B) est e�e
tivement minimale pour l'ordre lexi
ographique (le véri�er !). Il y a en généralbien trop de 
y
les dans H1(G,ZZ2) pour que 
et algorithme soit e�
a
e. L'idée de Hortonest de 
ara
tériser les 
y
les de toute base minimale a�n de restreindre le par
ours (2) à
es 
y
les.Lemme 2.1.3 Soit b un 
y
le d'une base B de H1(G,ZZ2) égal à la somme (modulo 2)de deux 
y
les non nuls c et d. Alors l'une des deux familles B \{b}∪{c} et B \{b}∪{d}est une base de H1(G,ZZ2).Preuve : On ne peut avoir à la fois c et d liés à B \ {b}, 
ar b le serait. 2Corollaire 2.1.4 Tout 
y
le d'une base de longueur minimale est simple.Preuve : Tout 
y
le b non-simple est la somme de deux 
y
les disjoints (par arêtes), i.e.on peut é
rire b = c + d ave
 |b| = |c| + |d|. Le lemme pré
édent montre que b ne peutappartenir à une base minimale. 2Lemme 2.1.5 Soit b un 
y
le d'une base des 
y
les B de longueur minimale. Soient xet y deux sommets de b et soient p et q les deux 
hemins joignant x et y dans b. Alors pou q est un plus 
ourt 
hemin dans G.Preuve : Soit t un plus 
ourt 
hemin joignant y et x. Appliquer le lemme 2.1.3 à lasomme b = p.t + q.t (ave
 une petite 
onfusion abusive entre 
hemins et 
haînes), en
omparant les longueurs des 
hemins p.t et q.t à |b|. 2Corollaire 2.1.6 Soit b un 
y
le d'une base B de longueur minimale. Pour tout sommet
x de b, on a b = p.a.q où a est un ar
 de G, et p et q sont deux plus 
ourts 
heminsjoignant x aux extrémités de a.Preuve : Le résultat est trivial si b 
ontient un unique ar
 (don
 une bou
le). Supposonsque 
e n'est pas le 
as et é
rivons b = (a1, a2, . . . , ak) ave
 x = o(a1) = o(a−1

k ). Soit il'indi
e maximal tel que (a1, a2, . . . , ai) est un plus 
ourt 
hemin. Alors b s'é
rit sous laforme (a1, a2, . . . , ai).ai+1.(ai+2, . . . , ak) et le lemme pré
édent indique que (ai+2, . . . , ak)est un plus 
ourt 
hemin. 2S'il y a uni
ité des plus 
ourts 
hemins entre 
haque paire de sommets, alors 
e 
orollairepermet de restreindre le par
ours (2) de l'algorithme glouton à O(|S||A|) 
y
les � un parpaire (sommet,arête). Dans le 
as général, 
ependant, le nombre de 
y
les ayant la forme
p.a.q du 
orollaire peut être trop grand.Pour 
haque sommet x, on 
hoisit un arbre de plus 
ourt 
hemin Tx de ra
ine x et ondé�nit p(x, y) 
omme le 
hemin de x à y dans Tx. En parti
ulier, si z est un sommet de
p(x, y) alors p(x, z) est un sous-
hemin de p(x, y). À tout 
ouple (x, a) ∈ S×A on asso
iele 
y
le c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1. Le 
y
le c(x, a) est simple si et seulement si
x est l'an
être 
ommun des extrémités de a dans Tx.On suppose dans 
e qui suit que les poids des arêtes sont stri
tement positifs. Dans le
as 
ontraire, un prétraitement permet de s'y ramener [MM09℄.
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ours (2) de l'algorithme glouton peut être restreint aux 
y
les
c(x, a), (x, a) ∈ S × A qui sont simples, de sorte que la base retournée est de longueurminimale.Preuve : Il su�t de montrer (
f. exer
i
e 2.1.8 suivant) qu'il existe une base minimale
onstitutée uniquement de 
y
les de la forme c(x, a). Rappelons que 
es 
y
les sont né-
essairement simples par le 
orollaire 2.1.4. Soit B = (b1, b2, . . . , br) une base minimale.On asso
ie à tout 
y
le b une valeur de défaut d(b) obtenue 
omme suit : pour 
haquesommet x de b on sait par le 
orollaire 2.1.6 que b = p.a.q où a est un ar
 et p, q sont desplus 
ourts 
hemins entre x et les extrémités de a. On 
ompte le nombre d'arêtes de b quine sont pas dans c(x, a) et on dé�nit d(b) 
omme le minimum de 
e nombre sur tous les
x et a dé�nis 
omme 
i-dessus. En parti
ulier, b est de la forme c(x, a) si et seulement si
d(b) = 0.Supposons que pour un 
ertain i ∈ [0, r − 1] les i premiers 
y
les de B sont de la forme
c(x, a). Si d(bi+1) = 0 alors i peut être in
rémenté. Sinon, on 
onsidère le 
ouple (x, a) quiréalise d(bi+1) et on é
rit bi+1 = p.p(x, y)−1+c(x, a)+p(x, z).q où y et z sont les extrémitésde a. On peut supposer sans perte de généralité que |p| < |a.q|, d'où |p.p(x, y)−1| < |bi+1|et |c(x, a)| = |p(x, z).q| = |bi+1|. On déduit du lemme 2.1.3, et du fait que B est minimale,que B \ bi+1 ∪ c(x, a) ou B \ bi+1 ∪p(x, z).q est une base minimale. Dans le premier 
as onpeut in
rémenter i. Dans le se
ond, on remarque que d(p(x, z).q) < d(bi+1), 
e qui permetpar ré
urren
e sur d(bi+1) de supposer d(bi+1) = 0 et on peut à nouveau in
rémenter i.Par ré
urren
e sur i on peut �nalement supposer que B est 
omposée de 
y
les de laforme c(x, a). 2Exer
i
e 2.1.8 Véri�er que si l'on restreint le par
ours (2) de l'algorithme glouton 
i-dessus à une partie A ⊂ H1(G,ZZ2) 
ontenant une base B de longueur minimale, alors labase retournée par l'algorithme est bien de longueur minimale.Exer
i
e 2.1.9 La preuve du lemme 2.1.7 suppose impli
itement que le poids des arêtesest stri
tement positif. Adapter la preuve au 
as où des poids peuvent être nuls.Exer
i
e 2.1.10 En toute généralité, il n'est pas né
essaire que p(x, y) soit dé�ni à partird'un arbre de plus 
ourt 
hemin, i.e. que pour z ∈ p(x, y) on ait p(x, z) ⊂ p(x, y). Pour
haque 
ouple (x, y) de sommets on 
hoisit un plus 
ourt 
hemin quel
onque p(x, y) entre
x et y. À tout 
ouple (x, a) ∈ S×A on asso
ie le 
y
le c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1.Montrer à nouveau que l'algorithme glouton peut être restreint aux 
y
les c(x, a), (x, a) ∈
S × A qui sont simples (
f. [Hor87℄).Proposition 2.1.11 Soit G = (S, A, o,−1 ) un graphe 
onnexe �ni dont les arêtes sontmunies de poids (longueurs) non-négatifs. Alors on peut 
al
uler une base de longueurminimale en temps O(|S|2 log |S| + r2|S||A|) = O(|S||A|3), où r = |A| − |S| + 1.Preuve : Suivant le lemme 2.1.7 On restreint l'algorithme glouton aux 
y
les de la forme
c(x, a). Pour 
haque sommet x, le 
al
ul des c(x, a) peut se faire à l'aide d'un arbre de plus
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ourts 
hemins de sour
e x en 
al
ulant pour 
haque 
orde a de 
et arbre la 
on
aténationde a ave
 les 
hemins joignant dans l'arbre les extrémités de a à la sour
e x. Il y a r 
y
lesde 
e type, où r est le rang de H1(G). (En fait seules les 
ordes dont le 
hemin simpleasso
ié passe par x sont à 
onsidérer). Il y a don
 en tout O(r|S|) 
y
les de taille O(|S|)à 
onsidérer. Ils peuvent être 
al
ulés et sto
kés en temps O
(

|S|(|S| log |S|+ |A|)+ r|S|2
)en utilisant l'algorithme de Dijkstra pour le 
al
ul de l'arbre. Leur tri né
essite un temps

O
(

r|S| log(r|S|)
). Pour tester si un 
y
le est indépendant d'une famille donnée, on 
odeles 
y
les par des ve
teurs de (ZZ2)

A+ . Par l'algorithme du pivot de Gauss on maintient uneversion triangulée de la famille libre 
ourante. Celle-
i est 
omposée d'au plus r ve
teurs.L'ajout d'un ve
teur à 
ette famille par l'algorithme du pivot de Gauss né
essite O(r|A|)opérations. Le temps 
onsa
ré aux tests d'indépendan
e est don
 un O(r2|S||A|). Onobtient au total un 
al
ul en temps
O

(

|S|(|S| log |S| + |A|) + r2|S| + r|S| log(r|S|) + r2|S||A|
)

= O(|S|2 log |S| + r2|S||A|)

2Remarquons que l'on peut en
ore restreindre le par
ours dans la preuve 
i-dessus. Parexemple, on peut éliminer c(x, a) lorsque p(x, o(a)).a.p(o(a−1), x) n'est pas un 
y
lesimple. On peut également dé
omposer les 
y
les sur une base de Kir
hho� �xée as-so
iée aux 
ordes d'un arbre 
ouvrant. Un 
y
le simple s'exprime dans une telle baseà l'aide de sa tra
e sur les 
ordes. On rempla
e ainsi une matri
e de taille rA par unematri
e de taille r2.Le 
al
ul d'une base minimale de 
y
les portent le nom de MCB (Minimum Cy
le Basisproblem) dans la littérature. On trouve de nombreuses notions et propriétés de basesminimales et de 
y
les �
ourts� dans 
ette littérature. La thèse de Gleiss [Gle01℄, fort jus-tement intitulée �Short Cy
les�, 
ontient une impressionnante bibliographie à 
e propos.Ces notions peuvent être repla
ées dans le 
adre plus général de l'espa
e des 
y
les d'unmatroïde. Golinski et Horton [GH02℄ ont étudiés en parti
ulier le 
al
ul de base minimalepour 
ertains types de matroïdes. Notons que l'algorithme glouton présenté plus hautn'est autre que l'algorithme du même nom pour les matroïdes (où l'on 
onsidère 
ettefois l'espa
e des 
y
les 
omme un matroïde et non 
omme les 
y
les d'un matroïde). Le
ours de DEA de Vi
tor Chepoi [Che℄ donne une introdu
tion très 
laire et 
on
ise surles matroïdes et présente l'algorithme glouton. Pour une vue plus générale sur le sujeton pourra 
onsulter l'arti
le des Noti
es of the Ameri
an Mathemati
al So
iety sur W.Tutte [HO04℄. Par ailleurs, la 
omplexité de l'algorithme de la proposition 2.1.11 n'estpas optimale et des améliorations ont été apportées [KMMP04, MM09, KMMP08℄.Un problème ouvert est de 
al
uler une base minimale pour l'homologie à 
oe�
ients dansZZ. Cette fois-
i H1(G,ZZ) ne 
onstitue plus un matroïde. (C'est le 
as pour H1(G,ZZ2)
ar ZZ2 étant un 
orps, H1(G,ZZ2) se trouve munie d'une stru
ture d'espa
e ve
toriel).2.1.2 Cas des surfa
esSoit Mg une surfa
e triangulée sans bord de genre g dont les arêtes sont munies de poids(ou longueur). Comme pour les graphes, on s'intéresse au 
al
ul d'une base minimale de
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H1(Mg,ZZ2), 
'est-à-dire à une famille de 
y
les {c1, . . . , c2g} dont les 
lasses d'homologieforment une base de H1(Mg,ZZ2) et qui minimise ∑

i |ci|. La méthode qui suit, proposéepar Eri
kson et Whittlesey [EW05℄, est une adaptation aux surfa
es du 
al
ul sur lesgraphes. On notera n le nombre de sommets de Mg.Le lemme 2.1.2 pour les graphes reste valide à 
ondition de redé�nir le rang par r = 2g.L'algorithme glouton peut don
 s'appliquer en remplaçant le test d'indépendan
e des
y
les par 
elui de leur 
lasse d'homologie. Les 
orollaires 2.1.4 et 2.1.6 qui 
ara
térisentles 
y
les 
andidats à une base minimale restent également valides. Il en est de même dulemme 2.1.7, utile lorsque l'uni
ité du plus 
ourt 
hemin entre deux sommets n'est pasassurée. Notons que de manière générale 
ette 
ondition peut être induite par perturbationdes poids, ou plus pré
isément en 
onsidérant un ordre total sur les parties de 2A. Unlemme probabiliste, dit lemme d'isolation de Mulmuley, Vazirani et Vazirani [MVV87℄,permet d'obtenir 
ette 
ondition ave
 une bonne probabilité en asso
iant à 
haque arêteun entier aléatoire borné par un nombre su�samment grand (dépendant du nombred'arêtes de Mg).Par la suite, pour tout sommet x de Mg, on note Tx un arbre de plus 
ourts 
hemins desour
e x dans le graphe (1-squelette) de Mg. Pour toute arête a on pose, 
omme dans le
as des graphes, c(x, a) = p(x, o(a)).a.p(x, o(a−1))−1 où p(x, y) est le 
hemin simple de xà y dans Tx.Comme pour le 
as des graphes, l'algorithme de 
al
ul d'une base minimale 
onsiste àappliquer l'algorithme glouton à l'union des 
y
les c(x, a) lorsque x par
ourt les sommetsdeMg et a les 
ordes de Tx. On peut 
ependant faire deux modi�
ations, l'une portant surle nombre de 
y
les à prendre en 
onsidération, l'autre portant sur le test d'indépendan
epour l'ajout d'un 
y
le à la famille libre 
ourante. La première modi�
ation repose sur lelemme suivant :Lemme 2.1.12 Soit x un sommet de Mg. L'ensemble des 
lasses d'homologie des 
y
les
c(x, a), lorsque a par
ourt les arêtes de Mg, 
ontient au plus 6g − 3 éléments.Ce lemme permet de restreindre l'algorithme glouton à O(gn) 
y
les (O(g) pour 
haquesommet). Sa preuve utilise une propriété générale des graphes 
ubiques (i.e. 3-régulier)Lemme 2.1.13 Le nombre d'arêtes d'un graphe 
ubique est égal à −3 fois sa 
ara
téris-tique d'Euler.Preuve : La relation d'in
iden
e sommet/arête donne 3s = 2a ; d'où 3χ = 3s−3a = −a.
2Preuve du lemme 2.1.12 : On note [c] la 
lasse d'homologie d'un 
y
le c. Soit G∗ legraphe dual asso
ié au 
omplémentaire de Tx dansMg : Les sommets de G∗ 
orrespondentaux triangles de Mg et les arêtes de G∗ 
orrespondent aux arêtes dans M1

g \Tx. On note
a∗ l'arête duale d'une arête a deMg. Remarquons que [c(x, a)] = 0 si a ∈ Tx. Remarquonségalement que si trois arêtes a, b, d de Mg bordent un triangle t, alors c(x, a) + c(x, b) +
c(x, d) = ∂t et don
 [c(x, a)] + [c(x, b)] + [c(x, d)] = 0.Soient deux arêtes a et b n'appartenant pas à Tx (i.e. a∗, b∗ ∈ G∗).
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ommun de degré deux dans G∗, alors [c(x, a)] =
[c(x, b)].Pour la première propriété, on 
onsidère le triangle t 
orrespondant au sommet de degréun de a∗. Puisque les deux autres arêtes de t sont dans Tx, les deux remarques 
i-dessusimpliquent [c(x, a)] = 0.Pour la se
onde propriété, on 
onsidère le triangle t 
orrespondant au sommet de degrédeux 
ommun à a∗ et b∗. Les arêtes de 
e triangles sont a, b et une troisième arête, dans

Tx. Les deux remarques 
i-dessus permettent à nouveau de 
on
lure.Ces deux propriétés montrent que le nombre de 
lasses d'homologie des 
y
les c(x, a),lorsque a par
ourt les arêtes de Mg, est au plus égal au nombre d'ar
s du graphe H∗obtenu à partir de G∗ en 
ontra
tant toutes les arêtes in
identes à un sommet de degréun ou deux. Notons que H∗ est 
ubique puisque tout sommet de G∗ est de degré au plustrois. Par le lemme 2.1.13, le nombre de 
lasses est en
ore −3χ(H∗). Mais H∗ et G∗ ontle même type d'homotopie, d'où χ(H∗) = χ(G∗).On a par ailleurs
χ(G∗) = S(G∗) − A(G∗) = F (Mg) − A(G∗).Or

A(G∗) = A(Mg) − A(Tx) = A(Mg) − S(Tx) + 1 = A(Mg) − S(Mg) + 1.D'où
χ(G∗) = F (Mg) − A(Mg) + S(Mg) − 1 = χ(Mg) − 1 = 1 − 2g.

2Pour un sommet x de Mg on peut 
onstruire les O(g) 
y
les pertinents de la forme c(x, a)en temps O(n log n+ gn). Il su�t pour 
ela de 
onstruire Tx par l'algorithme de Dijkstrapuis de par
ourir G∗ et de retenir le plus 
ourt 
y
le de la forme c(x, a) dans 
haquebran
he de G∗, i.e. lorsque a∗ par
ours une 
haîne maximale de G∗.La se
onde modi�
ation porte sur le test d'indépendan
e � pour les 
lasses d'homologie �d'un 
y
le c(x, a) ave
 une famille libre de 
y
les déjà 
al
ulée. Dans le 
as de l'homologiedes graphes, la notion de 
y
le se 
onfond ave
 
elle de 
lasse d'homologie. Les 
y
lesformant un sous-espa
e des 
haînes, on a pu travailler ave
 une base des 
haînes, 
.-à-d.les arêtes, pour exprimer matri
iellement le test d'indépendan
e. Dans le 
as des surfa
es
ette 
onfusion n'est plus possible et il faut 
ommen
er par 
al
uler une base de référen
epour l'homologie a�n d'exprimer les 
y
les dans 
ette base. On peut par exemple 
hoisirune base asso
iée à un graphe de 
oupe (
f. remarque 1.3.5). Une telle base peut êtreobtenue en temps O(gn) suivant la 
onstru
tion de la proposition 1.3.3. Rappelons queles éléments de 
ette base sont en bije
tion ave
 les 2g 
ordes d'un arbre 
ouvrant dugraphe de 
oupe et que l'expression de la 
lasse d'homologie d'un 
y
le quel
onque seréduit à la tra
e sur les 
ordes de tout homologue de 
e 
y
le 
ontenu dans le graphe de
oupe. Le 
al
ul des 2g 
omposantes (de la 
lasse d'homologie) de 
haque 
y
le 
andidat
c(x, a) dans la base de référen
e prend don
 a priori un temps O(gn). Pour un sommet
x �xé, on peut 
ependant 
al
uler dans le même temps les 
omposantes de tous les O(g)
y
les 
andidats c(x, a). Pour 
ela on 
ommen
e par 
al
uler les 
omposantes (i.e. les
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es sur les 
ordes de la base de référen
e) de tous les 
hemins p(x, y) en par
ourantl'arbre de plus 
ourts 
hemins Tx. Ce
i prend un temps (et une pla
e) O(gn). Ensuite,les 
omposantes de 
ha
un des O(g) 
y
les 
andidats c(x, a) s'obtiennent en ajoutant entemps O(g) 
elles de p(x, o(a)), a, et p(x, o(a−1)). Le temps amorti pour le 
al
ul des
omposantes d'un 
y
le 
andidat est don
 O(n) au lieu de O(gn).Par l'algorithme du pivot de Gauss on maintient une version triangulée de la famille libre
ourante. Celle-
i est 
omposée d'au plus 2g 
y
les. L'ajout d'un 
y
le à 
ette famille parl'algorithme du pivot de Gauss né
essite don
 O(g2) opérations.Théorème 2.1.14 On peut 
onstruire une base minimale de l'homologie de Mg en temps
O(n2 log n + gn2 + g3n)Preuve : On applique l'algorithme glouton aux O(gn) 
y
les pertinents. Ces derniers,ainsi que leurs 
omposantes sur une base de référen
e, se 
al
ulent en temps O(n2 log n+
gn2) d'après la dis
ussion pré
édente. Le tri de 
es 
y
les suivant leur longueur prend untemps O(gn logn) auquel il faut ajouter le O(g3n) pour les tests de dépendan
e linéaire.
2


