
Chapitre 7Optimisation et homotopie
7.1 Calul d'une base optimale du π17.1.1 Cas des graphesSuivant la disussion qui préède la proposition 6.2.4, on peut onstruire une base libre
{γT

e }e∈E′ de π1(G, x) à partir des arêtes omplémentaires d'un arbre maximal en tempsproportionnel à la taille ∑
e∈E′ |γT

e | de ette base. Remarquons ependant que toutes lesbases de π1(G, x) ne proviennent pas néessairement d'une telle onstrution.Peut-on aluler e�aement une base de taille minimale ? Existe-t-il une base minimaleassoiée à un arbre ouvrant ? Avant de répondre (positivement) à es deux questions�géométriques�, donnons un petit lemme préparatoire :Lemme 7.1.1 Soit L un groupe libre de rang �ni n et {x1, x2, . . . , xn} une base de L.Alors pour toute base {u1, u2, . . . , un} de L, il existe une permutation σ de [1, n] telle que
xi apparaît dans l'expression réduite de uσ(i) en fontion des xj.Preuve : Soit f l'automorphisme de L dé�ni par f(xi) = ui. Par passages aux quotients,
f dé�ni un automorphisme du groupe libre ommutatif de rang n, L/[L, L]. Il su�t donde prouver la propriété pour les automorphismes de ZZ-modules de rang n. Or la matried'un tel automorphisme est inversible, don de déterminant non nul. L'un des n! termesde l'expression usuelle du déterminant est don non nul, e qui exprime préisément lapropriété reherhée. 2Proposition 7.1.2 Soit x ∈ V un sommet d'un graphe onnexe �ni G, alors la base de
π1(G, x) assoiée à l'arbre de tout parours en largeur de G à partir de x est de tailleminimale.Preuve : Soit T l'arbre d'un parours en largeur à partir de x et soit E ′ l'ensemble desordes de T dans G. Par dé�nition de T , on a que pour tout sommet y ∈ V , la distanede x à y dans G oïnide ave ette distane dans T , i.e. ave |γT

x,y|. Pour tout e ∈ E ′,53



7.1. Calul d'une base optimale du π1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 54on remarque don que {γT
e } est un laet de point base x ontenant e de taille minimaleave ette propriété.Considérons une base B de π1(G, x). D'après le lemme préparatoire, les éléments de labase BT = {γT

e }e∈E′ peuvent être mis en bijetion ave les éléments de B de sorte que
γT

e apparaisse dans l'expression réduite (dans BT ) de son orrespondant dans B. Onen déduit que e apparaît dans tout laet représentant e orrespondant, et la remarquepréédente permet de onlure. 2Exerie 7.1.3 Montrer, sans utiliser la notion de groupe, que parmi toutes les basesassoiées à des arbres ouvrants, elles assoiées à des parours en largeur sont de tailleminimale.On remarquera que la proposition 7.1.2 reste vraie si on suppose que les arêtes de G sontmunies de poids positifs, que la taille est remplaée par le poids total, et que le paroursen largeur est modi�é par l'algorithme de Dijkstra [CLRS02℄.7.1.2 Cas des surfaesDe même que pour les graphes, il est possible de aluler une base minimale du groupefondamentale d'une surfae de manière e�ae. L'algorithme qui suit est tiré de Eriksonet Whittlesey [EW05℄.Soit M une surfae triangulée orientable sans bord de genre g et x un sommet de M.Comme pour les graphes, on ommene par aluler un arbre ouvrant T obtenu par unparours en largeur. Pour toute orde e de T dans le 1-squelette M1, on a un laet γT
equi est le plus ourt laet de base x ontenant e (f. la preuve de la proposition 7.1.2).On dé�nit de manière réursive un générateur glouton γT

ei
, i ≥ 1 par1

M\ (T ∪ {e1, . . . , ei}) est onnexe et |γT
ei
| est minimal ave ette propriété.Soit G∗

i le graphe dual deM\(T∪{e1, . . . , ei}), 'est-à-dire le graphe d'adjaene entre lesfaes de M\(T ∪{e1, . . . , ei}). Dire que M\(T ∪{e1, . . . , ei}) est onnexe équivaut à direque G∗
i est onnexe. Il est faile de voir à l'aide la aratéristique d'Euler que le graphedual G∗ de M\T possède 2g yles. Il y a don 2g générateurs gloutons. Ces générateurspeuvent être vus omme assoiés aux ordes de T dans H = T ∪ {e1, . . . , e2g}. Comme

M \ H est un disque (une arboresene de triangles), on se retrouve dans la situationpréédant la proposition 6.2.9, et les générateurs gloutons forment don une base de
π1(M, x), dite gloutonne. Les lasses d'homologies des générateurs gloutons onstituentégalement de e fait une base de H1(M).Le graphe dual G∗

2g de M\H onstitue un arbre ouvrant K∗ de G∗. On assoie à haquearête e∗ de G∗ le poids |γT
e |, longueur du laet assoié à la orde e de T primale de e∗.On remarque alors que K∗ est un arbre ouvrant de poids maximal dans G∗. En e�et,par dé�nition e∗i est une arête de poids minimal et appartient à un yle de G∗

i−1. Ceidonne une dé�nition globale d'une base gloutonne.1Si A est un sous-ensemble d'arêtes de M, On désigne par M\A la surfae à bord obtenue en oupant
M le long des arêtes de A.



7.1. Calul d'une base optimale du π1. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 55Dé�nition 7.1.4 Fixons une base gloutonne de (M, x). Soit ℓ un laet de (M, x). Unfateur homologique de ℓ (relativement à la base gloutonne �xée) est un générateur gloutonqui apparaît ave un oe�ient non nul dans l'expression de la lasse d'homologie de ℓsur la base gloutonne.Lemme 7.1.5 Ave les notations préédentes, on a que pour toute orde e de T dans
M1, le laet γT

e est au moins aussi long que haun de ses fateurs homologiques.Preuve : Si γT
e est un générateur glouton, il n'y a rien à montrer. Supposons que en'est pas le as. Soient alors γT

e1
, . . . , γT

ek
les générateurs gloutons qui ne sont pas pluslong que γT

e . On pose Gk = T ∪ {e1, . . . , ek}.Si M \ (Gk ∪ {e}) est onnexe, alors k < 2g et par dé�nition de k, on a que γT
ek+1est stritement plus long que γT

e , e qui ontredit la dé�nition d'une base gloutonne.Don M\ (Gk ∪ {e}) n'est pas onnexe, tandis que M\ Gk l'est. Soit M′ une des deuxomposantes de M \ (Gk ∪ {e}). L'arête e apparaît exatement une fois sur le bord de
M′. Lequel bord est inlus dans Gk ∪{e}. La lasse d'homologie de e bord est don uneombinaison des lasses d'homologies de γT

e1
, . . . , γT

ek
et γT

e , ave un oe�ient ±1 pourette dernière. Comme la lasse d'homologie de e bord est nulle ('est un bord !), on endéduit que la lasse d'homologie de γT
e s'exprime en fontion de elles de γT

e1
, . . . , γT

ek
. 2Lemme 7.1.6 Tout laet de point base x est au moins aussi long que haun de sesfateurs homologiques.Preuve : Soit ℓ un laet de (M, x). On exprime la lasse d'homotopie de ℓ, vu ommelaet de (M1, x), dans la base libre assoiée aux ordes de T dans M1 : ℓ ≃ γT

a1
, . . . , γT

ap
.On suppose que ette expression est réduite, de sorte que haque arête ai apparaît né-essairement dans ℓ. Par onséquent ℓ est plus long que haque γT

ai
. Mais tout fateurhomologique de ℓ est fateur homologique de l'un des γT

ai
, et on onlut ave le lemmepréédent. 2Lemme 7.1.7 Pour toute base {ℓi}1≤i≤2g de π1(M, x), il existe une permutation σ de

[1, 2g] telle que pour tout i ∈ [1, 2g], le générateur glouton γeσ(i)
est un fateur homologiquede ℓi.Preuve : La preuve est essentiellement la même que pour le lemme 7.1.1. 2Les deux lemmes préédents impliquent immédiatement queProposition 7.1.8 Toute base gloutonne est de longueur totale minimale parmi toutesles bases de π1(M, x).On remarque omme pour les graphes que la proposition reste vraie si on suppose que lesarêtes de M sont munies de poids positifs, que la taille est remplaée par le poids total,et que le parours en largeur est modi�é par l'algorithme de Dijkstra [CLRS02℄.



7.2. Caluls de laets sur les surfaes. Franis Lazarus. 17 janvier 2011 56Théorème 7.1.9 Soit M une surfae triangulée orientable sans bord de genre g ayantun nombre total n de sommets, arêtes et faes. Il existe un algorithme de omplexité
O(n log n + gn) qui alule une base minimale de π1(M, x).Preuve : Il su�t d'après la proposition préédente de onstruire une base gloutonne.Pour ela on ommene par aluler un arbre ouvrant T de plus ourts hemins à l'aidede l'algorithme de Dijkstra en temps O(n logn). On peut en temps linéaire aluler lalongueur de γT

e pour haque orde de T . D'après la dé�nition globale d'une base glou-tonne, il su�t ensuite de aluler un arbre ouvrant K∗ de poids maximal dans le graphed'adjaene G∗ des faes de M \ T muni des poids |γT
e |. Cei peut se faire en temps

O(n log n) par des algorithmes lassiques de alul d'arbre ouvrant de poids maximal(ou minimal) [CLRS02℄. Soient {e1, . . . , e2g} l'ensemble des arêtes primales orrespondantaux ordes de K∗ dans G∗, alors {γe1, . . . , γe2g
} onstitue une base gloutonne qui peutêtre onstruite en temps proportionnel à sa taille O(gn). 27.2 Caluls de laets sur les surfaesUn bon nombre d'algorithmes et de problèmes portant sur l'homotopie des ourbes surles surfaes ont été étudiés es dernières années. Citons :� le test d'homotopie entre deux ourbes [DS95, DG99℄,� le alul de système fondamental anonique de laets pour l'homotopie [VY90, LPVV01℄,� le alul d'un système fondamental minimal dans sa lasse d'homotopie [CdVL05℄,� le alul d'une déomposition en pantalons minimale dans sa lasse d'homotopie [CdVL07℄,� le alul d'un yle non ontratile ou d'un yle non séparateur minimal [MT01,CM05℄,� le alul d'une ourbe minimale dans sa lasse d'homotopie [CE06℄,� le alul d'un yle séparateur minimal [CCdVE+08℄,� et. . .


