
Chapitre 4Persistan
e homologique
4.1 MotivationLa notion de persistan
e homologique apparaît dans les arti
les de Robins [Rob99℄ puisd'Edelsbrunner et al. [ELZ00℄ dans le 
adre de la théorie de l'approximation. Cette no-tion a donné suite à de nombreux développements [ZC05, CSEM06, EMP06, CSEH07,CSEH08, EH08℄. Le prin
ipe est d'en
oder un pro
essus d'évolution d'un objet plut�t quel'objet lui-même. Pour 
ommen
er, on se donne une �ltration d'un 
omplexe simpli
ial
K :

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = KCette �ltration induit d'après la se
tion 3.4 une suite de morphismes en homologie :
H∗(K1) → . . .→ H∗(Kn)où 
haque �è
he est induite par l'in
lusion. Clairement, 
ette suite de morphismes est uninvariant plus ri
he pour la �ltration que la simple 
olle
tion des groupes d'homologie.On pourra 
onsidérer par exemple deux �ltrations de longueur 2 du tore 
ommençant parun 
y
le 
ontra
tile ou non.En travaillant ave
 des 
oe�
ients dans un 
orps on obtient ainsi une 
haîne d'appli
ationslinéaires. On dé�nit de manière naturelle une notion de morphismes entre deux telles
haînes : 
'est une suite d'appli
ations linéaires entre les espa
es des deux 
haînes telleque le diagramme global 
ommute. La question se pose alors de 
lassi�er les 
haînes àisomorphisme près. On va montrer que la notion d'intervalle de persistan
e fournit uninvariant 
omplet.4.2 Classi�
ation des 
haînes d'appli
ations linéaires4.2.1 Dé
omposition 
anoniqueOn se donne une 
haîne d'appli
ations linéaires de longueur n entre des espa
es ve
toriels

Ei de dimensions �nies sur un 
orps IF donné :33
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E1

φ1

→ . . .
φn

→ En+1 (4.1)Pour tout (i, j) ∈ [1, n+ 1]2 on dé�nit φi,j : Ei → Ej 
omme la 
omposition des φk entre
Ei et Ej. Plus pré
isément, on pose� ∀i ∈ [1, n] : φi,i = IdEi� ∀1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : φi,j = φi+1,j ◦ φi et φj,i = 0.Exemple 4.2.1 On note IdIF(i, j) la 
haîne

0 → . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)×0

→ IF Id
→ . . .

Id
→ IF

︸ ︷︷ ︸

(j−i+1)×IF → 0 → . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(n−j+1)×0C'est-à-dire ave
 les notations 
i-dessus : Ek est l'espa
e de dimension 1 sur IF pour
k ∈ [i, j] et 0 sinon, tandis que φk est l'identité pour k ∈ [i, j[ et l'appli
ation nulle sinon.Le résultat prin
ipal de 
ette se
tion est une dé
omposition 
anonique des 
haînes d'ap-pli
ations linéaires.Théorème 4.2.2 Pour toute 
haîne (φi)1≤i≤n de longueur n de la forme (4.1), il existeun unique multi-ensemble d'intervalles, I, tel que (φi)1≤i≤n est isomorphe à la sommedire
te

⊕

[i,j]∈I

IdIF(i, j) (4.2)où 
haque intervalle [i, j] apparaît dans 
ette somme ave
 sa multipli
ité dans I. Lesintervalles de I sont appelés intervalles de persistan
e de (φi)1≤i≤n.Dans 
ette somme dire
te l'espa
e d'indi
e k est la somme dire
te des espa
es � i
i 0 ouIF � de même indi
e dans les IdIF(i, j). Les appli
ations linéaires sont également obtenuspar somme dire
te des appli
ations � i
i 0 ou l'identité � de même indi
e.Soit I le multi-ensemble d'intervalles de persistan
es du théorème. On note ni,j la mul-tipli
ité de l'intervalle de persistan
e [i, j] dans I. Pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ n on pose
βi,j = rang(φi,j). On véri�e aisément que

βi,j(IdIF(k, l)) =

{
1 si [i, j] ⊂ [k, l]
0 sinon.et que si (φk)1≤k≤n et (ψk)1≤k≤n sont deux 
haînes d'appli
ations :

βi,j((φk)k) ⊕ (ψk)k)) = βi,j((φk)k)) + βi,j((ψk)k))Lemme 4.2.3 Pour tout 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : ni,j = βi,j − βi−1,j − (βi,j+1 − βi−1,j+1).
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e qui pré
ède, 
haque IdIF(k, ℓ) de la dé
omposition 
ontribue pour 1dans βi,j si et seulement si [i, j] ⊂ [k, ℓ]. Dit autrement, βi,j 
ompte le nombre d'intervallesde persistan
e 
ontenant [i, j]. Par suite, δi,j := βi,j−βi−1,j 
ompte le nombre d'intervallesde persistan
e de la forme [i, ℓ] ave
 ℓ ≥ j. Et �nalement ni,j = δi,j − δi,j+1. 2Le lemme montre l'uni
ité du multi-ensemble d'intervalles dans le théorème. L'existen
e,montrée 
i-dessous, repose sur la notion de base 
ompatible.Exer
i
e 4.2.4 On dit qu'une 
haîne est dé
omposable si elle est somme dire
te de deux
haînes non-triviales (di�érentes de 0 → 0 → · · · ). Dans le 
as 
ontraire, la 
haîne estdite indé
omposable.1. Montrer par une ré
urren
e sur ∑
dimEi que toute 
haîne du type (4.1) est sommedire
te d'indé
omposables.2. Montrer que pour tout i, j, IdIF(i, j) est indé
omposable.3. Montrer qu'une 
haîne qui n'est pas isomorphe à une IdIF(i, j) est dé
omposable.4. En déduire que toute 
haîne admet une dé
omposition de la forme (4.2).4.2.2 Bases 
ompatiblesPour x ∈ Ei, on pose

x(j) = φi,j(x)Dé�nition 4.2.5 Une base 
ompatible pour la 
haîne (4.1) est la donnée d'une famille
X ⊂

⋃

iEi, l'union étant 
onsidérée 
omme disjointe, telle que pour 1 ≤ i ≤ n + 1 lafamille
X(i) := {x(i) | (x ∈ X) ∧ (x(i) 6= 0)}est une base de Ei et pour x, y distin
ts dans X, x(i) 6= 0 =⇒ x(i) 6= y(i).Dé�nition 4.2.6 À tout élément x d'une base 
ompatible, on asso
ie son intervalle depersistan
e Ix := {i | x(i) 6= 0}.Lemme 4.2.7 Les intervalles de persistan
e des éléments d'une base 
ompatible 
oïn-
ident ave
 les intervalles de persistan
e du théorème 4.2.2.Preuve : Il su�t d'adapter la preuve du lemme 4.2.3 en dé�nissant 
ette fois nij 
ommela multipli
ité de l'intervalle [i, j] parmi les intervalles de persistan
e des éléments d'unebase 
ompatible X et en remarquant que

βi,j = |{x ∈ X | [i, j] ⊂ Ix}|. 2Par la suite on utilise par 
ommodité la fon
tion d'a
tivation a : X → [1, n+ 1] telle que
∀x ∈ X : x ∈ Ea(x).
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haîne du type (4.1) admet une base 
ompatible.Preuve : On pro
ède par ré
urren
e sur la longueur de la 
haîne. Pour une longueurnulle (E1 seul est donné), une base quel
onque de E1 fournit une base 
ompatible. On
onsidère une 
haîne du type (4.1) de longueur n > 0 et on suppose que X est une base
ompatible pour la sous-
haîne de longueur n− 1 :
E1

φ1

→ . . .
φn−1

→ En (4.3)Soit k = |X| le nombre d'éléments de X. On dé�nit de manière ré
ursive des bases
ompatibles X1 = X,X2, . . . , Xk pour (4.3). Le but est d'obtenir une base 
ompatible Xkdont les éléments s'envoient dans En+1 soit sur 0 soit sur une sous-famille libre de En+1.Pour 
ela on 
ommen
e par ordonner les éléments x1, x2, . . . , xk de X de manière non-dé
roissante pour l'a
tivation, i.e. a(xj) ≤ a(xj+1). On suppose avoir 
onstruit Xi−1 =
{y1, y2, . . . , yk} pour un i > 1, l'ordre des yj étant non-dé
roissant pour l'a
tivation, desorte que les images non-nulles dans En+1 de {y1, y2, . . . , yi−1} forment une famille libre.� Si yi(n+ 1)

(
= φn

(
yi(n)

)) est nul ou linéairement indépendant de {yj(n+ 1)}j<i alorson pose Xi = Xi−1,� sinon, on peut é
rire yi(n+ 1) =
∑

j<i λjyj(n+ 1) et on pose y′i = yi −
∑

j<i λjyj(i) et
Xi = Xi−1 \ {yi} ∪ {y′i}ClairementXi est une base 
ompatible pour (4.3) : pour 1 ≤ j ≤ n, la familleXi(j) (
f.dé�nition 4.2.5), obtenue par 
hangement de bases élémentaire à partir de la famille

Xi−1(j), est une base de Ej . De plus, par 
onstru
tion, les images non-nulles dans En+1des i premiers éléments de Xi forment une famille libre.On obtient par ré
urren
e une base 
ompatible Xk de (4.3) telle que les éléments nonnuls de {x(n+ 1)}x∈Xk
forment une famille libre dans En+1.Il reste à 
ompléter Xk par une base d'un supplémentaire de φn(En) pour obtenir unebase 
ompatible pour (4.1). 2Preuve de l'existen
e de la dé
omposition 
anonique du théorème 4.2.2 : Notonstout d'abord qu'une dé
omposition 
anonique de la forme (4.2) admet une base 
ompa-tible formée, pour 
haque IdIF(i, j) de la dé
omposition, d'un générateur de IF1 dansl'espa
e d'indi
e i. L'intervalle de persistan
e d'un tel générateur est pré
isément [i, j].On note XI une base 
ompatible de (4.2) ainsi formée.Soit une 
haîne de la forme (4.1). Par la proposition 4.2.8, on peut 
hoisir une base
ompatible X pour 
ette 
haîne. Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistan
edes éléments de X. On note Fi l'espa
e d'indi
e i dans la dé
omposition 
anonique eton 
onsidère une bije
tion f : X → XI qui respe
te les intervalles de persistan
e (
f.lemme 4.2.7). Cette bije
tion induit pour 
haque i un morphisme fi : Ei → Fi obtenuen envoyant la base de Ei asso
iée à X (
f. dé�nition 4.2.5) sur la base 
orrespondantede Fi via f : fi(x(i)) = f(x)(i). Clairement les fi forment une appli
ation de 
haîne etl'inverse de f induit l'appli
ation inverse. 2
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e des sous-
haînesOn 
onsidère une 
haîne (φi)1≤i≤n :
E1

φ1→ . . .
φn

→ En+1et une inje
tion 
roissante κ : [1, m+1] → [1, n+1]. On dé�nit une sous-
haîne (φ′
j)1≤j≤m :

E ′
1

φ′

1→ . . .
φ′

m→ E ′
m+1de la 
haîne (φi)1≤i≤n en posant E ′

j = Eκ(j), pour j ∈ [1, m + 1], et en posant, ave
 lesnotations de la se
tion 4.2.1, φ′
j = φκ(j),κ(j+1), pour j ∈ [1, m]. On pose de plus

λ : [1, κ(m+ 1)] → [1, m+ 1]

i 7→ min{j ∈ [1, m+ 1] | κ(j) ≥ i}et
µ : [κ(1), n+ 1] → [1, m+ 1]

i 7→ max{j ∈ [1, m+ 1] | κ(j) ≤ i}où l'on 
onvient que min ∅ = m+ 1 et max ∅ = 1.Lemme 4.2.9 Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistan
e de la 
haîne (φi)1≤i≤n.Alors le multi-ensemble des intervalles de persistan
e de (φ′
j)1≤j≤m est {[λ(i), µ(j)] |

[i, j] ∈ I et λ(i) ≤ µ(j)}.Preuve : Il su�t de partir d'une dé
omposition 
anonique de (φi)1≤i≤n de la forme(4.2) et de remarquer qu'une 
omposition d'appli
ations identité ou nulle reste de l'unde 
es deux types. Nous laissons le le
teur 
ombler les détails. Une autre preuve 
onsisteà partir d'une une base 
ompatible X pour (φi)1≤i≤n. On note a : X → [1, n + 1] lafon
tion d'a
tivation telle que ∀x ∈ X : x ∈ Ea(x) et on pose a′x = κ ◦ λ(a(x)) si
a(x) ≤ κ(m + 1). Alors, ave
 les notations de la se
tion 4.2.2, il est immédiat que lafamille X ′ = {x(a′x) | x ∈ X et a(x) ≤ κ(m + 1) et x(a′x) 6= 0} est une base 
ompatiblepour (φ′

j)1≤j≤m. Notons que x(a′x) ∈ Ea′

x
= E ′

κ−1(a′

x) = E ′
λ(a(x)). De plus si l'intervalle depersistan
e (
f. dé�nition 4.2.6) de x ∈ X est [ax, bx], 
elui de x(a′x) ∈ X ′ est [λ(ax), µ(bx)].

24.3 Persistan
e des �ltrations de 
omplexes simpli
iauxSoit K un 
omplexe simpli
ial et K une �ltration :
K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K (4.4)Les in
lusions de 
ette �ltration induisent une 
haîne de morphismes entre les groupesd'homologie de 
haque 
omplexe de la �ltration :

H(K1) → H(K2) → . . .→ H(Kn) (4.5)
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onsidère l'homologie sur un 
orps IF, de sorte que les H(Ki) sont des espa
es ve
to-riels. Selon l'usage on note C(Ki) (resp.Z(Ki), resp. B(Ki)) l'espa
e des 
haînes (resp.
y
les, resp. des bords) de Ki. On omet volontairement la dimension pour ne pas alourdirles notations. On peut soit la rétablir partout où elle est utile, soit 
onsidérer que lesespa
es C(Ki), Z(Ki), B(Ki), H(Ki) sont des sommes dire
tes de 
es espa
es usuellementpris dans 
haque dimension.Dé�nition 4.3.1 On appelle intervalles de persistan
e de la �ltration K les intervallesde persistan
e de la 
haîne induite (4.5). On note I(K) le multi-ensemble des intervallesde persistan
e de K.4.3.1 Filtrations simplesPour des raisons algorithmiques on s'intéresse aux �ltrations obtenues en ajoutant unà un les simplexes de K. La �ltration K est dite simple si K1 est réduit à un sommet
σ1 ∈ K et si Ki, 2 ≤ i ≤ n, se déduit de Ki−1 par l'ajout d'un unique simplexe σi ∈ K.Une �ltration simple s'identi�e don
 à un ordre sur les simplexes de K dont les pré�xessont des sous-
omplexes de K. On supposera K simple dans 
e qui suit.En 
onsidérant l'appli
ation bord 
omme un endomorphisme de C(Ki), on obtient par laformule du rang d'une appli
ation linéaire :

dimC(Ki) = dimZ(Ki) + dimB(Ki)On en déduit en retran
hant à 
ette équation 
elle pour Ki−1, et en notant que dimC(Ki)est le nombre de simplexes de Ki :
(
dimZ(Ki) − dimZ(Ki−1)

)
+

(
dimB(Ki) − dimB(Ki−1)

)
= 1Les deux termes entre parenthèses étant positifs ou nuls on a pour tout i,1. ou bien dimZ(Ki) = dimZ(Ki−1) + 1 et B(Ki) = B(Ki−1),2. ou bien Z(Ki) = Z(Ki−1) et dimB(Ki) = dimB(Ki−1) + 1.Dé�nition 4.3.2 On dira que l'indi
e i (ou le simplexe σi) dans la �ltration simple Kest positif dans le premier 
as, et négatif dans le se
ond. L'ensemble des indi
es positifset négatifs de K sont respe
tivement notés P(K) et N (K).Lemme 4.3.3 Les 
onditions suivantes sont équivalentes

• σi est positif,
• σi est dans le support d'un 
y
le z ∈ Z(Ki) et Z(Ki) = Z(Ki−1) ⊕ IFz,
• ∂σi ∈ B(Ki−1),La preuve est laissée à titre d'exer
i
e. Notons que dans tous les 
as on a

B(Ki) = B(Ki−1) + IF∂σi, (4.6)la somme étant dire
te si et seulement si σi est négatif.
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(i, j + 1) ∈ P(K) × (N (K) ∪ {n+ 1}).De plus,� tout indi
e positif est la borne inférieure d'un unique intervalle de I(K) de multipli
itéun, et� tout indi
e négatif j est tel que j − 1 est la borne supérieure d'un unique intervalle de

I(K) de multipli
ité un.On notera que n + 1 n'est pas un indi
e de la �ltration et que n peut être la bornesupérieure de plusieurs intervalles de persistan
e.Preuve : On note ni (resp. mi) le nombre d'intervalles de persistan
e de (4.5) 
ommen-çant (resp. se terminant) en i. On note également βi le rang du morphisme H(Ki) →
H(Ki+1) induit par l'in
lusion Ki ⊂ Ki+1. D'après la forme 
anonique (4.2), la dimensionde H(Ki) est le nombre d'intervalles de persistan
e 
ontenant i. En partitionnant 
esintervalles en 
eux qui 
ommen
ent en i et les autres, on obtient :

dimH(Ki) = ni + βi−1de même, en séparant 
es intervalles en 
eux qui se terminent en i et les autres, onobtient :
dimH(Ki) = mi + βiPuisque B(Ki) ⊂ B(Ki+1) ⊂ Z(Ki) ⊂ Z(Ki+1), l'image de H(Ki) = Z(Ki)/B(Ki) dans

H(Ki+1) = Z(Ki+1)/B(Ki+1) est isomorphe à Z(Ki)/B(Ki+1), d'où
βi = dimZ(Ki) − dimB(Ki+1)On en déduit, ave
 dimH(Ki) = dimZ(Ki) − dimB(Ki), que

ni = dimZ(Ki) − dimZ(Ki−1) et mi = dimB(Ki+1) − dimB(Ki)Ces deux égalités permettent de 
on
lure, 
ompte tenu de la dé�nition des indi
es positifset négatifs. 2Dé�nition 4.3.5 Le lemme pré
édent permet de dé�nir les appli
ations naissan
e etmort
N : N (K) → P(K) et M : P(K) → N (K) ∪ {n+ 1}telles que pour tout indi
e i positif et tout indi
e j négatif les intervalles [i,M(i) − 1] et

[N(j), j − 1] sont des intervalles de I(K).Corollaire 4.3.6
I(K) = {[i,M(i) − 1]}i∈P(K)

= {[N(j), j − 1]}j∈N (K) ∪ {[i, n+ 1]}i∈P(K)\ImN
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ompatibles des bordsNotre obje
tif est de 
al
uler les signes des simplexes et les intervalles de persistan
ed'une �ltration simple K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K de manière e�
a
e. On introduitpour 
ela la notion de base 
ompatible des bords.Dé�nition 4.3.7 Une base 
ompatible des bords pour K est une famille {xj}j∈J ,
J ⊂ [1, n], de 
y
les de K véri�ant les 
onditions :1. ∀i ∈ [1, n], {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)} est une base de B(Ki),2. L'appli
ation ν : J → [1, n] qui asso
ie à tout j l'indi
e maximal ν(j) des simplexesdu support de xj est inje
tive.Lemme 4.3.8 Pour toute base 
ompatible, la fon
tion ν dé�nie 
i-dessus 
oïn
ide ave
la fon
tion N de la dé�nition 4.3.5.Preuve : La 
ondition 1 
i-dessus et la note suivant l'équation (4.6) montrent que J =
N (K). Le lemme 4.3.3 montre également que pour tout j ∈ J , ν(j) ∈ P(K). On dé�nitdes 
y
les zi ∈ Z(Ki) pour tout i ∈ P(K) 
omme suit :

• Si i ∈ P(K) \ ν(J), on 
hoisit zi tel que Z(Ki) = Z(Ki−1) ⊕ IFzi (
f. lemme 4.3.3).
• Sinon, i = ν(j) pour un 
ertain j ∈ J et on pose zν(j) = xj .Remarquons que le simplexe d'indi
e maximal du support de zi est σi et don
 (
f.lemme 4.3.3) {zj}j∈P(K),j≤i forme une base de Z(Ki). On note [z]i la 
lasse d'homolo-gie du 
y
le z dans H(Ki). Il reste à véri�er que les [zi]i forment une base 
ompatiblepour (4.5) au sens de la dé�nition 4.2.5 et que les intervalles de persistan
e des [zν(j)]ν(j)sont de la forme [ν(j), j − 1]. Véri�ons que

Z(i) = {[zj]i}(j≤i)∧(j 6∈ν(J)) ∪ {[zν(j)]i}(j∈J)∧(ν(j)≤i)∧(j>i) est une base de H(Ki). Puisque
[zν(j)]j = 0, on sait déjà par la remarque 
i-dessus que Z(i) est une famille génératri
e.Reste à voir qu'elle est libre : une 
ombinaison linéaire des 
lasses de Z(i) est nulle si la
ombinaison des 
y
les 
orrespondant est dans B(Ki), 
'est-à-dire égale à une 
ombinai-son de {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)}. On déduit aisément la nullité des 
oe�
ients d'une telle
ombinaison du fait que les zj (et xj) sont é
helonés en tant que 
haînes exprimés surla base des simplexes. Il reste à remarquer que l'intervalle de persistan
e d'un [zi]i est
{j | [zi]j ∈ Z(j)}. 2Proposition 4.3.9 Toute �ltration simple admet une base 
ompatible des bords.La preuve est donnée par l'algorithme de la se
tion suivante.Exer
i
e 4.3.10 Montrer que N(i+ 1) = i implique que σi est une fa
e de σi+1.4.3.3 AlgorithmeLe lemme 4.3.8 
i-dessus et le 
orollaire 4.3.6 indiquent qu'il su�t de 
onstruire unebase 
ompatible des bords pour 
al
uler le signe de 
haque simplexe et les intervalles depersistan
e d'une �ltration simple.
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onstru
tion se fait par ré
urren
e sur la taille n de la �ltration. Le 
as n = 1 esttrivial puisque l'unique simplexe de la �ltration est né
essairement positif. Supposonsdon
 avoir 
onstruit une base 
ompatible des bords {xj}j∈J pour la sous-�ltration K′ :
K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn−1On désigne par N : J → P(K′) la fon
tion de naissan
e asso
iée. Supposons pouvoir
al
uler une dé
omposition du bord de σn sous la forme
∂σn =

∑

j∈J

αjxj + xn (4.7)de sorte que1. ou bien xn est nul,2. ou bien l'indi
e maximal, kn, des simplexes du support de xn n'est pas dans N(J).Si xn est nul alors B(Kn) = B(Kn−1) (
f. (4.6)) et {xj}j∈J reste une base 
ompatible desbords pour K. Sinon, 
'est le 
as pour {xj}j∈J ∪ {xn} et on a de plus N(n) = kn.Notons que par la 
ondition 2 de la dé�nition 4.3.7 toute base 
ompatible des bords formeune base é
helonnée de ve
teurs sur la base 
anonique des simplexes. La dé
omposition(4.7) peut don
 s'obtenir par la méthode du pivot de Gauss dé
rite par le pseudo-
odesuivant :
y := ∂σn

i := indi
e maximal des simplexes du support de yTant que ( (y 6= 0) ∧ (i ∈ N(J)) )
j := N−1(i)
α :=
oe�
ient de σi dans y
β :=
oe�
ient de σi dans xj

y := y − (α/β)xj

i := indi
e maximal des simplexes du support de yFin tant que
\∗ y 
ontient xn à la sortie de la bou
le ∗\Analyse de la 
omplexité On sto
ke 
haque 
y
le xj par la liste des 
oe�
ients deses simplexes dans un tableau indexé par les n simplexes de K. On représente la fon
tion
N par un tableau de taille n ; la 
ase j 
ontient N(j) si σj est négatif et 0 sinon. Onsto
ke également la fon
tion inverse N−1 dans un tableau de taille n. Le 
al
ul de xndans l'algorithme pré
édent prend un temps O(n2). On en déduitProposition 4.3.11 Le 
al
ul d'une base 
ompatible des bords et de la fon
tion N pourune �ltration de longueur n requiert un temps O(n3) sur une ma
hine IF-RAM (i.e. lesopérations élémentaires +,−, ∗,÷ sur IF prennent un temps 
onstant). En parti
ulier, onpeut 
al
uler les intervalles de persistan
e de la �ltration dans le même temps.
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eSe donner une �ltration d'un 
omplexe K revient à se donner une fon
tion f : K → IRqui soit non-dé
roissante, 
'est-à-dire telle que :
∀σ, τ ∈ K : σ ≺ τ =⇒ f(σ) ≤ f(τ)où ≺ est la relation �être fa
e de�. En e�et, si f1 < f2 < . . . < fn est la suite des valeursde f alors la suite de 
omplexes

f−1([−∞, f1]) ⊂ f−1([−∞, f2]) ⊂ . . . ⊂ f−1([−∞, fn]) (4.8)fournit une �ltration de K que l'on note Kf . Inversement, toute �ltration K1 ⊂ K2 ⊂
. . . ⊂ Kn = K est de la forme Kf pour la fon
tion f dé�nie par f(σ) = i pour σ ∈
Ki \Ki−1.Soit f : K → IR une fon
tion non-dé
roissante et I = I(Kf ) le multi-ensemble d'inter-valles de persistan
e de la �ltration Kf asso
iée. Dit autrement, I est le multi-ensembled'intervalles de persistan
e de la 
haîne :

H(K1) → H(K2) → . . .→ H(Kn)où l'on a posé Ki = f−1([−∞, fi]).Dé�nition 4.4.1 Le diagramme de persistan
e de f , noté D(f), est la réunion dans leplan étendu (IR ∪ {−∞,+∞})2� du multi-ensemble de points {
(
fi, fj+1

)
}[i,j]∈I, où l'on a posé fn+1 = +∞, et� des points de la diagonale du plan {x = y} 
omptés 
ha
un ave
 multipli
ité in�nie(dénombrable).On note ∆∞ le multi-ensemble des points de la diagonale ave
 multipli
ité in�nie.On dira qu'une �ltration K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km = K est 
ompatible ave
 la fon
tion

f : K → IR si Kf est une sous-�ltration de K. Autrement dit, si f est 
onstante sur
haque Ki \Ki−1 et si la fon
tion fK : [1, m] → IR, i 7→ f(Ki \Ki−1) est non-dé
roissante.Dé�nition 4.4.2 le diagramme de persistan
e d'une fon
tion non-dé
roissante f : K →IR relativement à une �ltration K 
ompatible ave
 f est le multi-ensemble de points
D(f,K) = ∆∞ ∪ {

(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K)où l'on a posé fK(m+ 1) = +∞, m étant la longueur K.En parti
ulier, D(f) = D(f,Kf).Lemme 4.4.3 D(f) = D(f,K) pour toute �ltration K 
ompatible ave
 f .
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is Lazarus. 17 janvier 2011 43Preuve : Soit f1 < f2 < . . . < fn la suite des valeurs de f sur K. On pose κ :
[1, n] → [1, m], i 7→ max{j | fK(j) = fi}. Clairement, f−1([−∞, fi]) = Kκ(i) et la 
haîned'homologie induite par Kf dé�nit, ave
 l'inje
tion κ, une sous-
haîne de 
elle induitepar K selon la terminologie de la se
tion 4.2.3. On en déduit par le lemme 4.2.9 que
I(Kf) = {[λ(i), µ(j)] | [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}, ave
 λ et µ 
omme dans le lemme.D'où

D(f) = D(f,Kf) = ∆∞ ∪ {
(
fλ(i), fµ(j)+1

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}On véri�e aisément ave
 les dé�nitions de κ, λ et µ que fλ(i) = fK(i) et fµ(j)+1 = fK(j+1).Soit en
ore

D(f) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}Mais si λ(i) > µ(j) pour un 
ertain intervalle [i, j] ∈ I(K) alors fK(i) = fK(j + 1)et le point 
orrespondant (fK(i), fK(i)) est �absorbé� par la diagonale ∆∞. On 
on
lut�nalement

D(f) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K) = D(f,K). 2Ainsi le diagramme de persistan
e de f peut être 
al
ulé à partir de n'importe quelle�ltration 
ompatible ave
 f .4.4.1 Stabilité du diagramme de persistan
eSoient f, g : K → IR deux fon
tions non-dé
roissantes. On note

‖f − g‖∞ = sup
σ∈K

|f(σ) − g(σ)|leur distan
e L∞.On dé�nit également une (pseudo) distan
e1 d entre diagrammes de persistan
e par
d(D,D′) = inf

φ
sup
p∈D

‖p− φ(p)‖∞où φ : D → D′ dé
rit l'ensemble des bije
tions entre D et D′ et ‖p − q‖∞ = max{|xp −
xq|, |yp − yq|} (on pose |+∞− x| = +∞ si x 6= +∞ et 0 sinon). Notons que D et D′ onttous les deux même 
ardinal (du 
ontinu) du fait de la présen
e de la diagonale ∆∞.Proposition 4.4.4 ([CSEH07, CSEM06℄) d(D(f), D(g)) ≤ ‖f − g‖∞Preuve : On pose ft = f + t(g − f). Notons que ft est non-dé
roissante sur K. Pourtoute paire de simplexes σ, τ ∈ K, il existe un réel u ∈ [0, 1] tel que le signe (au senslarge) de ft(σ) − ft(τ) reste 
onstant pour t ∈ [0, u] et de même pour t ∈ [u, 1]. Il existedon
 une partition �nie 0 = t0 < t1 < . . . < tr = 1 de2 [0, 1] telle que l'ordre relatif des1Il ne s'agit pas d'une véritable distan
e 
ar d peut prendre une valeur in�nie.2

r ≤
(
m

2

)
+ 1 où m est le nombre de simplexes de K
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ft-valeurs des simplexes soit indépendant de t sur 
haque intervalle [ti, ti+1]. On en déduitpour 
haque i ∈ [0, r− 1] une �ltration simple Ki 
ompatible ave
 toutes les fon
tions ftpour t ∈ [ti, ti+1]. Par le lemme 4.4.3, on a

D(ft) = D(ft,Ki) = ∆∞ ∪ {
(
ft(σa), ft(σb+1

)
}[a,b]∈I(Ki)où σa est le a-ième simplexe de la �ltration simple Ki. En 
onsidérant la bije
tion évi-dente entre D(fti) et D(fti+1

) qui vaut l'identité sur ∆∞ et envoie (
fti(σa), fti(σb+1)

) sur
(
fti+1

(σa), fti+1
(σb+1)

), on déduit d(D(fti), D(fti+1
)) ≤ (ti+1−ti)‖f−g‖∞. Par appli
ationde l'inégalité triangulaire on obtient �nalement

d(D(f), D(g)) ≤
∑

i

(ti+1 − ti)‖f − g‖∞ = ‖f − g‖∞

2


