
Chapitre 5PolytopesL'étude des polytopes tire son origine au XV IIIe sièle de la méanique et plus spé-i�quement de l'analyse des points d'équilibre d'une masse pontuelle soumise à desontraintes. Cette analyse fait apparaître des inéquations linéaires en lien ave les multi-pliateurs de Lagrange (1788). Au XIXe sièle, le développement de l'étude des systèmesd'inéquations linéaires doit beauoup à Fourier et fut motivée par di�érentes branhesdes mathématiques omme les probabilités ou la théorie des nombres ou enore par lesthéories politiques (életions) ou éonomiques. Cette dernière, ainsi que la théorie de jeux,fut également à la soure de nombreux problèmes de programmation linéaire au XXesièle. Dans le même temps l'étude de la onvexité et de la théorie des polytopes en tantque telles s'est largement développée en mathématique.Pour de plus amples référenes, voir les notes historiques dans- Theory of Linear and Integer Programming. A. Shrijver. Wiley-Intersiene, 1986.- The Evolution of Methods of Convex Optimization. V. M. Tikhomirov. The AmerianMathematial Monthly. Jan. 1996, pp. 65-71.5.1 NotationsUn veteur olonne ou ligne est noté en aratère gras omme le veteur x, ses om-posantes xi sont notées en aratères maigres. Les produit salaire est noté de manièrematriielle omme le produit d'un veteur ligne par un veteur olonne. La notation x ≤ ysigni�e que xi ≤ yi pour tout i.Un demi-espae {x | cx ≤ c0} ontenant un polytope P est dit valide pour P . Parextension, on dit que l'hyperplan {x | cx = c0} est valide pour P si le demi-spae
{x | cx ≤ c0} est valide pour P .Par onision j'érirai {cx ≤ c0} pour {x | cx ≤ c0}. Par abus de langage, j'identi�erai unhyperplan ave son équation de sorte que je pourrai érire H = {cx = c0} = {H(x) = 0}et {cx ≤ c0} = {H(x) ≤ 0}
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Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 595.2 ConvexitéDé�nition 5.1 Une ombinaison onvexe d'une famille de n points x1,x2, . . . ,xn de IRdest un point x de la forme x =
∑

i tixi, ave ti ≥ 0 et ∑i ti = 1.Dé�nition 5.2 Un ensemble X de IRd est onvexe si pour tout ouple de points de X lesegment qui les joint est inlus dans X.Remarque 5.3 Par réurrene on en déduit failement qu'un ensemble est onvexe si etseulement si il est stable par ombinaison onvexe de familles �nies de ses points.Dé�nition 5.4 Soit X une partie de IRd. L'enveloppe onvexe de X, notée Conv(X),est le plus petit onvexe ontenant X (e qui a un sens puisque la propriété de onvexitéest stable par intersetion).Lemme 5.5 Conv(X) est l'ensemble des ombinaisons onvexes de familles �nies depoints de X.Preuve : Je note C l'ensemble des ombinaisons onvexes de familles �nies de X . Par laremarque préédente C est onvexe (une ombinaison onvexe de ombinaisons onvexesen est une) et omme C ontient X on en déduit Conv(X) ⊂ C. La même remarqueimplique C ⊂ Conv(X), d'où l'identité. 2Lemme 5.6 (Radon) Soit A un ensemble de d + 2 points de IRd alors il existe deuxparties disjointes A1 et A2 de A telles que Conv(A1) ∩ Conv(A2) n'est pas vide.Preuve : Les d + 2 points a1, a2, . . . , ad+2 de A sont a�nement dépendants. Il existedon des λi non tous nuls tels que ∑

i λiai = 0 et ∑

i λi = 0. En séparant les termesave des λi stritement positifs des termes ave des λi stritement négatifs on onlutfailement. 2Théorème 5.7 (Carathéodory, 1911) Conv(X) est l'ensemble des ombinaisons on-vexes de familles de d+1 points de X. Autrement dit Conv(X) est l'union des d-simplexes(possiblement dégénérés) dont les sommets sont des points de X.Preuve : Par le lemme 5.5 tout point x de Conv(X) s'érit∑n
i=1 λixi ave xi ∈ X, λi > 0et ∑n

i=1 λi = 1. Si n > d+ 1 alors les xi sont liés et il existe des µi non tous nuls tels que
∑n

i=1 µixi = 0 et ∑n
i=1 µi = 0. On peut hoisir un réel α tel que λi + αµi est nul pour aumoins un indie i et positif sinon. Don x =

∑n
i=1(λi + αµi)xi est ombinaison onvexed'au plus n− 1 points de X et on termine par réurrene sur n. 2Lemme 5.8 (de séparation) Soit C un onvexe ompat de IRd et D un onvexe ferméde IRd disjoint de C. Alors il existe un hyperplan H les séparant stritement, i.e. tel que

C et D soient respetivement ontenus dans les deux demi-espaes ouverts délimités par
H.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 60Preuve : Supposons tout d'abord D ompat. L'appliation distane est ontinue surle ompat C × D où elle atteint son minimum. Soient don x ∈ C et y ∈ D tels que
d(x,y) = d(C,D) > 0. On véri�e que l'hyperplan médiateur de x et y onvient pour H .Si D n'est pas ompat on l'intersete ave une boule B ompate su�samment grandepour que d(C,D ∩ B) = d(C,D) et on se ramène au as préédent. 2Théorème 5.9 (Helly, 1923) Soient n > d et C1, C2, . . . , Cn des onvexes de IRd telsque l'intersetion de d + 1 quelonques de es onvexes est non vide, alors ∩iCi est nonvide.Preuve : On raisonne par réurrene sur n. Pour tout i on onsidère, par hypothèse deréurrene, un point ai dans l'intersetion des n−1 onvexes ∩j 6=iCj. On obtient ainsi unensemble de n points {a1, . . . , ai, . . . an}. Par le théorème de Radon on peut en extrairedeux sous-ensembles disjoints A et B dont les enveloppes onvexes s'intersetent. Toutpoint x de ette intersetion est dans ∩iCi. En e�et, si ai n'est pas dans A, alors haquepoint de A est dans Ci, et don x ∈ Conv(A) ⊂ Ci. De même si i n'est pas dans B. 2Exerie 5.10 Soit P un ensemble de n points de IRd. Un point entral pour P est unpoint x ∈ IRd tel que tout demi-espae qui ne ontient pas x ontient au plus n d

d+1
pointsde P . Montrer à l'aide du théorème de Helly que tout ensemble �ni de points admet unpoint entral.5.3 Le théorème de Minkowski-WeylCe théorème établit l'équivalene entre les objets obtenus omme enveloppe onvexe defamilles �nies de points ou omme intersetion de familles �nies de demi-espaes lorsqueelle-i est bornée.Dé�nition 5.11 Un �ne polyédrique est une intersetion d'une famille �nie de demi-espaes vetoriels (de la forme {x | ax ≤ 0}). L'enveloppe onique d'une famille �niede veteurs est l'ensemble des ombinaisons linéaires à oe�ients non négatifs de esveteurs.Théorème 5.12 (de Minkowski-Weyl pour les �nes) Tout �ne polyédrique est uneenveloppe onique et réiproquement.Lemme 5.13 La projetion sur un sous-espae d'un �ne polyédrique est un �ne polyé-drique.Preuve : Une projetion sur un sous-espae de odimension p s'obtient omme p proje-tions suessives sur des sous-espaes de odimension 1 (dans les espaes appropriés). Ilsu�t don de se restreindre à e dernier as. Par hangement de oordonnées on peut sup-posé que ette projetion est la projetion orthogonale sur {x1 = 0}. Soit C = {Ax ≤ 0}



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 61un �ne polyédrique où les inéquations sont exprimées dans une repère adapté à la pro-jetion. On utilise la proédure de Fourier-Motzkin (1927) après avoir normalisé les in-équations de C : si C s'érit






x1 + a′
ix

′ ≤ 0, i ∈ I+

−x1 + a′
jx

′ ≤ 0, j ∈ I−

a′
kx

′ ≤ 0, k ∈ I0alors sa projetion sur {x1 = 0} s'érit
C1 =

{

(a′
i + a′

j)x
′ ≤ 0, (i, j) ∈ I+ × I−

a′
kx

′ ≤ 0, k ∈ I0En e�et, tout point projeté de C est lairement dans C1. Par ailleurs si x′ ∈ C1 alors lepoint (−max
I+

a′
ix

′,x′) ∈ C, don C1 est ontenu dans la projetion de C. 2Lemme 5.14 L'intersetion d'une enveloppe onique ave un sous-espae est une en-veloppe onique.Preuve : Il su�t de se restreindre à l'intersetion ave un sous-espae de odimension1, par exemple {x1 = 0} et de onlure par réurrene sur la odimension. Soit uneenveloppe onique E = {Rλ, λ ≥ 0} ave R = (R+, R−, R0) et r ∈ R+ (resp. R−, R0) si
r1 = 1 (resp. − 1, 0). Alors E ∩ {x1 = 0} est l'enveloppe onique E1 sur (R+ + R−, R0).En e�et,

x ∈ E1 =⇒ x =
∑

R+×R−

λ±(r
+ + r−) +

∑

R0

λ0r
0ave λ±, λ0 ≥ 0. Don x ∈ E ∩ {x1 = 0}, i.e. E1 ⊂ E ∩ {x1 = 0}.Réiproquement,

x ∈ E ∩ {x1 = 0} =⇒ x =
∑

R+

λ+r
+ +

∑

R−

λ−r
− +

∑

R0

λ0r
0ave ∑

R+ λ+ =
∑

R− λ− et λ+, λ−, λ0 ≥ 0. On en déduit
x =

1
∑

R+ λ+
(
∑

R+

λ+(
∑

R−

λ−)r
+ +

∑

R−

λ−(
∑

R+

λ+)r
−) +

∑

R0

λ0r
0

=
∑

R+

∑

R−

λ+λ−
∑

R+ λ+
(r+ + r−) +

∑

R0

λ0r
0.d'où x ∈ E1 et E ∩ {x1 = 0} ⊂ E1. 2Preuve du théorème 5.12 : Soit une enveloppe onique E = {x | ∃λ ≥ 0 : x = Rλ}.

E est la projetion �sur x parallèlement à λ� du �ne polyédrique
{





I −R
−I R
0 −I





[

x

λ

]

≤ 0}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 62Le lemme 5.13 assure que E est un �ne polyédrique.Réiproquement soit un �ne polyédrique C = {Ax ≤ 0} = {(x, λ) |Ax ≤ λ} ∩ {λ = 0}.Montrons que C ′ = {(x, λ) |Ax ≤ λ} est l'enveloppe onique E des veteurs ± [

ei
Aei

] et
[

0

ǫj

] où les ei et ǫj onstituent des bases des espaes adéquats :
[

x

λ

]

∈ E =⇒

[

x

λ

]

=
∑

i

(u+i − u−i )

[

ei
Aei

]

+
∑

j

vj

[

0

ǫj

] ave u+i , u−i , vj ≥ 0.d'où
[

x

λ

]

=

[

x

Ax+ v

] ave v ≥ 0On en déduit Ax ≤ λ i.e. [x
λ

]

∈ C ′. Réiproquement supposons [x
λ

]

∈ C ′. Alors on peutérire
[

x

λ

]

=

[

x

Ax

]

+

[

0

λ− Ax

]

=

[

x+

Ax+

]

−

[

x−

Ax−

]

+

[

0

λ− Ax

] ave x+,x− ≥ 0.e qui montre que [

x

λ

]

∈ E. Finalement E = C ′ et C = C ′ ∩ {λ = 0}. Le lemme 5.14permet de onlure. 2Dé�nition 5.15 Un polyèdre est l'intersetion d'un famille �nie de demi-espaes a�nes.Théorème 5.16 (de Minkowski-Weyl pour les polyèdres) Tout polyèdre est la somme(de Minkowski) d'une enveloppe onvexe d'une famille �nie de points et d'un �ne polyé-drique et réiproquement.Preuve : Soit un polyèdre P = {Ax ≤ b} = {x |

[

1
x

]

∈ C} où C est le �ne
C = {

[

x0
x

]

|

[

−1 I0
−b A

] [

x0
x

]

≤ 0}.Dit autrement C est le �ne de sommet 0 sur une opie de P dans l'hyperplan x0 = 1.Le théorème de Minkowski-Weyl pour les �nes assure que C = {Rλ, λ ≥ 0} pour unertain R véri�ant (Rλ)0 ≥ 0 pour tout λ ≥ 0. On en déduit
[

1
x

]

∈ C ⇔ ∃λ ≥ 0 :

[

1
x

]

=

[
∑

i λiri0
∑

i λiri

]où les ri0 sont non négatifs. En séparant les indies pour lesquels ri0 est soit positif soitnul en I+ et I0 respetivement, on obtient
x ∈ P ⇔ ∃λ ≥ 0 : x =

∑

I+

λiri0
ri

ri0
+
∑

I0

λiri et ∑

I+

λiri0 = 1.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 63D'où x ∈ Conv( ri
ri0
)I+ + C�ne(ri)I0.Pour la réiproque on onsidère la somme Q d'une enveloppe onvexe d'une famille �niede points S et d'une enveloppe onique sur une famille R de veteurs :

Q = {Sλ+Rµ | λ, µ ≥ 0 et 1Iλ = 1}. Alors Q = {x |

[

1
x

]

∈ C} où C est le �ne
C = {

[1I 0

S R

] [

λ
µ

]

| λ, µ ≥ 0}.Le théorème de Minkowski-Weyl pour les �nes assure que C est de la forme
{

[

x0
x

]

| (−b A)

[

x0
x

]

≤ 0} d'où P = {x | Ax ≤ b} 2Exerie 5.17 Le �ne de réession du polyèdre P = {Ax ≤ b} est l'ensemble desdiretions y telles que x + λy ∈ P pour un ertain x ∈ P et tout λ ≥ 0. Montrer que le�ne de réession de P est le �ne {Ax ≤ 0}. Montrer que dans toute déomposition de
P en somme d'une enveloppe onvexe de points et d'un �ne polyédrique, e �ne est le�ne de réession de P .L'espae de linéalité de P est l'ensemble des diretions y telles que x+ λy ∈ P pour unertain x ∈ P et tout λ. Montrer que et espae a pour équation {Ax = 0}.Dé�nition 5.18 Un polytope est un polyèdre borné.Corollaire 5.19 (théorème de Minkowski-Weyl pour les polytopes) Tout polytopeest une enveloppe onvexe d'une famille �nie de points et réiproquement.5.4 Lemmes de Farkas, 1896Lemme 5.20 Soit un polyèdre P = {Ax ≤ b} et soit pi la projetion sur {xi = 0}parallèlement à ei. Alors il existe une matrie C à oe�ients non négatifs telle que

Elimi(P ) = p−1
i (pi(P )) = {CAx ≤ Cb}.Preuve : appliquer la proédure de Fourier-Motzkin aux inéquations de P . 2Lemme 5.21 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) {Ax ≤ b} est vide,(ii) ∃ c ≥ I0 tel que cA = I0 et cb < 0.Preuve : (i) équivaut à dire que les projetions de P sont vides. En appliquant d foisle lemme 5.20, où d est la dimension de x, on a l'existene d'une matrie C à oe�ientsnon négatifs telle que Elim1(Elim2(. . . Elimd(P ) . . .)) = {CAx ≤ Cb} est vide. Comme

CA = 0 (on a projeté sur un espae de dimension 0), l'un des veteurs lignes c de Cvéri�e (ii). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 64Lemme 5.22 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) ∄x ≥ 0 tel que Ax = b,(ii) ∃ c tel que cA ≥ I0 et cb < 0.Preuve : (i) se réérit {−IA
−A



x ≤





0

b

−b



} est vide. Appliquer alors le lemme 5.21.Preuve plus géométrique : (i) signi�e que b n'est pas dans le �ne des veteurs olonnes
ai de A. Par le lemme de séparation 5.8 appliqué au onvexe ompat {b} et au onvexefermé C�ne({ai}) ei entraîne l'existene d'un hyperplan séparateur H = {cy = c0} telque

∀x ≥ 0 : cAx > c0 et cb < c0.En partiulier x = 0 implique cb < c0 < 0. De plus on ne peut avoir cai < 0 ar pour xayant la i-ème oordonnée positive assez grande on aurait cAx < c0. D'où cA ≥ I0. 2Noter que ette proposition exprime qu'un veteur est soit dans un �ne engendré parune famille �nie donnée de veteurs soit séparé de ette famille par un hyperplan. Pourune démonstration direte voir :Theory of linear and integer programming. Alexander Shrijver. Wiley, 1986. page 85.Lemme 5.23 Les deux assertions suivantes sont équivalentes(i) {ax ≤ b0} est valide pour {Ax ≤ b},(ii) ∃ c ≥ I0 tel que cA = a et cb ≤ b0 ou tel que cA = I0 et cb < 0.Dit autrement, si une inéquation est valide pour un polyèdre non vide, alors ette in-équation est impliquée par une ombinaison à oe�ients positifs des inéquations dupolyèdre.Preuve : (ii) ⇒ (i) : faile.non (ii) ⇒
∄ (c0 c) ≥ I0 tel que (c0 c)

[

−a

A

]

= I0 et (c0 c) [−b0b ]

< 0.On en déduit par la proposition 5.21 :
∃w tel que Aw ≤ b et aw ≥ b0.On a enore non (ii) ⇒

∄ (c0 c) ≥ I0 tel que (c0 c)

[

1 I0
b A

]

= (b0 a)Et on en déduit par la proposition 5.22 :
∃

[

y0
y

] tel que [

1 I0
b A

] [

y0
y

]

≥ 0 et (b0 a) [y0y] < 0.Selon que y0 est positif ou nul on en déduit y tel que Ay ≤ b et ay > b0 ou bien Ay ≤ 0et ay > 0. Dans le premier as 'est terminé, dans le seond w+ y permet également deontredire (i). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 65Référenes :- A Simple Proof of Farka's Lemma. V. Komornik. The Amerian Mathematial Monthly.De. 1998, pp. 949-950.5.5 Faes d'un polytopeJe suis �dèlement le hapitre 2 deLetures on Polytopes. Günter Ziegler. Springer GTM 152, 1994.Soit P un polytope.Dé�nition 5.24 Une fae de P est soit P lui-même soit l'intersetion de P ave unhyperplan valide. Un tel hyperplan est dit support de la fae. La dimension d'une fae estelle de son enveloppe a�ne. Une fae de dimension 0 (resp. 1, resp. k, resp. dim(P )−1)est appelée sommet (resp. arête, resp. k-fae, resp. faette).On note V (P ) les sommets de P .Dé�nition 5.25 Un point v de P est extrême s'il n'est pas ombinaison onvexe d'autrespoints de P . Si P = Conv(S), pour un ensemble S de points, ela équivaut d'après lelemme 5.5 à v 6∈ Conv(S \ v).Lemme 5.26 Un point de P est extrême si et seulement si 'est un sommet de P .Preuve : Soit P = Conv(S) et soit v = P ∩ {cx = c0} un sommet de P . Tout point
x de P distint de v véri�e cx < c0, don v ne peut être ombinaison onvexe d'autrespoints de P . Réiproquement, supposons que v est un point extrême de P , i.e. que
v 6∈ Conv(S \ v). Par le lemme de séparation on en déduit un hyperplan {cx = c0} telque cv > c0 et csi < c0 pour si ∈ S \ v. L'hyperplan {cx = cv} est un hyperplan validedé�nissant le sommet v. 2Proposition 5.27(i) Si P est l'enveloppe onvexe d'un ensemble �ni de points, alors et ensemble ontient

V (P ).(ii) P est l'enveloppe onvexe de ses sommets.Preuve : (i) est une onséquene direte du lemme 5.26. Soit P = Conv(S). Si v ∈
S \ V (P ), alors P = Conv(S \ v) d'après la remarque 5.3 et on en déduit (ii) parréurrene sur |S|. 2Puisqu'un polytope est une intersetion bornée de demi-espaes, il est lair que toute faed'un polytope est elle-même un polytope.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 66Proposition 5.28 Soit P un polytope et F une fae de P .(i) l'intersetion de deux faes de P est une fae de P ,(ii) les faes de F sont les faes de P inluses dans F , en partiulier, V (F ) = V (P )∩F ,et(iii) F = P ∩ aff(F ).Preuve : (i) : Soit H un hyperplan support de F et soit F ′ une autre fae de P d'hy-perplan support H ′. Alors toute ombinaison positive de H et H ′ dé�nit un hyperplansupport pour F ∩ F ′.(ii) : Soit F ′ une fae de F d'hyperplan support H ′ (pour F ). Il est faile de hoisir unhyperplan support de F ′ pour P de la formeH+λH ′ ave λ tel que l'inégalité assoiée soitstrite pour les sommets de V (P ) \ V (F ) : si H ′ n'est pas support de P alors λ = −ν/µonvient, où ν = maxvi∈V (P )\V (F )H(vi) et µ = maxvi∈V (P )H
′(vi). Si H ′ est support de

P , f. (i).(iii) : F ⊂ P ∩ aff(F ) ⊂ P ∩H = F . 2Dé�nition 5.29 Soit v un sommet de P d'hyperplan support H0 = {cx = c0}. Soit
c1 < c0 tel que {cx < c1} pour les sommets V (P ) \ v. Je note H1 = {cx = c1}. L'étoilede v est par dé�nition

P/v = P ∩H1Proposition 5.30 L'appliation qui assoie à toute k-fae, F , de P ontenant v la (k-1)-fae F ∩H1 de P/v est une bijetion d'inverse
F ′ 7→ P ∩ aff(F ′ ∪ {v}).Preuve : Remarquons d'abord que F ∩H1 est bien une (k-1)-fae de P/v : F ∩ H1 =

P ∩H ∩H1 = P/v ∩H où H est un hyperplan support de F .L'appliation inverse est également bien dé�nie : soit H ′ un hyperplan support d'une fae
F ′ de P/v. Soit λ tel que v ∈ H ′ + λH1 (e qui est possible puisque H1(v) > 0). Alors
H ′ + λH1 est un hyperplan valide pour P . Pour le voir on prend v′ dans V (P ) \ v et onpose

v′′ = tv′ + (1− t)v ave 1 ≥ t =
c0 − c1
c0 − cv′

> 0.Alors v′′ ∈ P ∩ H1 = P/v et (H ′ + λH1)(v
′′) ≤ 0 don (H ′ + λH1)(v

′) ≤ 0. De plus,si v′ ∈ P ∩ (H ′ + λH1) alors (H ′ + λH1)(v
′′) = 0 et omme H1(v

′′) = 0, on en déduit
H ′(v′′) = 0. Autrement dit v′′ ∈ F ′, d'où v′ ∈ aff(F ′ ∪ {v}) et P ∩ aff(F ′ ∪ {v}) =
P ∩ (H ′ + λH1) est bien une fae de P .Véri�ons que les deux appliations sont bien inverses l'une de l'autre :

P ∩ aff((F ∩H1) ∪ {v}) = P ∩ aff(F ) = F.La première égalité provient du fait que tout point de F est ombinaison a�ne de v etd'un point de F ∩H1. On remarque en passant que dim(F ) = dim(F ∩H1) + 1 puisque
v 6∈ aff(F ∩H1). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 675.5.1 TerminologieUn ensemble partiellement ordonné, ou poset, est une relation antisymétrique, transitiveet ré�exive sur un ensemble �ni. Deux éléments en relation sont dits omparables. Onappelle ordre la relation d'un poset. Si le ouple (a, b) appartient à la relation d'un poseton dit que l'élément a est plus petit que l'élément b. Le poset opposé est dé�ni par l'ordreinverse. Un ordre est total ou linéaire si deux éléments quelonques sont omparables.On onsidère i-dessous les relations plus grand et plus petit au sens large.Dé�nition 5.31 Une haîne d'un poset est un sous-poset totalement ordonné. La longueurd'une haîne est son nombre d'éléments moins un. Un intervalle [a, b] entre deux éléments
a et b est l'ensemble des éléments plus grands que a et plus petits que b. Une borne in-férieure (resp. supérieure) d'une partie X d'un poset est un élément plus petit (resp. plusgrand) que tout élément de X et plus grand (resp. plus petit) que tout élément ayantette propriété. Un poset est borné s'il admet un plus petit élément et un plus grandélément. Un treillis est un poset borné tel que toute paire d'éléments admet une borneinférieure appelée meet (∧) et une borne supérieure appelée join (∨). Un poset est graduési la longueur de toute haîne maximale dont le plus grand élément est �xé ne dépendque de et élément. Cette longueur est alors appelée le rang de et élément. Dans untreillis gradué les éléments de rang 1 sont appelés atomes et eux de rang un de moinsque l'élément maximal sont appelés oatomes. Un treillis est atomique ( oatomique) sitout élément est un join (meet) d'atomes (de oatomes). Un élément b est dit suesseurd'un élément a si l'intervalle [a, b] est préisément la paire {a, b}. Le diagramme de Hassed'un poset est un dessin dans le plan de sa relation suesseur où les ordonnées des pointsreprésentant les éléments sont dans un ordre ompatible ave l'ordre du poset.Exemples de treillis : les entiers de 0 à N ave la relation d'ordre usuelle. Les treillisbooléens, Bk, i.e. les parties d'un ensemble à k éléments ordonnées par l'inlusion (∨ = ∪,
∧ = ∩). L'ensemble des diviseurs d'un entier pour la relation de divisibilité (∨ = ppcm,
∧ = pgcd).5.5.2 Treillis des faes d'un polytopeOn onsidère l'ensemble F(P ) des faes de P partiellement ordonnées par l'inlusion.Proposition 5.32(i) F(P ) est un treillis gradué de longueur dim(P )+1 et de fontion rang(F ) = dim(F )+

1, atomique et oatomique. En partiulier F ∧ F ′ = F ∩ F ′.(ii) Tout intervalle [G,F ] est le treillis d'un polytope de dimension dim(F )−dim(G)−1.(iii) (propriété du arreau) Tout intervalle [G,F ] de longueur 2, ave G ⊂ F , a exate-ment 4 éléments et son treillis est isomorphe à B2.(iv) Le treillis opposé de F(P ) est le treillis des faes d'un polytope.Preuve : (i) : vide (resp. P ) est un plus petit (resp. plus grand) élément pour F(P ).D'après la proposition 5.28(i) l'intersetion de deux faes est un minorant de es faes



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 68dans F(P ) et 'est évidemment le plus grand, e qui dé�nit le meet. On véri�e aisément(exerie) qu'un poset borné possédant un meet est un treillis. Véri�ons que e treillis estgradué : si G  F alors par la proposition 5.28(iii) on a G = P ∩aff(G)  P ∩aff(F ) =
F . Don aff(G)  aff(F ) d'où dim(G) < dim(F ). Il su�t alors de véri�er que si G ⊂ Fave dim(G) < dim(F )−1, alors il existe une fae H telle que G  H  F . Cela déoulede la propriété (ii), prouvée i-après, ar [G,F ] est le treillis d'un polytope de dimension aumoins 1, qui ontient au moins un sommet, fournissant ainsi H . Les propositions 5.27(ii)et 5.28(ii) montrent que F(P ) est atomique. En�n (iv) permet de onlure que F(P ) estégalement oatomique.(ii) : D'après la proposition 5.28(iii), on peut supposer F = P . La propriété est vraie si
G = ∅. Supposons G 6= ∅. Alors G a un sommet v par la propriété 5.27(ii) qui est unsommet de P par 5.28(ii). De plus le treillis de P/v est isomorphe à l'intervalle [v, P ] parla proposition 5.30 e qui permet de onlure par réurrene sur dim(G) (ou dim(P )).(iii) : Appliquer (ii), en remarquant qu'un 1-polytope est un segment.(iv) : Le treillis opposé est le treillis du polytope polaire introduit dans la setion 5.5.3suivante. 2Dé�nition 5.33 Deux polytopes sont dits ombinatoirement équivalents si les treillis deleurs faes sont isomorphes.Lemme 5.34 Deux polytopes P et Q sont ombinatoirement équivalents si et seulementsi il existe une bijetion φ entre V (P ) et V (Q) qui envoie les sommets de haque faettede P sur les sommets d'une faette de Q et réiproquement.Preuve : Puisque F(P ) est atomique les faes de P s'identi�ent à des sous-ensemblesde V (P ) et d'après la proposition 5.28(i) V (F ∧ F ′) = V (F ) ∩ V (F ′). La bijetion φ seprolonge don en un isomorphisme entre F(P ) et F(Q) en dé�nissant φ(F ) par la fae de
Q de sommets φ(V (F )). En e�et, puisque F(P ) est oatomique, on a F =

∧k
i=1 Fi pourdes faettes Fi de P . D'où V (F ) = ⋂k

i=1 V (Fi) et φ(V (F )) = ⋂k
i=1 φ(V (Fi)) soit enore

φ(F ) =
∧k

i=1 φ(Fi). Mais ei montre que φ préserve l'ordre ar F ′ ≤ F ⇔ F ∧ F ′ = F .
2Lemme 5.35 Soit P ∈ IRd un polytope de dimension d, et soit y ∈ P . On a les équiva-lenes :(i) y n'est ontenu dans auune fae propre de P ,(ii) auun hyperplan valide pour P ne ontient y,(iii) y est l'isobaryentre de d+ 1 points de P a�nement indépendants.Preuve : (i) ⇔ (ii) ar y ∈ H et H valide pour P ⇔ y ∈ F = P ∩H .(iii) ⇒ (ii) : Si y = 1

d+1

∑d+1
i=1 xi, où les xi sont indépendants, et si H est valide pour P ,alors H(y) = 1

d+1

∑d+1
i=1 H(xi) < 0 ar (d+1) points indépendants ne peuvent être dansle même hyperplan.(ii) ⇒ (iii) : ∀u ∈ IRd, ∃α > 0 tel que y + αu ∈ P . En e�et, si P = {Ax ≤ z} alors



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 69(ii) implique Ay < z d'où A(y + αu) ≤ z pour α su�samment petit. En hoisissant
u = e1, e2, . . . , ed ou u = −

∑

i ei on obtient :
y =

1

d+ 1
(y + α(−

∑

i

ei) +

d
∑

i=1

(y + αei))pour α su�samment petit. 2Les y véri�ant le lemme 5.35 sont dits intérieurs à P . On note int(P ) l'ensemble despoints intérieurs à P . Si P est de dimension inférieure à d, on note relint(P ) les pointsintérieurs à P dans l'espae aff(P ). Dans e adre le lemme reste valide en remplaçant dpar dim(P ) et (ii) par �un hyperplan valide pour P et ontenant y ontient néessairement
P �.Remarque 5.36 Si P est non vide alors l'isobaryentre de ses sommets est dans sonintérieur (relatif).Remarque 5.37 D'après le lemme 5.35(i) deux faes distintes de P ont des intérieursrelatifs disjoints. Don P est l'union disjointe des intérieurs relatifs de ses faes.5.5.3 PolaritéDé�nition 5.38 Soit H un hyperplan ne ontenant pas 0. On appelle polaire de H laforme linéaire c telle que H = {cx = 1}. Le polaire (ou dual), P∆, d'un ensemble
P ⊂ IRd est l'ensemble des polaires des hyperplans valides pour P ∪ 0, et ne ontenantpas 0, soit

P∆ = {c | ∀x ∈ P, cx ≤ 1}On dé�nit de manière analogue le polaire d'un ensemble de formes linéaires puis le bipo-laire par
P∆∆ := (P∆)

∆
= {y | cx ≤ 1 pour tout x ∈ P ⇒ cy ≤ 1}Dit autrement, le bidual est l'intersetion de tous les demi-espaes valides pour P ∪0 (dela forme {cx = 1}).Par la suite 1I (resp. 1) désigne un veteur ligne (resp. olonne) de 1. Si A est une matrie

d × n, alors Conv(A) désigne l'enveloppe onvexe des n veteurs olonnes de A, vusomme des points de IRd.Proposition 5.39 Soient P et Q inlus dans IRd, alors1. P ⊂ Q⇒ Q∆ ⊂ P∆ et P∆∆ ⊂ Q∆∆.2. P ⊂ P∆∆.3. P∆ et P∆∆ sont onvexes.4. 0 ∈ int(P ) ⇒ P∆ est borné, et P borné ⇒ 0 ∈ int(P∆).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 705. Si P est onvexe, fermé et ontient 0, alors P = P∆∆.6. Si P = Conv(V ) est un polytope alors P∆ = {c | cV ≤ 1I}.7. Si P = {Ax ≤ 1} est borné, alors P∆ = Conv(At).Preuve : 1, 2 et 3 sont failes.4 : B(0, r) ⊂ P ⇒ P∆ ⊂ B(0, r)∆ = B(0, 1/r).5. Il su�t de montrer P∆∆ ⊂ P . Soit x 6∈ P , alors puisque P est onvexe et fermé, ilexiste un hyperplan séparateur entre x et P . Mais ela signi�e préisément x 6∈ P∆∆.6. Clairement un hyperplan est valide pour P ∪ 0 si et seulement s'il l'est pour V ∪ 0.Don P∆ = V ∆ = {c | cV ≤ 1I}.7. Si 0 ∈ Q := Conv(At) alors, par le point 6, Q∆ = P puis, par le point 5, P∆ = Q∆∆ =
Q. Il su�t don de véri�er que 0 ∈ Conv(At). Mais ei déoule du lemme de Farkas 5.21ar {Ax ≤ −1} est vide, puisque P est borné. 2Dé�nition 5.40 On dé�nit le dual d'une fae F de P par
F ⋄ = {c | cx ≤ 1 pour tout x ∈ P, et cx = 1 pour tout x ∈ F} = {c |x ∈ F ⇒ cx = 1}∩P∆.C'est don l'ensemble des polaires des hyperplans valides pour P qui sont supports de F .Proposition 5.41 Soit un polytope P = Conv(V ) = {Ax ≤ 1}. Supposons que

F = conv(V ′) = {A′′x ≤ 1 et A′x = 1}soit une fae de P ave 1 V = V ′
⊎

V ′′ et A = A′
⊎

A′′. Alors
F ⋄ = Conv(A′t) = {a | aV ′′ ≤ 1I et aV ′ = 1I}.Preuve :

F ⋄ = {a | ax ≤ 1 pour tout x ∈ P, et ax = 1 pour tout x ∈ F}

= {a | aV ≤ 1I et aV ′ = 1I}
= {a | aV ′′ ≤ 1I et aV ′ = 1I}On a également

F ⋄ = {a | ax ≤ 1 pour x ∈ P, et ax = 1 pour tout x ∈ F}

= {cA | c ≥ 0, c1 = 1 et cAx = 1 pour tout x ∈ F} par la prop. 5.39, point 7.
= {c′A′ | c′ ≥ 0, c′1 = 1}Pour la dernière égalité, ⊃ est faile. Véri�ons ⊂ : soit x ∈ relint(F ) ave A′x = 1 et

A′′x < 1. Alors en érivant cA = c′A′ + c′′A′′ on trouve
1 = cAx = c′A′x+ c′′A′′x ≤ c′1+ c′′1 = c1 = 1Don c′′A′′x = c′′1, et omme A′′x < 1 on a c′′ = 0. 21. La notation X = X

′
⊎

X” indique que les lignes ou les olonnes de X (selon le as) sont l'uniondes lignes ou des olonnes de X
′ et X”.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 71Corollaire 5.42 Soit P un polytope ontenant 0 en son intérieur, et soient F et G deuxfaes de P , alors1. F ⋄ est une fae de P∆,2. F ⋄⋄ = F , et3. F ⊂ G si et seulement si G⋄ ⊂ F ⋄.Corollaire 5.43 Le treillis des faes du polaire d'un polytope est l'opposé du treillis deses faes.5.6 Faes d'un �neOn rappelle qu'un �ne polyédrique est dérit de manière équivalente par une intersetiond'un nombre �ni de demi-espaes vetoriels ou par une enveloppe �nique d'un nombre�ni de veteurs (f. théorème 5.12).Un demi-espae vetoriel {x | cx ≤ 0} ontenant un �ne C est dit valide pour C.Par extension, on dit que l'hyperplan {x | cx = 0} est valide pour C si le demi-spae
{x | cx ≤ 0} est valide pour C.La dimension d'un �ne est la dimension de l'espae vetoriel engendré, i.e. du plus petitespae vetoriel le ontenant. Un �ne de IRd est d'intérieur non vide si et seulement sisa dimension est d.Exerie 5.44 Montrer que le �ne {Ax ≤ 0} est d'intérieur non vide si et seulementsi {Ax < 0} est non vide.Lemme 5.45 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne de dimension k < d dans IRd. On peutextraire une sous-famille A′ de d − k veteurs de A telle que {A′x = 0} soit l'espaeengendré par C.Preuve : Il existe a ∈ A tel que C ⊂ {ax = 0}. Sinon, on pourrait hoisir pour haque
a ∈ A, un xa ∈ C tel que axa < 0, mais alors x =

∑

a∈A xa ∈ C et x ∈ {Ax < 0}, e quiontredit l'exerie préédent. On raisonne ensuite par réurrene sur d ave la trae desdemi-espaes de {Ax ≤ 0} dans l'hyperplan {ax = 0}. 2Une fae d'un �ne C est l'intersetion de C ave un hyperplan valide. En partiulier,une fae d'un �ne est un �ne. Une fae propre de C est une fae de C non trivialle(qui ontient un veteur non nul) et distinte de C. L'intérieur relatif d'une fae estl'intérieur de ette fae dans l'espae vetoriel qu'elle engendre. Une fae est non triviallesi et seulement si son intérieur est non trivial.Proposition 5.46 Soit C un �ne polyhedral. L'intersetion de deux faes de C est unefae de C. Les faes d'une fae F de C sont les faes de C inluses dans F .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 72Preuve : Adapter la preuve de la proposition 5.28. 2Exerie 5.47 Montrer que si {A′x = 0 et A′′x < 0} est non vide, alors 'est l'intérieurrelatif de {A′x = 0 et A′′x ≤ 0} dans le sous-espae {A′x = 0}.Lemme 5.48 Si {ax ≤ 0} est valide pour C = {Ax ≤ 0}, alors il existe λ ≥ I0 tel que
a = λA.Preuve : Appliquer le lemme 5.23. 2Proposition 5.49 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne d'intérieur non vide. L'intérieur relatifde toute fae non trivialle de C est de la forme
{A′x = 0 et A′′x < 0}, où A = A′

⊎

A′′. Réiproquement tout ensemble non vide de laforme {A′x = 0 et A′′x < 0} est l'intérieur relatif d'une fae non trivialle de C.Preuve : Soit F = {ax ≤ 0}∩C une fae non trivialle de C. Par le lemme 5.48, il existe
λ > I0 tel que a = λAa, pour un sous-ensemble Aa des lignes de A. Soit A′ l'ensembledes lignes de A telles que A′F = 0, et soit A′′ = A \ A′. En partiulier, AaF ≤ 0 et
aF = λAaF = 0 implique Aa ⊂ A′. On a don

{A′x = 0 et A′′x < 0} ⊂ F ⊂ {A′x = 0 et A′′x ≤ 0}Or I := {A′x = 0 et A′′x < 0} n'est pas vide. En e�et, pour tout a′′ ∈ A′′ il existe
xa′′ ∈ F tel que a′′xa′′ < 0. Soit x =

∑

a′′ xa′′. On a A′′x < 0 et par onvexité, x ∈ F ,d'où A′x = 0. Don I n'est pas vide. On en déduit par l'exerie 5.47 que I est l'intérieur(relatif) de F .La réiproque est laissée en exerie. 2Proposition 5.50 Soit C = {λV | λ ≥ I0} un �ne d'intérieur non vide. F est une faede C si et seulement s'il existe une partition V = V ′
⊎

V ′′ et un veteur x tels que
V ′x = 0, V ′′x < 0 et F = {λ′V ′ | λ′ ≥ 0}Preuve : Soit F une fae de C, alors il existe un hyperplan valide hx := {v | vx = 0}tel que F = C ∩ hx. Soit V ′ = V ∩ hx. En partiulier V ′x = 0, V ′′x < 0. De plus, toutélément v de F étant de la forme λV , l'équation vx = 0 équivaut à v = λ′V ′ ave λ′ ≥ 0.Réiproquement, soit V ′, V ” et x omme dans la proposition, alors on véri�e aisémentque hx est valide pour C et que {λ′V ′ | λ′ ≥ 0} = C ∩ hx est une fae de C. 2On dé�nit une fae d'un polyèdre de manière analogue à une fae d'un �ne ou d'unpolytope, omme l'intersetion d'un hyperplan valide ave le polyèdre. Sa dimension etelle de son enveloppe a�ne.Soit C un �ne et H un hyperplan ne ontenant pas 0. On onsidère l'appliation φ quiassoie à toute fae F du polyèdre C ∩ H le �ne sur F de sommet 0. On onsidèreégalement l'appliation ψ qui assoie à toute fae F de C qui intersete H l'intersetion

F ∩H .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 73Lemme 5.51 Les appliations φ et ψ sont des bijetions inverses l'une de l'autre. Deplus φ augmente la dimension de 1 et préserve la relation d'inlusion : pour toutes faes
F, F ′ de C ∩H

dimφ(F ) = dimF + 1 et F ⊂ F ′ =⇒ φ(F ) ⊂ φ(F ′)Preuve : Soit D un hyperplan de H support de F pour C ∩H . Alors l'enveloppe a�ne
D′ = aff(0∪D) de 0 et D est un hyperplan support de φ(F ) pour C. Réiproquement,soit F une fae de C qui intersete H et soit D un hyperplan support pour F . Alors
D ∩H est un hyperplan de H , support de ψ(F ) pour C ∩H . 25.6.1 Polarité pour les �nesOn onsidère la dualité sur IRd, induite par le produit salaire, qui assoie le veteur a àla forme linéaire x 7→ ax. Soit C un �ne polyédrique.Dé�nition 5.52 Le polaire, ou dual, C∗ de C est l'ensemble des veteurs duaux auxformes linéaires négatives sur C. Soit enore,

C∗ = {a | ∀x ∈ C, ax ≤ 0}La fae duale F# d'une fae F de C est l'ensemble des veteurs duaux aux formes néga-tives sur C et nulles sur F :
F# = {a | ∀x ∈ C, ax ≤ 0 et ∀y ∈ F, ay = 0}Proposition 5.53 Soit C un �ne polyédral.1. Si C = {Ax ≤ 0} alors C∗ = {λA | λ ≥ I0}2. Si C = {λA | λ ≥ I0} alors C∗ = {Ax ≤ 0}.Preuve : 1) λ ≥ I0 =⇒ ∀x ∈ C : λAx ≤ 0 =⇒ λA ∈ C∗, i.e. {λA | λ ≥ I0} ⊂ C∗.Réiproquement, soit a ∈ C∗. Si on ne peut trouver λ ≥ I0 tel que a = λA, alors par lelemme de Farkas 5.22 il existe c tel que cAt ≥ I0 et cat < 0, don −ct ∈ C et (−act) > 0,e qui ontredit a ∈ C∗. D'où a = λA pour un ertain λ ≥ I0. D'où C∗ ⊂ {λA | λ ≥ I0}.2) Ax ≤ 0 =⇒ ∀λ ≥ I0 : λAx ≤ 0 =⇒ x ∈ C∗, i.e. {Ax ≤ 0} ⊂ C∗. Réiproquement,si on a λAx ≤ 0 pour tout λ ≥ I0 alors Ax ≤ 0, d'où C∗ ⊂ {Ax ≤ 0}. 2En partiulier le dual d'un �ne polyédral est un �ne polyédral.Proposition 5.54 Soit C = {Ax ≤ 0} un �ne polyédral de dimension d dans IRd. Laorrespondane qui assoie à une fae F de C sa fae duale F# établit une bijetionentre les faes de dimension k de C et de odimension k de C∗. Cette dualité renversel'inlusion. De plus, si l'intérieur d'une fae F est de la forme {A′x = 0 et A′′x < 0},alors F# = {λ′A′ | λ′ ≥ I0}.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 74Preuve : Par la proposition 5.53, C∗ = {λA | λ ≥ I0}. Par la proposition 5.49, l'intérieurrelatif de toute fae F non trivialle de C est de la forme
Intrel(F ) = {A′x = 0 et A′′x < 0}, où A = A′

⊎

A′′. Cei exprime préisément, par laproposition 5.50, que F# est une fae de C∗. De plus,
dimF = dim Intrel(F ) = dimkerA′(ar {A′′x < 0} est un ouvert non vide), et dimF# = rang(A′) = d − dimkerA′.Par ailleurs, si F1, F2 sont deux faes de C assoiées à des déomposition respetives

A′
1

⊎

A′′
1 = A′

2

⊎

A′′
2 = A, alors lairement F1 ⊂ F2 =⇒ A′

2 ⊂ A′
1 =⇒ F#

2 ⊂ F#
1 . 2Exerie 5.55 Soit P un polytope de IRd ontenant 0, et soit C le �ne de IRd+1 desommet 0 sur le polyèdre translaté ed+1+P . Montrer que P∆ = ed+1+C

∗∩{xd+1 = −1}.5.7 Exemples de Polytopes
• Simplexes : e sont les seuls polytopes à la fois simples et simpliiaux.
• Cubes et oubes : Le ube Cn = {x | −1 ≤ xi ≤ 1} est l'intersetion des demi-espaes
{x(±ei) ≤ 1}. Par dualité, on obtient le oube (ou hyperotaèdre ou enore polytoperoisé) Cn

∆ = Conv(±ei). Mais on a aussi Cn = Conv({−1, 1}d) d'où par dualitéenore Cn
∆ = {x |

∑

|xi| ≤ 1}.
• Polytopes simples : Chaque sommet est de degré minimal d, i.e. l'étoile d'un sommetest un simplexe. Exemples : tétraèdre, ube, dodéaèdre. L'intersetion bornée d'unefamille de demi-espaes en position générale, i.e. telle que par tout point il passe auplus d hyperplans bordant les demi-espaes de la famille, est un polytope simple.
• Polytopes simpliiaux : haque faette (et don haque fae propre) est un simplexe.Exemples : tétraèdre, otaèdre, iosaèdre. L'enveloppe onvexe d'une famille de pointsen position générale, i.e. telle que tout sous-ensemble de d + 1 points soit a�nementindépendant, est un polytope simpliial. Le dual d'un polytope simple est simpliial etréiproquement.
• Produits, pyramides, bipyramides.
• Permutaèdres : Enveloppe onvexe des points dont les oordonnées sont les d! permu-tations de (1, 2, . . . , d).
• Polytopes des ouplages d'un graphe G = (V,E) : 'est l'enveloppe onvexe des veteursd'inidenes des ouplages de G. Il est dé�ni par le système {∀e ∈ E : xe ≥ 0, ∀v ∈ V :
∑

x∈e xe ≤ 1}.5.7.1 Polytopes yliquesDé�nition 5.56 La ourbe γ : t⇒ (t, t2, . . . , td) de IRd est appelée ourbe des moments.Lemme 5.57 Pour tout entier n et tous réels t1, t2, . . . , tn, les points γ(t1), γ(t2), . . . ,
γ(tn) sont en position générale.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 75Preuve : L'appartenane d'un point γ(t) à un hyperplan quelonque s'exprime par lanullité d'un polyn�me de degré au plus d en t qui a au plus d raines. Don d+ 1 pointsde la ourbe des moments ne peuvent être a�nement liés. 2Dé�nition 5.58 Soient t1 < t2 < . . . < tn. On note Cd(t1, t2, . . . , tn), et appelle polytopeylique d'ordre n, l'enveloppe onvexe des points γ(t1), γ(t2), . . . , γ(tn) de la ourbe desmoments dans IRd. D'après le lemme préédent un polytope ylique est simpliial.La proposition i-après montre que la ombinatoire du polytope ylique d'ordre n dansIRd ne dépend pas des n points hoisis sur la ourbe des moments. On note Cd(n) epolytope.Proposition 5.59 (Condition de parité de Gale, 1963) Soient t1 < t2 < . . . < tn.On pose vi = γ(ti) et V = {v1, v2, . . . , vn} de IRd. Un sous ensemble de d points, F ⊂ V ,détermine une faette du polytope ylique Cd(t1, t2, . . . , tn) si et seulement si pour tout
vi, vj ∈ V \ F le nombre de sommets de F entre vi et vj est pair.Preuve : L'hyperplan H déterminé par F est tel que H(γ(t)) = α

∏d
i=1(t− ti) où α estune onstante et les ti sont les paramètres des points de F . La ondition de Gale exprimepréisément que H(vi) et H(vj) ont même signe i.e. sont du même �té de H . 2Corollaire 5.60 Ave les notations de la proposition préédente, l'enveloppe onvexe detout sous-ensemble de k ≤ ⌊d/2⌋ sommets de V est une fae de dimension k − 1 de

Cd(t1, t2, . . . , tn).Preuve : On peut déduire ette propriété de la proposition préédente. En voii unepreuve direte. Soit Tk := {ti1 , ti2 , . . . , tik} ⊂ T := {t1, t2, . . . , tn} et Vk ⊂ V le sous-ensemble de sommet orrespondant. Alors le polyn�me ∏k
j=1(t − tik)

2 est nul sur Tk etstritement positif sur T \ Tk. Comme e polyn�me a un degré au plus d, ses oe�ientsdéterminent une forme linéaire qui est nulle sur Vk et stritement positive sur V \ Vk.Cette forme orrespond don à un hyperplan support de Cd(T ) qui a son tour déterminela fae Conv(Vk). Le lemme 5.57 de position générale indique que ette fae a dimension
k − 1. 2En partiulier, ette propriété implique que les points d'un polytope ylique sont enposition onvexe, i.e. que ses points oïnident ave ses sommets.Exerie 5.61 Déduire diretement le orollaire 5.60 de la proposition 5.59.Exerie 5.62 Déduire de la proposition 5.59 que la ombinatoire d'un polytope yliqued'ordre n ne dépend pas des valeurs des paramètres des points de γ hoisis mais seulementde leur nombre n. Utiliser pour ela le fait que le treillis des faes est oatomique.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 76Exerie 5.63 Montrer que le nombre de faettes d'un polytope ylique d'ordre n dansIRd est
(

n− d/2

d/2

)

+

(

n− d/2− 1

d/2− 1

)si d est pair, et
2

(

n− ⌊d/2⌋ − 1

⌊d/2⌋

)si d est impair.5.8 Le théorème de la borne supérieurePar un argument de perturbation, il n'est pas très di�ile de montrer que pour toutpolytope P à n sommets de dimension d, il existe un polytope simpliial à n sommets dedimension d qui possède au moins autant de k-faes que P pour tout k. Dit autrementles polytopes simpliiaux maximisent le nombre de k-faes pour un nombre de sommets�xé n. Puisque toutes les faes propres d'un polytope simpliial sont des simplexes, il estlair qu'un tel polytope a au plus ( n
k+1

) faes de dimension k. En partiulier, ei fournitun nombre de faettes de l'ordre de nd pour n grand devant d. Le théorème de la bornesupérieure indique que ette estimation est largement surévaluée et que le nombre defaettes (en fait le nombre total de faes) est de l'ordre n⌊d/2⌋.Théorème 5.64 (de la borne supérieure, Ma Mullen, 1970) Tout polytope à n som-mets de dimension d a un nombre de k-faes, pour 0 ≤ k ≤ d, majoré par le nombre fkde k-faes du polytope ylique d'ordre n dans IRd.Dé�nition 5.65 On note fk(P ) le nombre de k-faes d'un polytope P . La liste
(f0(P ), f1(P ), . . . , fd(P )) est appelée le f -veteur de P .Voii une version plus faible et beauoup plus faile à démontrer que le théorème de laborne supérieure.Proposition 5.66 (version asymptotique, Seidel [Sei95℄) Soit P un polytope à nsommets de dimension d, alors

fd−1(P ) ≤ 2

(

n

⌊d/2⌋

)

,

d
∑

k=0

fk(P ) ≤ 2d+1

(

n

⌊d/2⌋

)

.À dimension d �xée es deux dernières quantités sont don des O(n⌊d/2⌋).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 77Proposition 5.67 Soit P un polytope simpliial à n sommets de dimension d, alors
fd−1(P ) ≤ 2f⌊d/2⌋−1(P ),

d
∑

k=0

fk(P ) ≤ 2dfd−1(P ).Preuve : Pour la seonde inégalité remarquer que haque faette de P est un d − 1simplexe qui a 2d − 1 faes propres au total ; or toute fae propre de P est fae d'aumoins une faette de P . Pour la première inégalité on passe au dual P∆ de P qui estsimple. On onsidère une diretion pour laquelle les sommets de P∆ ont des hauteurstoutes distintes. Chaque sommet x de P∆ a d voisins dont au moins la moitié est soitplus haute soit plus basse. x est don le sommet de hauteur minimum ou maximumd'au moins une ⌈d/2⌉-fae (sur un onvexe un extremum loal est un extremum). Enonsidérant la relation �être extremum de la ⌈d/2⌉-faes� entre les extremas et les ⌈d/2⌉-faes, on en déduit par double omptage du nombre de relations : f0(P∆) ≤ 2f⌈d/2⌉(P
∆).Cei permet de onlure puisque fk(P∆) = fd−1−k(P ). 2Preuve de la proposition 5.66 : Si P est simpliial alors haque ⌊d/2⌋ − 1-fae a ex-atement ⌊d/2⌋ sommets, d'où f⌊d/2⌋−1(P ) ≤

(

n
⌊d/2⌋

). La proposition préédente permetde onlure dans le as simpliial. Si P n'est pas simpliial alors on peut perturber lessommets de P (en position stritement onvexe) de manière à obtenir un polyèdre sim-pliial ayant au moins autant de faes que P dans haque dimension. Intuitivement, elaorrespond à trianguler P sans ajouter de sommet et à perturber les sommets de sorteque leur enveloppe onvexe soit ombinatoirement équivalente à ette triangulation. 2La démonstration du théorème de la borne supérieure néessite la notion de bonne ori-entation aylique que nous introduisons i-dessous. Par la dualité des polytopes (f.orollaire 5.43) une borne sur le nombre de k-faes d'un polytope simpliial à n sommetséquivaut à une borne sur le nombre de (d− k)-faes d'un polytope simple à n faettes. Ils'avère plus simple de travailler ave des polytopes simples (si). Le théorème 5.64 devientalorsThéorème 5.68 Pour tout polytope P de dimension d à n faettes, et pour tout k ∈
[0, d] :

fk(P ) ≤ fk(Cd
∆(n))Il est à noter que par le orollaire 5.60

∀k ≥ ⌈d/2⌉ : fk(Cd
∆(n)) =

(

n

d− k

) (5.1)5.8.1 Bonne orientation ayliqueDé�nition 5.69 Une orientation aylique d'un polytope P est une orientation de sesarêtes telle que son 1-squelette (i.e. le graphe formé de ses arêtes et sommets) ne ontienne



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 78pas de yle orienté. Une orientation aylique est bonne si sa restrition à toute faenon vide F de P (y ompris P ) ontient un unique maximum loal, 'est-à-dire un uniquesommet qui n'a que des arêtes entrantes dans F .On dira qu'une forme linéaire φ est non dégénérée sur P si sa restrition aux sommets de
P est injetive. Une telle forme induit une orientation aylique de P : il su�t d'orienterhaque arête de P de son sommet de plus petite valeur vers son sommet de plus grandevaleur pour φ.Lemme 5.70 Toute forme linéaire non dégénérée sur P induit une bonne orientationaylique de P .Preuve : Il su�t de montrer que φ a un unique maximum loal sur P : les faes de Pétant également des polytopes, l'uniité du maximum loal s'appliquera diretement à larestrition de φ à es faes. Soit v un sommet de P qui est maximum loal pour φ. Ononsidère le �ne polyédrique Cv dé�ni par les demi-espaes supports des faettes de Pontenant v. En partiulier P ⊂ Cv. Il suit de la propriété 5.30 de l'étoile d'un sommetque Cv est l'enveloppe onique des arêtes inidentes à v. Puisque φ est maximale en vsur toute es arêtes, φ est également maximale en v sur Cv et don sur P . Don v estl'unique maximum de φ sur P par hypothèse de non-dégénéresene. 25.8.2 h-veteurDans e qui suit on suppose que P est un polytope simple de dimension d possédant nfaettes. En partiulier le degré de haque sommet dans le 1-squelette de P est exatement
d. On peut le voir en remarquant que l'étoile de haque sommet de P est un (d − 1)-simplexe. De plus, haque fae de P est également un polytope simple.Dé�nition 5.71 Si o est une bonne orientation aylique de P , on note Vi(o) les som-mets de P de degré entrant égal à i et on pose hi(o) = |Vi(o)|.Théorème 5.72 Soit o une bonne orientation aylique de P . Pour tout i ∈ [0, d] :

fi(P ) =
∑

0≤k≤d

(

k

i

)

hk(o), et (5.2)
hi(o) =

∑

0≤k≤d

(−1)i+k

(

k

i

)

fk(P ) (5.3)En partiulier, hi(o) est indépendant de o.On note désormais hi(P ) la valeur ommune des hi(o). La liste (h0(P ), h1(P ), . . . , hd(P ))est appelée le h-veteur de P .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 79Preuve : Pour v ∈ V (P ) on note fi(v) le nombre de i-faes de P dont v est le maximum(pour o). D'où
fi(P ) =

∑

v∈V (P )

fi(v) =
∑

0≤k≤d

∑

v∈Vk(o)

fi(v)Or une i-fae inidente à v est déterminée par i arêtes inidentes à v. Pour que v soitmaximum dans ette fae il faut que es i arêtes soient entrantes en v e qui laisse (

k
i

)hoix possibles si v ∈ Vk(o). On en déduit (5.2) ompte tenu de hk(o) = |Vk(o)|.L'équation (5.2) implique que la série génératrie du f -veteur f(x) = ∑

i fi(P )x
i et lasérie h(x) = ∑

i hi(o)x
i sont reliées par

f(x) = h(x+ 1)D'où h(x) = f(x− 1), e qui après développement et identi�ation des termes fournit larelation (5.3) 2Théorème 5.73 (Relations de Dehn-Sommerville) Pour tout i ∈ [0, d] :
hi(P ) = hd−i(P ) (5.4)Preuve : Soit o une bonne orientation aylique de P induite par une forme linéaire

φ. Alors −φ induit une orientation ō inverse de o d'où hi(ō) = hd−i(o) (rappelons quetout sommet est de degré d dans un polytope simple). On onlut ave l'indépendanedu h-veteur relativement aux orientations. 2Lemme 5.74 Pour toute fae F de P et pour tout i ∈ [0, d]

hi(F ) ≤ hi(P )Preuve : Soit {x | φ(x) = x0} un hyperplan support de F tel que φ(P ) ≥ x0. Enpartiulier x0 < minV (P )\V (F ) φ. Par perturbation in�nitésimale de φ on obtient une forme
ψ non dégénérée sur P telle quemaxV (F ) ψ < minV (P )\V (F ) ψ. Soit o l'orientation ayliqueinduite par ψ. Alors tout sommet v ∈ V (F ) de degré entrant i dans F pour o est égalementde degré i dans P pour o puisque l'origine w d'une arête entrante de v véri�e ψ(w) < ψ(v)et est don dans F . On onlut en utilisant à nouveau l'indépendane du h-veteur parrapport à o. 2Corollaire 5.75 (Relation d'Euler)

∑

0≤k≤d

(−1)kfk(P ) = 1Preuve : Par les relations de Dehn-Sommerville h0(P ) = hd(P ) = 1. Notons au passageque ela indique que toute bonne orientation aylique possède non seulement un uniquemaximum loal dans toute fae de P (par dé�nition) mais également un unique minimumloal. La relation d'Euler se résume alors à la relation (5.3) ave i = 0. 2
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∑

F∈Fd−1(P )

hi(F ) = (d− i)hi(P ) + (i+ 1)hi+1(P )où Fd−1(P ) désigne l'ensemble des n faettes de P .Preuve : On hoisit une bonne orientation aylique o de P et on note Vi(P ) l'ensembledes sommets de degré entrant i dans P pour o. De même, si F est une faette de P , Vi(F )désigne l'ensemble des sommets de degré entrant i dans F pour o (restreinte à F ).Pour v ∈ V (P ), on dé�nit gi(v) omme le nombre de faettes F de P telles que v ∈ Vi(F ).Par double omptage du nombre d'inidenes de la relation {(v, F ) ∈ V (P )× Fd−1(P ) |
v ∈ Vi(F )} on obtient

∑

F∈Fd−1(P )

hi(F ) =
∑

v∈V (P )

gi(v)Cette dernière somme se déompose omme suit
∑

0≤j≤d

∑

v∈Vj(P )

gi(v) =
∑

v∈Vi(P )

gi(v) +
∑

v∈Vi+1(P )

gi(v)En e�et, tout sommet v d'une faette F étant de degré d−1 dans ette faette, une seulearête de P en v n'est pas dans F . Selon que ette arête est sortante ou entrante en v ondéduit que le degré entrant de v dans P est respetivement le même ou un de plus quedans F .Mais pour tout v ∈ Vi(o) on a gi(v) = d− i ar toute faette de degré entrant i en v estdéterminée en supprimant une des d− i arêtes sortantes de P en v. Par un raisonnementanalogue, pour tout v ∈ Vi+1(o) on a gi(v) = i+1. On onlut en rappelant que hj(P ) =
|Vj(P )| par dé�nition. 2Théorème 5.77 (de la borne supérieur pour le h-veteur)

hi(P ) ≤

(

n− 1−max{i, d− i}

min{i, d− i}

)Preuve : L'inégalité du lemme 5.74 reportée dans le lemme 5.76 donne
(d− i)hi(P ) + (i+ 1)hi+1(P ) ≤ nhi(P ), soit

hi+1(P ) ≤
n− d+ i

i+ 1
hi(P )On en onlut hi(P ) ≤ (

n−1−d+i
i

) par réurrene sur i ompte tenu de h0(P ) = 1 et ontermine pour la preuve à l'aide des relations de Dehn-Sommerville (5.4). 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 815.8.3 Preuve du théorème de la borne supérieurePreuve du théorème 5.68 : Par la relation (5.2), il su�t de montrer que la majorationdu h-veteur dans le théorème 5.77 est une égalité pour le dual du polytope yliqued'ordre n. En reportant les égalités (5.1) dans (5.3), on a pour i ≥ ⌈d/2⌉

hi(Cd
∆(n)) =

d
∑

k=i

(−1)i+k

(

k

i

)(

n

d− k

)Ce qui, après manipulation des oe�ients binomiaux, donne bien l'égalité du théorème 5.77.Le as i ≤ ⌊d/2⌋ se déduit des relations de Dehn-Sommerville (5.4). 2La relation (5.2) donne plus préisément
fi(P ) ≤

∑

0≤k≤d

(

k

i

)(

n− 1−max{k, d− k}

min{k, d− k}

)d'où fi(P ) = O(n⌊d/2⌋) pour d onstant.5.9 Steinitz,. . .Théorème 5.78 (Steinitz, 1922) Tout graphe planaire simple et 3-onnexe est le graphe(1-squelette) d'un 3-polytope et réiproquement.Théorème 5.79 (Balinski, 1961) Le graphe d'un d-polytope est d-onnexe.Conjeture de Hirsh Le diamètre d'un d-polytope à n faettes est majoré par n−d. Voirsa réente in�rmation par Franiso Santos Leal : http://personales.unian.es/santosf/Hirsh/5.10 Programmation LinéaireUn problème de programmation linéaire (PPL) onsiste en l'optimisation d'une formelinéaire sur un sous-ensemble de IRd dé�ni par un ensemble d'équations et inéquations (ausens large : ≤ ou ≥) a�nes. Toute solution de et ensemble d'(in)équations dite admissiblepour le PPL. La valeur d'un PPL admettant une solution admissible est l'optimum de laforme linéaire assoiée. Une solution est dite optimale si elle est admissible et optimise laforme linéaire assoiée. Tout PPL peut se ramener de manière équivalente à une formeanonique
min cx

Ax ≥ b

x ≥ 0.

http://personales.unican.es/santosf/Hirsch/
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min cx

Ax = b (E)
x ≥ 0.(Bien sûr les matries A, c et b ne sont pas les mêmes dans les deux formes !). Il su�tde remarquer pour ela que toute inéquation ax ≥ b peut s'érire ax− x0 = b où x0 estune variable supplémentaire non négative et réiproquement que toute équation ax = best équivalente aux deux inéquations ax ≥ b et −ax ≥ −b. De plus, on peut érire

x = x+ − x− où x+ et x− sont deux veteurs non négatifs.Théorème 5.80 (de dualité de la programmation linéaire) Pour des matries dedimensions appropriées, on a
max{cx |Ax ≤ b} = min{yb |y ≥ 0,yA = c}pourvu que le min et le max soient pris sur des ensembles non vides.Preuve : On pose X = {Ax ≤ b} et Y = {y ≥ 0,yA = c}. On a

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y : Ax ≤ b =⇒ yAx ≤ yb =⇒ cx ≤ ybD'où max cX ≤ minY b. Il su�t don de montrer l'existene de x ∈ X et y ∈ Y tels que
cx ≥ yb. Ce qui s'érit enore

∃ x,y tel que 











A 0

0 −I
0 At

0 −At

−c bt













[

x

yt

]

≤













b

0

ct

−ct

0











Par le lemme de Farkas 5.21, la non-existene de tels x,y implique
∃ [u1,u2,u3,u4, u5] ≥ 0 tel que [u1,u2,u3,u4, u5]
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0 −I
0 At

0 −At
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= 0 et
[u1,u2,u3,u4, u5]













b

0

ct

−ct

0













< 0e qui s'érit enore u1A = u5c, (u4 − u3)A
t = u5b

t − u2 et u1b < (u4 − u3)c
t.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 83� Ou bien u5 = 0 et on en déduit l'existene de u1 ≥ 0 et de v(= u4 − u3) tels que
u1A = 0, vAt ≤ 0, u1b < vctCommeX est non vide, on a pour un ertain x : u1b ≥ u1Ax = 0. De même Y est nonvide et pour un ertain y ≥ 0 : vct = vAtyt ≤ 0. D'où u1b ≥ vct, une ontradition.� Ou bien u5 > 0 et on en déduit l'existene de y(= u1/u5) ≥ 0 et de x(= (u4 − u3)

t/u5)tels que
yA = c, Ax ≤ b, yb < cxe qui ontredit l'hypothèse de non-existene i-dessus !

2Le théorème de dualité de la programmation linéaire a de nombreuses formulations équiv-alente dont :Corollaire 5.81 Pour des matries de dimensions appropriées, on a
max{cx |x ≥ 0, Ax ≤ b} = min{yb |y ≥ 0,yA ≥ c} (5.5)
max{cx |x ≥ 0, Ax = b} = min{yb |yA ≥ c} (5.6)pourvu dans haque égalité que le min et le max soient pris sur des ensembles non vides.5.10.1 Appliation de la dualitéComme appliation de la dualité de la programmation linéaire nous donnons une preuvedu lassique théorème de �ot maximum - oupe minimale.Soit G = (S,A) un graphe orienté. On note respetivement o(a) et t(a) le sommet origineet le sommet terminaison de l'ar a. On se donne pour haque ar a ∈ A, une apaité

ca ≥ 0, et on onsidère deux sommets distingués s, p ∈ S, appelés respetivement lasoure et le puits. Un �ot f : A → IR, a 7→ fa est admissible pour (G, c, s, p) s'il véri�eles deux onditions suivantes :1. ∀a ∈ A : 0 ≤ fa ≤ ca2. ∀v ∈ S \ {s, p} :
∑

a:o(a)=v fa =
∑

a:t(a)=v fa (ondition de onservation du �ot, diteloi des noeuds)La valeur v(f) d'un �ot f est la di�érene entre le �ot sortant de s et le �ot entrant en
s :

v(f) =
∑

a:o(a)=s

fa −
∑

a:t(a)=s

faUne oupe pour (G, c, s, p) est une partition (V, S \ V ) de S telle que s ∈ V et p 6∈ V . Laapaité c(V,W ) d'une oupe (V,W ) est la di�érene entre les apaités des ars sortantde V et entrant dans V :
c(V,W ) =

∑

a:o(a)∈V,
t(a)∈W

ca −
∑

a:o(a)∈W,
t(a)∈V

ca
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f(V,W ) =

∑

a:o(a)∈V,
t(a)∈W

fa −
∑

a:o(a)∈W,
t(a)∈V

faet le �ot d'un sommet v par
f(v) =

∑

a:o(a)=v

fa −
∑

a:t(a)=v

faAinsi pour tout �ot admissible f(s) = v(f) et f(u) = 0 si u 6= s, p. On véri�e aisémentque pour toute oupe (V,W ) :
f(V,W ) =

∑

v∈V

f(v) (5.7)Théorème 5.82 (�ot max - oupe min, Ford - Fulkerson, 1956) La valeur maxi-male des �ots admissibles est égale à la apaité minimale des oupes.Nous donnons i-dessous une preuve onsistant à appliquer la dualité à un programmelinéaire équivalent au alul du �ot maximal 2, puis à montrer que l'on peut se restreindreaux solutions entières du problème dual. Ce dernier programme entier s'interprète alorsomme le alul de la oupe minimale.En interprétant f et c omme des veteurs de RA de omposantes respetives fa et ca, lealul du �ot maximal est modélisé par le PPL suivant :
max v(f)

f ≤ c

∀v ∈ S \ {s, p} :
∑

a:o(a)=v

fa =
∑

a:t(a)=v

fa

f ≥ 0

(5.8)Soit Πs,p l'ensemble des hemins simples de G joignant s à p. On onsidère le PPL
max

∑

π∈Πs,p

xπ

∀a ∈ A :
∑

π:a∈π

xπ ≤ ca

x ≥ 0

(5.9)
Lemme 5.83 La valeur du PPL (5.8) est égale à la valeur du PPL (5.9).2. Il existe des preuves diretes de e résultat sans utiliser la dualité de la programmation linéaire.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 85Preuve : Notons que les deux PPLs admettent 0 omme solution admissible et sonttrivialement bornés. Soit x ∈ IRΠs,p une solution admissible pour (5.9). On véri�e aisémentque le �ot fa =
∑

π:a∈π xπ est admissible pour (5.8) et que v(f) = 1Ix. On en déduitvaleur(5.9) ≤ valeur(5.8). Inversement, soit f un �ot admissible pour (5.8) ave v(f) > 0.Soit Gf le sous-graphe de G restreint aux ars a tels que fa > 0, et soit Sf l'ensembledes sommets atteignables depuis s dans Gf . Si p 6∈ Sf , alors Sf induit une oupe de �otnégatif ou nul (les ars sortants ont un �ot nul). D'après (5.7), ei est en ontraditionave l'hypothèse v(f) > 0. Don p ∈ Sf , i.e. il existe un hemin π ∈ Πs,p dont tous lesars ont un �ot stritement positif. Soit xπ la valeur minimale du �ot sur les ars de π.On onsidère le �ot f ′ :
f ′
a =

{

fa − xπ si a ∈ π
fa sinonClairement, f ′ est un �ot admissible et v(f ′) < v(f). En posant xγ = 0 pour γ ∈ Πs,p−{π}on a de plus

∀a ∈ A : fa = f ′
a +

∑

a:a∈γ

xγOn peut itérer e proédé en partant de f ′ au lieu de f . Puisque le graphe Gf ′ ontientau moins un ar de moins que Gf , la valeur du �ot obtenu par itération du proédé doits'annuler au bout d'un nombre �ni k d'étapes. On a alors obtenu une famille de hemins
π, π′, . . . , π(k) de Πs,p et des valeurs xπ, xπ′, . . . , xπ(k) orrespondantes. En posant xγ = 0pour les hemins hors de ette famille, on a de plus

∀a ∈ A : fa = f (k)
a +

∑

γ:a∈γ

xγOn a ainsi onstruit une solution admissible x pour (5.9) telle que
v(f) = f(s) = f (k)(s) +

∑

a:o(a)=s

∑

γ:a∈γ

xγ = 1Ix(utiliser le fait que f (k)(s) = v(f (k)) = 0 et que l'ensemble des hemins ontenant un arsortant de s est préisément Πs,p). On en déduit valeur(5.8) ≤ valeur(5.9), et �nalementvaleur(5.9) = valeur(5.8). 2Par l'équation (5.5) de dualité de la programmation linéaire, le PPL (5.9) a même valeurque le PPL suivant, où l'on a posé v(y) = ∑

a∈A caya :
min v(y)

∀π ∈ Πs,p :
∑

a:a∈π

ya ≥ 1

y ≥ 0

(5.10)
Lemme 5.84 Le PPL (5.10) a même valeur que sa restrition (5.10)ZZ à des veteurs yentiers.On en déduit une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 86Preuve du théorème 5.82 : Par les lemmes 5.83 et 5.84, il su�t de montrer que lavaleur de (5.10)ZZ est la apaité minimale de toute oupe. Soit (V,W ) une oupe. Onpose y = (ya)a∈A ave
ya =

{

1 si o(a) ∈ V et t(a) ∈ W
0 sinonAlors y est une solution admissible pour (5.10)ZZ et v(y) = c(V,W ). On en déduit quela valeur de (5.10)ZZ est inférieure à la apaité minimale des oupes. Inversement, soit

y une solution admissible pour (5.10)ZZ. On dé�nit V omme l'ensemble des sommetsatteignables depuis s en utilisant des ars tels que ya = 0. La ondition ∑

a:a∈π ya ≥ 1indique que p 6∈ V , don V induit une oupe. De plus,
c(V, S \ V ) ≤

∑

a:o(a)∈V,
t(a)6∈V

ca ≤
∑

a:o(a)∈V,
t(a)6∈V

caya ≤ v(y)Il suit que la apaité minimale des oupes est majorée par la valeur de (5.10)ZZ, d'oùl'égalité de es deux grandeurs. 2Il ne reste plus qu'à donner unePreuve du lemme 5.84 : Une première preuve utilise le fait que la matrie des in-équations du PPL (5.10) est totalement unimodulaire (f [MG07, p.144-145℄). On endonne une preuve direte. Notons que ya = 1 est une solution admissible pour les PPLs(5.10) et (5.10)ZZ. Par restrition de l'espae des solutions, valeur(5.10) est majorée parvaleur(5.10)ZZ. Inversement, soit y une solution optimale pour (5.10). On dé�nit V ommel'ensemble des sommets atteignables depuis s en utilisant des ars tels que ya = 0. Commedans la preuve préédente, V induit une oupe et on pose yZZ = (yZZa )a∈A ave
yZZa =

{

1 si o(a) ∈ V et t(a) 6∈ V
0 sinon

yZZ est lairement une solution admissible pour (5.10)ZZ.Soit α = min{ya | o(a) ∈ V, t(a) 6∈ V }. On pose également y′ = (y′a)a∈A ave y′a = ya−αyZZa
1−α

.Clairement y′ ≥ 0. Soit π un hemin joignant s à p. Il suit que π ontient au moins unar de la oupe (entre V et son omplémentaire). On érit π = πsu ·πup où u est le derniersommet dans V le long de π. On pose π′ = π′
su · πup où π′

su est un hemin joignant s à upar des ars tels que ya = 0. Puisque ya = 0 implique y′a = 0, on a
∑

a∈π

y′a ≥
∑

a∈π′

y′aOr π′ ontient un unique ar entre V et son omplémentaire, d'où ∑

a∈π′ yZZa = 1. Parailleurs ∑a∈π′ ya ≥ 1 et on en déduit aisément ∑a∈π′ y′a ≥ 1, e qui montre que y′ est unesolution admissible pour (5.10).Don y = αyZZ + (1 − αy′) est une ombinaison onvexe de deux solution admissibles.Ces deux solutions sont don optimales, d'où v(yZZ) = v(y). Il suit que valeur(5.10)ZZ estmajorée par valeur(5.10), d'où l'égalité entre es deux grandeurs. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 875.10.2 Algorithme du simplexeOn ne onsidérera ii que des PPLs sous forme standard, ave A de dimension m × n.Dans un premier temps on supposera que A est de rang m, e qui implique qu'il y aplus d'inonnus que d'équations. On appelle solution ou point admissible de (E) tout xvéri�ant les ontraintes Ax = b et x ≥ 0.Soit B = {B(1), B(2), . . .B(m)} ⊂ [1, n] un sous-ensemble de m indies tels que lesveteurs olonnes de A orrespondant soient indépendants, i.e. tels que la matrie AB =
[aB(1) aB(2) . . .aB(m)] soit inversible. On note N = [1, n] \ B les indies omplémentaireset on déompose un veteur en deux moreaux selon les indies de ses omposantes
x =

[

xB

xN

]. B est appelée une base de (E) et le veteur [A−1
B b

0

], la solution basique assoiée.On parle de solution basique admissible (ou réalisable) (s.b.a.) lorsque A−1
B b ≥ 0. La baseassoiée est dite admissible.La projetion [

xB

xN

]

7→ xN réalise une bijetion, d'inverse xN 7→

[

A−1
B (b− ANxN )

xN

], entrel'ensemble des points admissibles de (E) dans IRB∪N et le polyèdre de IRN : {[−A−1
B AN

IN

]

xN ≥
[

−A−1
B b

0

]

}. Notons que la struture ombinatoire de e polyèdre ne dépend pas de la basehoisie. On note P e polyèdre.Lemme 5.85 Pour toute base admissible B, il existe un veteur de oût c tel que la s.b.a.assoiée à B soit l'unique solution optimale de (E).Preuve : Considérer le veteur c = (cB cN) = (I0 1I) 2Théorème 5.86 Les sommets de P sont en bijetion ave les bases admissibles de (E).Preuve : Soit yN un sommet de P relativement à une base B. Je note B′ l'ensembledes indies des oordonnées positives de la s.b.a. y assoiée, de sorte que AB′yB′ = b. Lesolonnes de AB′ forment une famille libre. En e�et, dans le as ontraire on a un jeux deoe�ients d non nul tel que AB′d = 0. En hoisissant un ǫ > 0 assez petit, on a alors
AB′(yB′ ± ǫd) = b et yB′ ± ǫd ≥ 0. On en déduit deux points distints dans P dont lemilieux est le sommet yN. Cei ontredit le lemme 5.26 sur l'extrémalité des sommetsd'un polyèdre.Réiproquement, si B est une base admissible alors le lemme 5.85 fournit un hyperplansupport de P , intersetant P en l'unique point projetion de la s.b.a. de B, qui est donun sommet de P . 2Dé�nition 5.87 Un pivot onsiste à remplaer un indie d'une base admissible par unindie non-base, de manière à e que le nouvel ensemble d'indies orresponde à une baseadmissible. Deux bases qui se déduisent d'un pivot sont dites adjaentes.Théorème 5.88 Deux bases adjaentes orrespondent à deux sommets adjaents de P .



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 88L'algorithme du simplexe est dû à Dantzig (1947). Il onsiste à partir d'une base admissi-ble à e�etuer une suite de pivots en faisant déroître le oût des s.b.a. assoiées jusqu'àatteindre l'optimum. Dit autrement, l'algorithme du simplexe onsiste à se déplaer lelong des arêtes de P en desendant toujours relativement à la forme linéaire assoiée auoût.Pour en savoir plus sur la programmation linéaire en général, on pourra onsulter l'ex-ellente introdution au domaine de J. Matou²ek et B. Gärtner [MG07℄.


