
Chapitre 9Reherhe multidimensionnelleSoit d un entier positif. On se donne un ensemble S de n points de IRd et un ensemble Bde parties de IRd appelées boîtes. Le problème de la reherhe multidimensionnelle est derépondre à une requête du type :Compter ou reporter les points de S ontenus dans une boîte donnée de B.Pour répondre le plus rapidement possible à e type de requête on onstruit générale-ment une struture de reherhe qui aidera à répondre à toutes les requêtes possibles.Cette onstrution est don onsidérée omme un pré-alul dont le temps d'exéutionpeut raisonnablement être important par rapport au temps de réponse de haque requêteindividuelle. La taille de ette struture doit par ontre rester relativement faible dans lamesure où elle persiste pour toutes les requêtes. Dans la pratique un algorithme possédantun faible temps de requête néessitera une struture plus volumineuse qu'un algorithmemoins performant. Un exemple extrême onsiste en une struture de taille linéaire selimitant à la liste des points de S et un algorithme de reherhe au mieux linéaire obtenuen testant individuellement si haque point de S est ontenu dans la boîte de requête.Le problème général de la reherhe multidimensionnelle suppose ainsi de faire des om-promis entre l'espae requis pour la struture de données et la rapidité de réponse à unerequête.Référenes :- [dBCvKO08, Chap. 5 and 16℄, [Mat94℄, [AE99℄, [GO04, Chap. 36℄.9.1 Reherhe orthogonaleLa reherhe orthogonale désigne le as partiulier de la reherhe multidimensionnelleoù l'ensemble des boîtes B est l'ensemble (in�ni) des pavés de IRd.Une approhe direte onsiste à pré-aluler toutes les réponses possibles (⊂ P(S)) ettrouver un ritère sur les boîtes pour savoir quand elles donnent la même réponse. Par emoyen on obtient des temps de requêtes très performants mais des temps de pré-alulstrès importants � e qui n'est pas forément rédhibitoire � et surtout des stokages trèsimportants - e qui est plus ennuyeux ar ils persistent.131



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 132Exemple dans le plan : on trae une vertiale et une horizontale par haque point de Sde manière à obtenir une grille. Deux boîtes donnent la même réponse si et seulement sileurs oins supérieurs gauhes et inférieurs droits sont dans les mêmes ases de la grille.On a don au plus ((n+1)2

2

) réponses non-vides possibles (la grille possède (n+1)2 ases).Comme haque réponse peut ontenir O(n) points, on obtient naïvement une struturede stokage de taille O(n5) pour le problème du report des points.On aratérise un algorithme de reherhe par la paire (taille stokage, temps de requête).9.1.1 Reherhe unidimensionnelleEn dimension 1, le problème de la reherhe orthogonale revient à ompter ou reportertous les points de S ontenus dans un intervalle [x, x′] de requête.Pour e faire, on utilise un arbre binaire de reherhe équilibré (la hauteur des sous-arbresgauhe et droit de tout noeud di�ère de un au plus) ave les points rangés aux feuilles, lesnoeuds internes ontenant des valeurs de séparation entre les lés des sous-arbres gauheet droit. On suppose également que les feuilles sont haînées dans l'ordre roissant desoordonnées des points. Pour le problème du report, on peut herher dans l'arbre lafeuille ontenant x puis marher jusqu'à x′ en utilisant le haînage. Cei fournit uneréponse en temps (logn + k), où k est le nombre de points à reporter. Cette méthodese généralise di�ilement en dimension supérieure. Pour y remédier on ommene parintroduire la notion suivante :Dé�nition 9.1 L'ensemble des lés des feuilles assoiées à un sous arbre de raine νs'appelle l'ensemble anonique de ν et est noté P (ν).Plut�t que d'utiliser un haînage aux feuilles on travaille ave la notion d'ensemble anon-ique. On ommene ainsi par reherher les feuilles ontenant x et x′ dans l'arbre dereherhe. Les hemins de reherhe de x et x′ partent de la raine, restent onfondussur une ertaine longueur, puis se séparent en deux sous-hemins γx et γx′ à partir d'unnoeud νs. Il est faile de voir que l'ensemble herhé est l'union des ensembles anoniquesdes enfants droits des noeuds internes du hemin γx et des enfants gauhes des noeudsinternes du hemin γx′. À ette union, on ajoute éventuellement les feuilles de γx et γ′
xsuivant les omparaisons de x ou x′ relativement à es feuilles. Notons que le alul del'ensemble anonique P (ν) d'un noeud ν peut s'obtenir en temps proportionnel à sa taille

|P (ν)| puisque la taille d'un arbre binaire équilibré est proportionnelle à son nombre defeuilles. En résumé,Lemme 9.2 (Le problème de la reherhe orthogonale en dimension 1) En util-isant un arbre binaire de reherhe on obtient :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(logn + k)où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.3 Modi�er l'algorithme pour le problème du omptage seul et non du reportdes points eux-mêmes. Quelle est la omplexité d'une requête ?



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 133Voir également : arbres d'intervalles, arbre de reherhe de priorité et arbres de segments.9.1.2 Kd-trees (arbres k-dimensionnels) (Bentley 1975)Pour résoudre le problème de la reherhe orthogonale en dimension d > 1, on onstruitréursivement un arbre binaire équilibré sur les points de S, stokés dans les feuilles deet arbre, tel que pour haque noeud ν de profondeur k, les ensembles anoniques deses noeuds enfants onstituent une partition de P (ν) en deux selon la valeur médianede la (k mod d)-ème oordonnée. Ainsi, l'ensemble anonique de l'enfant gauhe (resp.droit) de ν est le sous-ensemble des points de P (ν) dont la (k mod d)-ème oordonnéeest majorée (resp. stritement minorée) par ette valeur médiane.Notons que la valeur médiane des points ordonnés selon une oordonnée partiulière peutse aluler en temps linéaire. On peut soit utiliser d listes � une par oordonnées � triéesau départ et que l'on déime au fur et à mesure que l'on desend dans l'arbre, soit utiliserl'algorithme linéaire lassique de alul de médiane rappelé i-dessous :1. Choisir un pivot soit aléatoirement soit par la méthode suivante : ouper la liste en n/5groupes de 5 lés et aluler la médiane de haque groupe, puis aluler réursivement lamédiane de es médianes,2. sinder la liste en deux selon ette valeur,3. itérer sur la sous-liste ontenant la vraie médiane (i.e. la valeur de rang milieu).Complexité : T (n) = O(n) + T (n/5) + T (7n/10) = O(n). En e�et la plus petite sous-liste on-tient au moins 3 ∗ 1/2 ∗ n/5 éléments et du oup la plus grande en ontient au plus 7n/10.Dans le plan, le temps de onstrution C(n) d'un 2d-arbre est donné par
C(n) =

{

O(1) si n = 1
O(n) + 2C(⌈n/2⌉)) sinon (9.1)On en déduit un temps de onstrution en O(n logn).On peut assoier à haque noeud ν d'un 2d-arbre arbre sur S une boîte B(ν) de la forme

[x1, x
′
1] × [x2, x

′
2] ave x1, x

′
1, x2, x

′
2 ∈ IR, de sorte que P (ν) = S ∩ B(ν). Pour ela, onassoie à la raine la boîte égale au plan tout entier et on assoie aux enfants d'un noeud

ν de profondeur k les deux boîtes obtenues en oupant la boîte B(ν) en deux par le pland'équation xkmod 2 = xmed où xmed est la valeur médiane de séparation assoiée à e noeud.Clairement, les boîtes de tous les noeuds de même profondeur forment une partition del'espae et de e fait leurs ensembles anoniques onstituent une partition de S.Pour reherher tous les points dans une boîte B donnée on desend réursivement àpartir de la raine d'un 2d-arbre arbre sur S :1. Si B ontient la boîte B(ν) du noeud ourant ν on renvoie l'ensemble anonique
P (ν) et on arête la réursion,2. sinon, si B et B(ν) sont disjoints, on arête la réursion,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1343. sinon on lane la reherhe sur les deux enfants de ν.L'ensemble S ∩B est l'union (disjointe) des P (ν) olletés lors de la reherhe. Le tempsde reherhe est égal au nombre de noeuds visités plus le temps total pour rendre les P (ν).Ce dernier temps est proportionnel au nombre de points de S ∩ B. En e�et, l'ensembleanonique d'un noeud peut être olleté en temps proportionnel à sa taille puisque les2d-arbres sont équilibrés. Pour majorer le nombre de noeuds internes visités (as 3 dans laréurrene i-dessus) on remarque que eux-i ont leur boîte intersetée par le bord de Bet don par les droites supports de B. En majorant le nombre de boîtes B(ν) intersetéespar une droite donnée de diretion horizontale ou vertiale on obtient don un majorantdu nombre de noeuds internes visités (à un fateur 4 près) durant la reherhe pour B.Fixons une droite vertiale D. On note I(n) le nombre maximal de noeuds internes dontla boîte intersete D dans un 2d-arbre quelonque de taille n. Puisque la raine d'un
2d-arbre est assoiée à une dihotomie vertiale, la droite D ne peut interseter que 2des 4 boîtes assoiées aux noeuds de profondeur 2. Comme les noeuds de profondeur 2sont également assoiés à des dihotomies vertiales et eux-mêmes raines de 2d-arbresde taille au plus ⌈n/4⌉, on peut érire

I(n) ≤
{

O(1) si n = 1
2 + 2I(⌈n/4⌉)) sinon (9.2)D'où, suivant le master theorem 1.34 ou suivant un alul direte sur l'arbre de réur-sion, I(n) = O(

√
n). Un raisonnement analogue permet de borner le nombre de noeudsintersetés par une droite horizontale.En résuméLemme 9.4 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant un 2d-arbre ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(

√
n+ k) où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.5 Généraliser à d > 2 dimensions. Montrer en partiulier que le temps dereherhe est en O(n1−1/d + k).9.1.3 Arbres de domainesLes arbres de domaines (range trees), introduits par Bentley en 1979, sont des stru-tures de partitionnement de l'espae à plusieurs niveaux. En dimension 2, on ommenepar onstruire un arbre binaire de reherhe équilibré selon la première oordonnée, puispour haque noeud ν on onstruit un arbre binaire de reherhe équilibré sur l'ensembleanonique de e noeud selon la deuxième oordonnée. En remarquant que les ensemblesanoniques P (ν) orrespondant à des noeuds de profondeur donnée forment une parti-tion de l'ensemble des points, et que la hauteur de l'arbre de reherhe �primaire� est en

O(logn) on voit que la taille d'un arbre de domaines est en O(n logn). Pour la onstru-tion, on ommene par trier les points selon la deuxième oordonnées y. Puis on rée une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 135raine en la faisant pointer sur un arbre binaire de reherhe selon la deuxième oordon-née. Cet arbre binaire de reherhe est onstruit en temps linéaire à partir de la liste triéede manière �bottom-up�. On sinde alors la liste en deux selon x et on onstruit les deuxsous-listes triées en y à partir de la liste triée de départ. Puis on ontinue réursivement.De ette manière le temps de onstrution est proportionnel à la taille de la struture�nale (haque arbre �seondaire� assoié à un ensemble anonique est onstruit en tempsproportionnel à sa taille).Pour e�etuer une requête ave une boîte B = [x, x′]× [y, y′] on ommene par reherherles valeurs x et x′ dans l'arbre primaire, puis pour haque sous-arbre à droite (gauhe)du hemin de reherhe γx (γx′) situé après le noeud de séparation on fait une reherheen y dans la struture seondaire assoiée à sa raine. Le temps de la reherhe est donmajoré par
∑

ν

O(logn+ kν) = O(log2 n+ k)où ν dérit les raines des sous-arbres sus-ités et kν le nombre de points reportés dansles ensembles anoniques assoiés.Lemme 9.6 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de domaines de dimension 2 ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n logn)temps requête : O(log2 n+ k) où k est le nombre de points à reporter.Remarque : Par rapport aux 2d-arbres on a diminué le temps de requête mais augmentéla taille de la struture.Exerie 9.7 Généraliser les arbres de domaines à d > 2 dimensions.Exerie 9.8 Jusqu'à maintenant, on a impliitement supposé que les k-ièmes oordon-nées des points étaient deux à deux distintes pour haque k. Si e n'est pas le as on peutonsidérer la transformation
(x, y) 7→ ((x, y), (y, x)) et utiliser l'ordre lexiographique sur les ouples (x, y). La boîtede requête devient alors [(x,−∞), (x′,∞)]× [(y,−∞), (y′,∞)]. Généraliser e proédé àla dimension d.Remarque : ette astue revient à perturber les données, 'est à dire à opérer une trans-formation du type (x, y) 7→ (x + ǫy, y + ǫx) où ǫ|yi|max ≤ minxi 6=xj

|xi − xj | et de mêmepour y.Exerie 9.9 Si on permet aux points d'avoir une partie de leurs oordonnées identiqueson peut s'intéresser à tous les points ayant ertaines de leurs oordonnées �xées par unerequête. On parle alors de requête d'identi�ation partielle (partial math query).1. Montrer qu'ave un 2d-arbre on peut répondre à une requête d'identi�ation partielleen temps O(
√
n+ k) où k est le nombre de points à reporter.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 1362. Trouver une struture de données utilisant un espae linéaire et qui répond à une requêted'identi�ation partielle en temps O(logn + k).3. Montrer qu'ave un kd-arbre de dimension d (i.e. un dd-arbre) on peut répondre à unerequête d'identi�ation partielle sur s < d oordonnées en temps O(n1−s/d + k).4. Trouver une struture de données pour répondre à une requête d'identi�ation partielleen temps O(d logn + k) en dimension d, si on permet que la struture soit de taille
O(d2dn).9.1.4 Frationnement en asadeLe frationnement en asade (Lueker 1978 et Willard 1978) est une modi�ation desarbres de domaines qui permet de gagner un fateur logn dans le temps de requête. Ons'intéresse à la dimension 2. Dans les arbres de domaines les ensembles anoniques sontrangés dans des arbres binaires de reherhe en la deuxième oordonnée. On remplae esarbres par de simples listes triées (selon la deuxième oordonnée) en ajoutant à haqueélément d'une liste un pointeur vers le premier élément supérieur ou égal dans haunedes listes des deux noeuds enfants. On onserve de plus l'arbre binaire de reherhe surl'ensemble anonique de la raine.La taille de la struture est la même que elle d'un arbre de domaines, O(n logn), et ellepeut failement être onstruite dans le même temps.Pour e�etuer une requête ave une boîte B = [x, x′] × [y, y′] on proède omme pourun arbre de domaines en déterminant les hemins de reherhes γx et γx′. On reherheensuite dans l'ensemble anonique du noeud raine le premier sommet dont l'ordonnéeest supérieure ou égale à y et l'on �propage� e premier sommet le long des heminsde reherhe à l'aide des pointeurs préédemment dé�nis. Dans haque noeud dont ondoit reporter une partie de l'ensemble anonique on marhe alors à partir de e premiersommet jusqu'au dernier sommet d'ordonnée inférieure ou égale à y′. On en déduit untemps de requête en

log n+
∑

ν

(O(1) + kν) = O(logn+ k)où ν et kν sont dé�nis omme pour les arbres de domaines.Lemme 9.10 Le problème de la reherhe orthogonale dans le plan peut se résoudre enutilisant le frationnement en asade ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n logn)temps requête : O(logn + k) où k est le nombre de points à reporter.Exerie 9.11 Généraliser la tehnique du frationnement en asade en dimension d >
2. Montrer en partiulier qu'on obtient un temps de reherhe en O(logd−1 n + k).Note : Le problème de la reherhe othogonale est un des plus étudiés dans le do-maine. Étant donné l'interation entre temps de requête et taille de la struture, B.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 137Chazelle [Cha90℄ a étudié la taille minimale requise si on impose un temps de requêteave report en temps O(k + polylog(n)). Autrement dit, on impose un temps de réponseproportionnel à ette dernière plus un polylog 1. Chazelle étudie ette question dans leadre d'une variante de mahine à pointeurs et montre que toute struture de reherheen dimension d néessite un espae Ω(n(log n/ log logn)d−1).9.2 Reherhe simpliiale et par demi-espae
S désigne à nouveau un ensemble de n points de IRd �xé une fois pour toute. Le problèmede la reherhe simpliiale (resp. par demi-espae) onsiste à reporter, ou ompter, tousles points de S ontenus dans un simplexe (resp. un demi-espae) de requête.9.2.1 Arbre de partitionsL'idée est de partitionner les points en sous-ensembles de tailles approximativement égalesinlus dans des domaines dont la desription est simple de sorte que la boîte de requêteintersete une faible proportion de es domaines. On proède alors réursivement sur lespoints inlus dans haque domaine pour dé�nir un arbre de partitions.On regarde le problème dans le plan.Dé�nition 9.12 Une partition simpliiale d'un ensemble S de n points du plan est unefamille de ouples {(Si,∆i)}i∈I où les Si forment une partition de S et les ∆i sont destriangles du plan de sorte que pour haque i on a Si ⊂ ∆i. Notons que les triangles ∆ipeuvent se hevauher et qu'un point de S peut appartenir à plusieurs ∆i. Le nombre |I|de parties est la taille de la partition.Soit r ≥ 1. Une partition simpliiale de paramètre r, ou r-partition, sur S est unepartition simpliiale de S dont haque sous-ensemble Si ontient entre n/r et 2n/r points.Notons que la taille d'une r-partition est omprise entre r/2 et r.Le nombre de roisements d'une droite ave une partition simpliiale est le nombre detriangles de la partition intersetés par ette droite. Le nombre de roisements de lapartition est le maximum de e nombre sur toutes les droites du plan.Le théorème 10.9 de la partition simpliiale a�rme que pour toute r �xé on peut onstruireen temps O(n) une r-partition de S de nombre de roisements O(

√
r).On onstruit réursivement un arbre de partitions de paramètre r sur une ensemble S de

n points en assoiant à la raine un nombre d'enfants en orrespondane ave les sous-ensembles d'une partition simpliiale de S de paramètre r �xé. On stoke les desriptionsdes triangles ∆i de la partition au niveau des enfants puis on ontinue réursivement surhaque enfant ave son sous-ensemble Si assoié tant que e sous-ensemble ompte aumoins 2r points.1. polylog(n) désigne une fontion de la forme P (log n) pour un polyn�me P �xé.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 138Lemme 9.13 Soit r > 2. Un arbre de partitions de paramètre r sur un ensemble de npoints a une taille linéaire (i.e. en O(n)) et peut être onstruit en temps O(n logn).Preuve : Puisque haque partition simpliiale utilisée est de paramètre r, le degré dehaque noeud interne de l'arbre de partitions est au moins r/2. Soit nI et nE les nombresrespetifs de noeuds internes et externes (feuilles) de l'arbre de partitions. En omptant dedeux façons di�érentes le nombre d'arêtes de l'arbre de partitions à partir de l'extrémitérespetivement inférieure ou supérieure de haque arête, on obtient :
(r/2)nI ≤ nI + nE − 1.Soit

nI ≤
2nE − 2

r − 2
.Or haque feuille de l'arbre de partitions est assoiée à au moins un point et les ensemblesassoiés aux feuilles sont disjoints. On en déduit nE ≤ n et par suite la taille de l'arbrede partitions est linéaire.Le temps de onstrution C(n) véri�e d'après le théorème 10.9 de la partition simpliiale

C(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(n) +

∑

ν C(nν) sinon (9.3)où ν parourt les enfants de la raine. Comme nν ≤ 2n/r, l'arbre de partitions a unehauteur O(logn). Par ailleurs, l'ensemble des noeuds de profondeur donnée forme unepartition des n points et peut don être traité en temps O(n). On en déduit C(n) =
O(n logn). 2Pour répondre à une requête du type demi-plan l+ bordé par une droite l on part dela raine puis on teste si haun des triangles des (au plus r) enfants est ontenu dans
l+, disjoint de l+, ou intersete l. Dans les deux premiers as on sait quoi faire sinon on�réurre� sur les triangles enfants intersetés. Cei permet de séletionner un ensemble denoeuds dont les ensembles anoniques forment une partition des points ontenus dans l+.La omplexité R(n) de ette séletion est donnée par

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r) +

∑

ν R(nν) sinon (9.4)Soit, ompte tenu du paramètre r de la partition simpliiale :
R(n) ≤ cr + c

√
rR(2n/r).pour une ertaine onstante c que l'on peut supposer > 1/

√
2. En hoisissant r =

⌈2(c
√
2)1/ǫ⌉ on a
0 < logr/2 c

√
r =

log(c
√
r)

log(r/2)
=

1

2
+

log(c
√
2)

log(r/2)
≤ 1

2
+

log(c
√
2)

log((c
√
2)1/ǫ)

≤ 1

2
+ ǫ.On en déduit, par le master theorem 1.34, R(n) = O(nlogr/2 c

√
r) = O(n1/2+ǫ). Dans le asdu report, il faut rendre les ensembles anoniques des noeuds séletionnés. Pour haque



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 139noeud, et ensemble est l'union des points stokés aux feuilles du sous-arbre dont il estraine. Comme e sous-arbre à une taille linéaire, on en déduit que le problème du reportpeut-être résolu ave un temps supplémentaire proportionnel à la taille de la réponse.Note : En prenant r =
√
n et en résolvant R(n) = O(r) + O(

√
r)R(2n/r) on trouve

R(n) = O(
√
n 2O(log logn)) = O(

√
n polylog n).Pour répondre à une requête de type triangle au lieu de demi-plan on peut utiliser lamême struture et obtenir la même omplexité asymptotique de reherhe en remarquantque, à haque niveau de la reherhe, le nombre de triangles d'une partition intersetéspar les 3 droites supports d'un triangle de requête est en O(3

√
r). Finalement :Lemme 9.14 Le problème de la reherhe simpliiale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de partitions ave :pré-alul : O(n logn)espae : O(n)temps requête : O(n1/2+ǫ) pour le déompte et O(n1/2+ǫ + k) pour le report où k est lenombre de points à reporter.9.2.2 Arbres de uttings et reherhe par demi-planLes arbres de partitions ont évidemment une taille optimale mais un temps de requête im-portant. Quitte à augmenter la taille de la struture de reherhe, il est possible d'obtenirdes temps de reherhe logarithmiques. C'est l'objet de e qui suit. La méthode repose iisur une transformation préalable des données par la dualité point/droite du plan. Cellei, notée ∗, est donnée par la transformation (a, b) 7→ {y = ax − b}, et son inverse, etdé�nit une bijetion entre le plan et l'ensemble des droites non vertiales du plan.Propriété : le point p est au dessus de la droite d si et seulement si d∗ est au dessus de p∗.Étant donné une droite d, trouver tous les points si de S au dessus de d revient ainsi àtrouver l'ensemble des droites de {s∗i |si ∈ S} au dessous de d∗. Clairement et ensemblene dépend que de la ellule de l'arrangement des droites s∗i ontenant d∗. Il y a O(n2)telles ellules. On peut don espérer un algorithme utilisant une plae O(n2) ave untemps de requête en O(logn).Dé�nition 9.15 Soit L un ensemble de n droites du plan et soit r ∈ [1, n]. Un (1/r)-utting pour L est une partition du plan en triangles (possiblement non bornés) telle quehaque triangle est interseté par au plus n/r droites de L. La taille de e utting est sonnombre de triangles.Le théorème 10.1 a�rme que l'on peut onstruire en temps O(nr) un (1/r)-utting detaille O(r2) en olletant pour haque triangle du utting les droites de L qui le oupent.On s'intéresse tout d'abord au problème du déompte. On dé�nit pour ela réursivementun arbre de uttings pour L :� si L ontient une unique droite alors son arbre est réduit à une feuille qui stoke ettedroite,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 140� sinon on rée autant d'enfants de la raine que de triangles dans un (1/r)-utting de L.Pour haque enfant ν, assoié au triangle ∆(ν), on onstruit réursivement un arbre deuttings pour les droites L(ν) ⊂ L intersetant ∆(ν). L'ensemble de droites L(ν) estappelé l'ensemble anonique de ν. Pour le problème du omptage on stoke égalementpour haque enfant les nombres ℓ−(ν) et ℓ+(ν) de droites de L respetivement au dessuset au dessous de ∆(ν).La taille T (n) d'un arbre de uttings onstruit à l'aide de (1/r)-uttings, haun de taille
O(r2), véri�e

T (n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2) +

∑

ν T (nν) sinon (9.5)Où ν dérit les enfants d'un arbre de uttings sur n droites et nν la taille de son ensembleanonique. Par dé�nition d'un 1/r-utting on a enore pour une ertaine onstante c :
T (n) ≤ cr2 + cr2T (n/r)D'où T (n) = O(nlogr cr

2

). Soit en prenant r = ⌈c1/ǫ⌉, T (n) = O(n2+ǫ).Compte tenu du temps de alul d'un (1/r)-utting, le temps C(n) de onstrution deette struture véri�e
C(n) ≤

{

O(1) si n = 1
O(nr) +

∑

ν C(nν) sinon (9.6)Soit enore C(n) ≤ cnr+cr2C(n/r) pour une ertaine onstante c, e qui donne à nouveau
C(n) = O(n2+ǫ) pour r = ⌈c1/ǫ⌉.Pour trouver le nombre de droites sous un point p de requête on desend réursivementdans l'arbre de uttings depuis la raine jusqu'aux feuilles en s'orientant pour haquenoeud visité vers l'unique enfant dont le triangle assoié ontient p. La somme des nombres
ℓ− assoiés aux noeuds de e parours est le nombre herhé. Bien entendu, en aumulantles valeurs ℓ+ au lieu de ℓ− la même struture permet de aluler le nombre de droites audessus d'un point de requête.Le temps de reherhe R(n) véri�e ainsi :

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2) +R(n/r) sinon (9.7)D'où R(n) = O(logn) si r est onstant.Pour le problème du report, pour haque noeud ν de l'arbre de uttings, si µ est sonparent, on stoke expliitement au niveau de ν les sous-ensembles L+(ν), L−(ν) ⊂ L(µ)de droites respetivement au dessus et au dessous du triangle∆(ν). L'ensemble des droitesau dessous (resp. au dessus) d'un point de requête est obtenu réursivement omme dansle as du déompte en aumulant ette fois les ensembles L− (resp. L+) le long duparours. Le temps de requête se déompose alors en un temps de parours O(logn)omme pour le déompte plus un terme proportionnel à la taille de la réponse. La taille

T ′(n) de la struture de reherhe véri�e maintenant
T ′(n) ≤

{

O(1) si n = 1
O(nr2) +

∑

ν T
′(nν) sinon (9.8)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 141D'où T ′(n) = O(nr2 + r2T ′(n/r)). Par appliation du master theorem 1.34 on déduit ànouveau T ′(n) = O(n2+ǫ). En résumé,Lemme 9.16 Le problème de la reherhe par demi-plan peut se résoudre en utilisant unarbre de uttings ave :pré-alul : O(n2+ǫ)espae : O(n2+ǫ)temps requête : O(logn) pour ompter et O(logn+k) pour reporter où k est le nombrede points à reporter.9.2.3 Appliation à la reherhe simpliialeSoit ∆ un triangle, intersetion de trois demi-plans H1, H2, H3 bordés respetivement parles droites h1, h2, h3. On suppose que H1 est au dessous de h1 tandis que H2 et H3 sont audessus de leur droite bordante respetive. Les autres as se traitent de manière analogue.Le problème de la séletion des points de S inlus dans ∆ se dualise alors en un problèmedu type : trouver les droites de S∗ simultanément au dessus de h∗
1 et au dessous de h∗

2 etde h∗
3.Pour répondre à e type de requête � et don par dualité à une requête de type triangle �on peut utiliser un struture d'arbre de uttings à trois niveaux : le premier niveau est unarbre de uttings simple. On assoie de plus à haque noeud ν deux arbres de uttings (àdeux niveaux) : l'un sur son ensemble L+(ν) et l'autre sur son ensemble L−(ν). Finalementon assoie à haque noeud de la struture seondaire deux arbres de uttings simples surses ensembles L+ et L−. La reherhe proède omme suit. On e�etue une requête ave

h∗
1 sur l'arbre primaire pour séletionner les droites au dessus de h∗

1. Pour haque noeud
ν séletionné dans ette reherhe, plut�t que de rendre (ou omptabiliser) L+(ν), one�etue une requête ave h∗

2 sur sa struture seondaire a�n de séletionner les droitesde L+(ν) au dessous de h∗
2. Finalement on e�etue une requête ave h∗

3 sur les struturesassoiées aux noeuds seondaires séletionnés pour reherher les droites au dessous de h∗
3.Clairement, ette proédure permet de séletionner les droites simultanément au dessusde h∗

1 et au dessous de h∗
2 et de h∗

3.Le temps de reherhe dans une struture seondaire véri�e :
R′(n) ≤

{

O(1) si n = 1
O(logn + r2) +R′(n/r) sinon (9.9)D'où R′(n) = O(log2 n) si r est onstant. Le temps de reherhe dans la struture primairevéri�e don :

R(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(logn2 + r2) +R(n/r) sinon (9.10)D'où R(n) = O(log3 n) si r est onstant. La taille de la struture seondaire véri�e :

T ′(n) ≤
{

O(1) si n = 1
O(r2 + n2+ǫ) +

∑

ν T
′(nν) sinon (9.11)



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 142Soit (f. master theorem) T ′(n) = O(n2+ǫ) si r est onstant et su�samment grand. Onen déduit de même que la taille de la struture primaire est un O(n2+ǫ). On montre selonles mêmes lignes que elle-i peut-être onstruite dans le même temps. Finalement,Lemme 9.17 Le problème de la reherhe simpliiale dans le plan peut se résoudre enutilisant un arbre de uttings à trois niveaux ave :pré-alul : O(n2+ǫ)espae : O(n2+ǫ)temps requête : O(log3 n) pour ompter et O(log3 n + k) pour reporter où k est lenombre de points à reporter.


