
Chapitre 3TriangulationUne triangulation d'une région polygonale du plan est une déomposition de ette régionen triangles dont les sommets sont eux du bord de la région. Une triangulation permetsouvent de résoudre plus failement des problèmes portant sur la région qu'elle triangule.Le problème du gardiennage d'une galerie d'art en est un bel exemple.Au début du XXe sièle N. J. Lennes montre de manière onstrutive que tout polygonesimple admet une triangulation [Len11℄. Cette onstrution fournit de fait un algorithmede omplexité quadratique en fontion du nombre de sommets. Du temps de l'émergenede la géométrie algorithmique, Garey et al. (1978) ont proposé un algorithme de om-plexité O(n logn) pour trianguler un polygone à n �tés. Après diverses améliorations(f. notes historiques du livre de [dBCvKO08℄), Bernard Chazelle montre en 1991 qu'unpolygone simple peut être triangulé en temps linéaire. L'algorithme de Chazelle [Cha91℄est réputé très omplexe. Une version plus simple et randomisée est dérite par Amatoet al. [AGR01℄.Le problème de la triangulation de l'intérieur d'un polyèdre dans IR3 est beauoup plusompliqué. Contrairement au as bidimensionnel le nombre de tétraèdre d'une triangu-lation d'un polyèdre (même onvexe) à n sommets peut varier suivant la triangulation.De plus, tous les polyèdres ne sont pas triangulables, à moins d'ajouter des sommets in-térieurs (dits de Steiner), omme le montre le as du polyèdre de Shönhardt. Ce polyèdreest obtenu à partir d'un prisme de base triangulaire en tournant légèrement le trian-gle supérieur par rapport au triangle inférieur. Du oup, les faes vertiales du prisme(des quadrilatères) ne sont plus planes et il faut ajouter une diagonale pour triangulerhaun de es quadrilatères gauhes. En hoisissant ette diagonale de manière à rendreles quadrilatères 'onaves', on véri�e que toute nouvelle arête entre deux sommets dupolyèdre est extérieure au polyèdre. Il n'est don pas possible de trianguler son intérieur.Référenes :- Handbook of Disrete and Computational Geometry. Edited by Goodman and O'Rourke.CRC Press 2004.
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Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 393.1 ExisteneDé�nitions La ligne polygonale de sommets (s1, . . . , sn) est la suite de segments
(s1s2, . . . , sn−1sn). Cette ligne polygonale est fermée si s1 = sn ; elle est simple si deuxde ses segments non onséutifs sont disjoints et si deux de ses segments onséutifss'intersetent en un unique sommet. Un polygone est une ligne polygonale simple etfermée. On appelle arêtes les segments d'un polygone. Par le théorème de Jordan (versiona�ne), un polygone P sépare le plan en deux régions onnexes appelées intérieur etextérieur de P . Dans e hapitre, on notera respetivement IntP et extP es régions (esont des ouverts du plan).Une diagonale d'un polygone P est un segment dont l'intérieur relatif (i.e. le segmentprivé de ses extrémités) est intérieur à P et dont les extrémités sont des sommets de
P . Une triangulation de P est un reouvrement de son intérieur (au sens large, i.e. de
IntP ) par des triangles d'intérieurs disjoints et dont les �tés sont soit des arêtes soit desdiagonales de P .Lemme 3.1 Tout polygone ayant au moins 4 sommets admet une diagonale.Preuve : Soit P un polygone et soit s le sommet de P de oordonnées minimales pourl'ordre lexiographique (s est le sommet le plus bas parmi les sommets les plus à gauhe).Soit p le sommet préédant s et q le sommet suivant s pour l'ordre irulaire dans P .� Si le triangle spq ne ontient (au sens large) auun sommet de P \ {s, p, q}, alors lesegment pq est une diagonale : auune arête de P ne peut renontrer l'intérieur ni lebord de spq ar l'une de ses extrémités serait ontenue dans spq. Don toute demi-droiteissue d'un point x intérieur au segment pq et passant par s ne renontre P qu'une seulefois (en s). Par le théorème de Jordan, et puisque la droite est extérieure à P à l'in�ni,le point x est intérieur à P , i.e. pq est intérieur à P .� Sinon, soit r un sommet de P intérieur au triangle spq et qui minimise la distane à ladroite pq. On montre aisément que le segment sr est une diagonale de P .

2Exerie 3.2 Compléter les détails manquant de la preuve préédente en indiquant enpartiulier où intervient l'hypothèse sur le nombre minimal (4) de sommets.Théorème 3.3 Tout polygone admet une triangulation.Preuve : Soit P un polygone et soit D un ensemble de diagonales de P d'intérieursdisjoints qui soit maximal pour l'inlusion. Toute région bornée du graphe plan P ∪
D est néessairement un triangle ; dans la négative le lemme préédent ontredirait lamaximalité de D. 2On montre par réurrene sur n que toute triangulation d'un polygone à n sommets aexatement n− 2 triangles et n− 3 diagonales.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 40Exerie 3.4 La preuve de Lennes pour l'existene d'une triangulation est prohe de lapréédente quoique légèrement di�érente. Soit spq un triangle et soit R un ensemble depoints intérieurs à e triangle. Montrer qu'il existe r ∈ R tel que rsp ∩ R = {r} (ii rspdésigne le bord et l'intérieur du triangle). Compléter la preuve de Lennes.3.2 AlgorithmesSi un polygone P est dérit sous forme d'une liste doublement haînée de sommets, lareherhe d'une diagonale selon la preuve du lemme 3.1 prend un temps O(n), où n = |P |est le nombre de sommets de P . On en déduit aisément un algorithme de triangulationde omplexité quadratique. Nous allons voir deux algorithmes plus e�aes.Théorème 3.5 Il existe un algorithme qui triangule tout polygone à n sommets en temps
O(n logn) et espae O(n).Nous proposons i-dessous deux preuves � 'est à dire deux algorithmes � pour e théorème.Elles sont respetivement dérites dans les artiles suivants :- A theorem on polygon utting with appliations. B. Chazelle. In Pro. IEEE Sympos.Found. Compu. Si., pp. 339-349, 1982.- Triangulating a simple polygon. M.R. Garey, D. S. Johnson, F. P. Preparata and R. E.Tarjan. Inform. Proess. Lett., 7 :175-179, 1978.3.2.1 Algorithme diviser pour régnerL'algorithme de Chazelle onsiste à aluler en temps linéaire une diagonale du polygone
P qui oupe P en deux sous-polygones de tailles approximativement égales. En appliquante alul de manière réursive à haun des deux sous-polygones on obtient un algorithmede triangulation de omplexité O(|P | log |P |).On supposera que P est dérit sous forme d'une liste ylique doublement haînée deses sommets dans l'ordre (ylique) le long de P . Par la suite P désignera aussi bienun polygone que sa liste doublement haînée. On supposera également disposer de laliste L doublement haînée des sommets de P triés selon l'ordre lexiographique de leursoordonnées ainsi que de la liste V des paires d'arêtes de P vertialement visibles, i.e.des paires d'arêtes pour lesquelles il existe un segment vertial intérieur à P et dont lesextrémités sont respetivement intérieures à haune de es deux arêtes. En onsidérantla taille de la arte des trapèzes (f. setion 8.2), il est faile de voir que la liste V a unetaille linéaire en fontion de |P |.Théorème 3.6 (du polygon utting, Chazelle 1982) Soit P un polygone à n som-mets et soient L et V les listes assoiées (respetivement des sommets triés selon l'ordrelexiographique des oordonnées et des paires d'arêtes vertialement visibles). Il existe un



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 41algorithme de omplexité O(n) pour aluler une diagonale de P qui oupe P en deuxpolygones P1 et P2 tels que
|P1|, |P2| ≤ ⌈

2

3
n⌉ + 1.De plus, les listes Pi, Li et Vi relatives à haun des deux polygones pour i = 1, 2 peuventêtre alulées en temps O(n) également.On montre dans un premier temps qu'il existe un segment vertial intérieur à P et qui leoupe en deux polygones de tailles approximativement égales.Lemme 3.7 Soit P un polygone à n sommets. Il existe un segment vertial pq (i.e.

xp = xq) intérieur à P et intersetant P en ses deux extrémités p et q exatement desorte que les deux omposantes de P \ {p, q} ontiennent haune au plus ⌈2

3
n⌉ sommetsde P .Preuve : On onsidère la déomposition trapézoïdale de P (f. setion 8.2). On supposedans un premier temps que P est en position générique, 'est à dire que tous les sommetsde P ont des absisses distintes. Il suit que haque trapèze de la déomposition intérieurà P est bordé par exatement un sommet de P sur sa gauhe et un sommet de P sur sadroite. Soit T le graphe plan obtenu en reliant par un segment haque paire de sommetsinidents à un même trapèze (il y a don un segment par trapèze). T est onnexe (utiliserpar exemple la onnexité du graphe d'adjaene des trapèzes) et aylique (utiliser l'a-yliité du graphe d'adjaene des trapèzes), i.e. que T est un arbre. De plus, l'hypothèsede position générique montre que haque sommet est inident à trois trapèzes au plus etdon que le degré des sommets de T est au plus trois.Remarquons qu'on peut assoier à haque arête a de T un segment vertial intérieur à Pet intersetant P en ses extrémités. Le nombre de sommets des deux lignes polygonalesde P oupées par es extrémités est préisément le nombre de sommets de haque sousarbre de T − a. Le lemme suivant permet don de onlure.Dans le as non-générique, on perturbe les sommets en tournant de manière in�nitésimalele polygone a�n de distinguer toutes les absisses des sommets de P . Cette rotationest elle-même simulée en onsidérant l'ordre lexiographique sur les paires (absisses,ordonnées) des oordonnées des sommets. 2Lemme 3.8 Soit T un arbre à n sommets, n ≥ 2. On suppose que haque sommet de Test de degré au plus 3. Alors il existe une arête a de T telle que haque omposante de

T − a possède au plus ⌈2n
3
⌉ sommets.Preuve : Soit a une arête de T . Si une omposante C de T − a est telle que |C| < ⌊n

3
⌋alors il existe une arête b de T telle que1. ou bien une omposante K de T − b véri�e

|C| < |K| < ⌊
n

3
⌋



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 422. ou bien haque omposante de T − b est de taille au moins ⌊n
3
⌋.En e�et, soit C ′ la omposante omplémentaire de C dans T − a et x le sommet inidentà C ′ et a. Par les hypothèses sur T , x est de degré d ≤ 2 dans C ′.� On ne peut avoir d = 0 ar dans e as on aurait |C ′| = 1 > ⌈2n
3
⌉, en ontraditionave n ≥ 2.� Si d = 1, on hoisit pour b l'unique arête inidente x dans C ′. Alors T − b a uneomposante K (de fait C + a) de taille |C|+ 1. On se retrouve alors dans le as 1 ou 2i-dessus selon que |C|+ 1 est respetivement stritement inférieur ou égal à ⌊n

3
⌋.� Sinon d = 2. Soient a1, a2 les deux arêtes inidentes à x dans C ′ et soit C1 (resp. C2)la omposante de C ′ − a1 (resp. de C ′ − a2) qui n'est pas inidente à x. Si |C1| > ⌈2n

3
⌉alors on se retrouve dans le as 1 en hoisissant b = a1 (et K = C + a + C2). Demême en hoisissant b = a2 si |C2| > ⌈2n

3
⌉. On peut don supposer |C1| ≤ ⌈2n

3
⌉ et

|C2| ≤ ⌈2n
3
⌉. Puisqu'on ne peut avoir à la fois |C1| < ⌊n

3
⌋ et |C2| < ⌊n

3
⌋, on a |C1| ≥ ⌊n

3
⌋ou |C2| ≥ ⌊n

3
⌋. On se retrouve dans le as 2 en hoisissant b = a1 dans le premier aset b = a2 dans le seond as.La preuve du lemme est alors terminée par réurrene sur |C|. 2Preuve du théorème 3.6 : On sait d'après le lemme 3.7 qu'il existe une vertiale dontles extrémités oupent P en deux lignes polygonales ontenant haune au plus ⌈2n

3
⌉sommets. En parourant la liste V des paires d'arêtes vertialement visibles on trouveradon néessairement une paire (a, b) telle que tout segment vertial de visibilité entre lesdeux arêtes a et b oupe P omme i-dessus. Fixons un sommet s de P et indexons lessommets de P de 0 à n− 1 dans l'ordre diret le long de P à partir de s. À partir de esindies on peut aluler en temps onstant la longueur de la ligne polygonale entre deuxsommets d'indies i et j : en inluant les deux sommets et en onsidérant la ligne de ivers j dans le sens diret, ette longueur vaut j − i+1 si j ≥ i et n− j + i− 1 sinon. Onpeut don tester en temps onstant si une paire d'arêtes onvient et de e fait déterminer

(a, b) en temps linéaire.Il n'est en général pas possible de relier deux des extrémités de a et de b par une diagonalear elle-i peut reouper P . Considérons le quadrilatère Q formé par a, b et les deuxsegments c et d reliant les extrémités de a et b situés d'un même �té d'une vertiale devisibilité entre a et b. Le quadrilatèreQ forme bien un polygone (simple) de par l'existened'un segment de visibilité qui sépare c et d. Soit Pc (resp. Pd) la sous-ligne polygonalede P bordés par les extrémités de c (resp. de d) et ne ontenant ni a ni b. L'objetifest de aluler une diagonale entre un sommet de Pc intérieur à Q et un sommet de Pdintérieur à Q de sorte que ette diagonale sépare P omme voulu. Pour ela on onsidèrel'ensemble Sc (resp. Sd) des omposantes de P ∩ IntQ qui s'appuient sur c (resp. sur d).On pose Cc = Conv(Sc) et Cd = Conv(Sd)A�rmation I : Cc et Cd sont disjointes. De plus, les sommets de Cc (resp. de Cd) sontles sommets de Pc (resp. de Pd).Preuve de l'a�rmation I : Par hypothèse, il est faile de voir � à l'aide du théorèmede Jordan � que Sc et Sd sont séparées dans Q par un segment vertial. Il en est don demême de leurs enveloppes onvexes. Par ailleurs, toujours à l'aide du théorème de Jordan,on montre que toute région bordée par une omposante de Sc ∩ Pd et un segment de c



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 43est ontenue dans une région bordée par une omposante de Sc ∩ Pc et un segment de c.On en déduit que Cc = Conv(Sc ∩ Pc). Don Cc est l'enveloppe onvexe des sommets de
Sc∩Pc qui omprend les sommets de Pc inlus dans Sc et les extrémités des omposantesde Sc. Or es sommets sont tous sur c don dans l'enveloppe onvexe des extrémités de
c qui sont des sommets de Pc. Un raisonnement analogue montre que les sommets de Cdsont des sommets de Pd. 2L'a�rmation préédente permet de séletionner en temps O(n) un sous-ensemble A dessommets de P tel que Cc = Conv(A) : il su�t de parourir Pc et de retenir les sommetsde Pc ompris entre deux intersetions suessives de Pc ave c, lorsque Pc entre dans
Q à la première intersetion. On peut extraire de L la sous-liste LA, triée selon l'ordrelexiographique des oordonnées, des sommets de A. On obtient �nalement Cc en tempslinéaire à partir de LA par l'algorithme lassique de balayage 6.1.2. 1 De manière analogueon alule Cd en temps linéaire.On onsidère maintenant le polygone Q′ formé des arêtes a et b et des deux haînesonaves C ′

c = Cc− c et C ′
d = Cd− d. Notons que Q′ est bien une ligne polygonale simpled'après l'a�rmation I. Notre but est de montrer que dans toute triangulation T de Q′l'une des arêtes de T fournit une diagonale qui sépare P omme voulu. On remarquetout d'abord que tout triangle de T ontient néessairement une arête de C ′

c ou bien de
C ′

d. En e�et, C ′
c et C ′

d étant onaves, un tel triangle ne peut avoir deux sommets nonadjaents sur une même de es deux haînes. Le dual de T est don une haîne simple,e qui permet d'ordonner les diagonales de T de la première, inidente au même triangleque a, à la dernière, inidente au même triangle que b. On note δ1, δ2, . . . δk es diagonales,on pose δk+1 = b et pour i = 1, . . . , k − 1, on note γi la troisième arête du triangle de Tbordé par δi et δi+1. Don γi est une arête de C ′
c ou de C ′

d et on note Γi la sous-haînede respetivement Pc ou Pd joignant les extrémités de γi. Pour haque diagonale δi de T ,on note en�n ∆i la sous-haîne de P ontenant a et joignant les extrémités de δi.A�rmation II : Une des arêtes de T (soit une diagonale soit une arête de Q′) est unediagonale de P qui oupe P en deux lignes polygonales (extrémités inlues) de taille auplus ⌈2

3
n⌉ + 1.Preuve de l'a�rmation II : Supposons qu'une arête γi de C ′

c ou de C ′
d ne soit pas unearête de P (et soit don une diagonale de P ) et que

|Γi| ≥ ⌊
n

3
⌋+ 1.On a alors, en notant Γ′

i l'autre haîne de P joignant les extrémités de γi� d'une part : |Γi| ≤ max{|Pc|, |Pd|} ≤ ⌈2n
3
⌉,� d'autre part : |Γi|+ |Γ′

i| = n+ 2, d'où |Γ′
i| ≤ ⌈2

3
n⌉ + 1.L'a�rmation est don véri�ée en hoisissant γi omme diagonale de P .Supposons maintenant à l'inverse que pour toute arête γi de C ′

c ou de C ′
d on ait

|Γi| ≤ ⌊
n

3
⌋.1. Chazelle utilise un autre argument. Il extrait de Sc une ligne polygonale simple joignant les ex-trémités de c et dont l'enveloppe onvexe est Cc Cette ligne est onstituée de omposantes de Sc et desegments de c. Il utilise ensuite l'algorithme de omplexité linéaire pour aluler l'enveloppe onvexed'une ligne polygonale simple.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 44On a en partiulier
|∆1| = |Γ1 + a| ≤ ⌊

n

3
⌋+ 1.Par ailleurs si pour un ertain i ∈ [1, k] on a |∆i| ≤ ⌊n

3
⌋ alors δi n'est pas la dernièrediagonale de T (i.e. i < k) et

|∆i| < |∆i+1| ≤ ⌈
2

3
n⌉ + 1.En e�et, on a

|∆i+1| = |∆i + Γi| = |∆i|+ |Γi| − 1 ≤ 2⌊
n

3
⌋ − 1.Alors que |∆k| ≥ ⌈2

3
n⌉+ 1 (faire un raisonnement analogue à la majoration de |∆1|). Ononlut par réurrene sur k que l'une au moins des diagonales δi véri�e

⌊
n

3
⌋+ 1 ≤ |∆i| ≤ ⌈

2

3
n⌉+ 1.Cei permet également de on�rmer l'a�rmation en hoisissant δi omme diagonale de

P . 2A�rmation III : Q′ peut être triangulé en temps linéaire.Preuve de l'a�rmation III : D'après la preuve de l'a�rmation II, on peut trianguler
Q′ de manière inrémentale en alulant haque diagonale δi+1 en fontion de la diagonale
δi alulée préédemment : en notant pc et pd les extrémités de δi et pcqc et pdqd les arêtesde Q′ respetivement inidentes à pc et pd et �au dessus� de δi, alors on a soit δi+1 = pcqdsoit δi+1 = pdqc. Il su�t de tester si qd (resp. pc) est au dessous de la droite pcqc (resp.
pdqd) pour savoir si pcqd (resp. pdqc) est une diagonale. Il se peut que les deux le soient,auquel as l'une ou l'autre onvient puisque dans les deux as on se retrouve dans uneon�guration où la partie de Q′ au dessus de δi+1 est onstituée de deux haînes onavesreliées par deux segments, e qui permet d'appliquer la réurrene. 2La onjontion des a�rmations II et III permet de onlure la première partie du théorème.Il reste à véri�er, en appelant P1 et P2 les deux polygones oupés par la diagonale δ trou-vée, que les listes Pi, Li et Vi relatives au polygone Pi pour i = 1, 2 peuvent être aluléesen temps O(n) également. C'est lair pour les listes Pi et Li (es listes ontiennent pluspréisément des pointeurs bidiretionnels sur un tableau des sommets �xé une fois pourtoute. On peut assoier à haun des sommets du tableau un drapeau qui permet deséletionner dans une première passe les sommets qui nous intéressent). Pour la liste Viil su�t de remarquer qu'elle est onstituée d'une part des paires d'arêtes de V qui sontdans Pi et d'autre part des paires (a, δ) pour haque paire (a, b) de V dont la visibilitéest obstruée par δ et telle que a est une arête de Pi (et don b n'est pas une arête de Pi).En parourant V , on peut ainsi onstruire Vi de la manière suivante. Pour haque paire
(a, b) de V :1. si a ∈ Pi et b ∈ Pi, alors on plae (a, b) dans Vi,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 452. sinon, si a et b ne sont pas dans le même polygone, disons a ∈ Pi, b 6∈ Pi, et si lesprojetions vertiales sur l'axe des absisses des arêtes a, b et δ ont une intersetionnon vide, alors on plae (a, δ) dans Vi après avoir véri�é que ette paire n'était pasdéjà présente dans Vi. Cette dernière véri�ation s'obtient en temps onstant enmarquant au fur et à mesure les arêtes a de P telles que (a, δ) est dans Vi.
2Preuve du théorème 3.5 : Soit P don un polygone à n sommets. L'algorithme on-siste à appliquer réursivement le théorème du polygon utting : la triangulation de Pest l'union des triangulations des polygones P1 et P2 obtenus par le théorème 3.6.Pour initialiser l'algorithme il faut onstruire la liste L des sommets de P triés selonl'ordre lexiographique de leurs oordonnées ; e qui prend un temps O(n logn) et uneplae linéaire suivant tout algorithme de tri standard. Il faut onstruire également laliste V des paires d'arêtes de P vertialement visibles que l'on obtient en temps linéaireen parourant la arte des trapèzes de P (f. setion 8.2). Cette arte a elle-même unetaille linéaire (lemme 8.2) et peut être onstruite en temps O(n logn) par un algorithmerandomisé (f. setion 8.2) ou non (f. setion 8.1).Soit C(n) la omplexité maximale de la triangulation de tout polygone de taille n. Onpeut érire

C(n) ≤ kn+ max
n1+n2=n+2

n1,n2≤⌈ 2

3
n⌉+1

{C(n1) + C(n2)}pour un ertain k > 0. Montrons que C(n) = O(n logn). Soit α tel que 2/3 < α < 1.Choisissons N assez grand pour que n > N =⇒ ⌈2

3
n⌉ + 1 < αn et n

2
log 1

α
> 2 logn.Choisissons ensuite K su�samment grand pour que n ≤ N =⇒ C(n) ≤ Kn logn etpour que K log 1

α
> 2k.Pour n ≤ N on a don par hypothèse C(n) ≤ Kn log n. Supposons par réurrene

C(m) ≤ Km logm pour m inférieur à un ertain n > N . Pour n1, n2 ≤ ⌈2

3
n⌉+ 1 tels que

n1 + n2 = n+ 2 on a
kn+ C(n1) + C(n2) ≤ kn+Kn1 logn1 +Kn2 logn2 ≤ kn+K(n + 2) log(αn)

≤ Kn log n+ 2K log n+ (k −K log
1

α
)n

≤ Kn log n+K(2 logn−
n

2
log

1

α
) ≤ Kn lognCe qui permet de onlure C(n) ≤ Kn log n. 23.2.2 Algorithme par déomposition en polygones monotonesL'algorithme de triangulation de Garey et al. se ompose de deux étapes. Dans un premiertemps le polygone à trianguler est déomposé en polygones plus simples appelés polygonesmonotones. Cette étape prend un temps O(n logn). Ces polygones monotones sont ensuitetriangulés en temps linéaire selon une tehnique appropriée. Au total on obtient don uneomplexité équivalente à l'algorithme diviser pour régner de Chazelle.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 46Polygones monotonesDé�nition 3.9 On onsidère une diretion du plan qu'on appelle vertiale. La diretionorthogonale est dite horizontale. La hauteur d'un point est sa projetion horizontale surla vertiale. Une ligne polygonale L est dite (stritement) monotone si la hauteur de laséquene des sommets de L est (stritement) monotone. Dit autrement L est monotonesi toute droite horizontale oupe L en au plus une omposante, réduite à un point dans leas strit.Un polygone P est dit (stritement) monotone s'il est la réunion de deux lignes polygonales(stritement) monotones ayant seulement leurs extrémités en ommun. Dit autrement unpolygone P est monotone (resp. stritement monotone) si toute droite horizontale oupe
P en au plus deux omposantes (resp. au plus deux points).Un sommet intérieur (i.e. qui n'est pas une extrémité) à une ligne polygonale ou à unpolygone est dit maximum, (resp. minimum) (strit) si es deux sommets voisins sont(stritement) en dessous (resp. au dessus) de la droite horizontale passant par e sommet.On appelle extremum (strit) un sommet qui est soit maximum (strit) soit minimum(strit).On véri�e aisément qu'un sommet n'est pas un extremum si et seulement si sa hauteurest stritement omprise entre elles de ses deux sommets voisins. Par suite :Lemme 3.10� une ligne polygonale ayant au moins 3 sommets est stritement monotone si et seule-ment si auun de ses sommets intérieurs n'est extremum.� Un polygone est stritement monotone si et seulement si il a exatement deux extrema.Dé�nition 3.11 Un sommet d'un polygone est dit ré�exe si l'angle intérieur au polygoneformé par les deux arêtes inidentes au sommet est stritement plus grand que π. Unesous-haîne d'un polygone est dite onave si ses sommets intérieurs sont ré�exes.Lemme 3.12 Un polygone sans extremum ré�exe est monotone.Preuve : Soit P un polygone sans extremum ré�exe. Soient p et q des sommets de P dehauteur respetivement minimale et maximale. Les sommets p et q oupent P en deuxlignes polygonales PG et PD telles que PG est à gauhe de PL. Supposons par l'absurde que
P n'est pas monotone. Alors par dé�nition, PG ou PD n'est pas monotone. On supposesans perte de généralité que PG n'est pas monotone. Il existe don une droite horizontale
h oupant PG en deux omposantes au moins. On note h+ et h− les demi-plans ouvertsrespetivement au dessus et au dessous de h. Par onnexité de PG, l'une des omposantes,
C, de h+ ∩ PG ou de h− ∩ PG a ses deux extrémités dans h. On note u et v es deuxextrémités ave u à gauhe de v. Supposons à nouveau sans perte de généralité C ⊂ h+.J'a�rme que(A) le long de C, l'intérieur de P est situé du même �té que l'intérieur du polygonedélimité par C et le segment uv de h.



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 47Puisque PG est à gauhe de PD, l'intérieur de P est à droite de PG lorsque PG est parouruedu bas vers le haut (i.e. de p vers q). Par onséquent u est avant v dans e parours. Soit
D la omposante de PG \ C joignant v à q. J'a�rme que(B) le sommet le plus à gauhe parmi les sommets de hauteur minimale deD est extremumré�exe.Cette dernière ontradition permet de onlure la monotoniité de PG et don de P . Ilreste à montrer les a�rmations (A) et (B).Pour (A), on onsidère le sommet x de C le plus à droite parmi les sommets de hauteurmaximale. Les diretions des deux arêtes d'origine x et la diretion horizontale ~h versla droite sont don deux à deux distintes. Soit a l'arête issue de x dont la diretionsuit elle de ~h dans le sens indiret (le sens des aiguilles d'une montre). On note b laseonde arête issue de x. Comme x est extremum, il ne peut être ré�exe, e qui montreque l'intérieur de P est entre b et a dans le sens diret, ou enore à droite de a. Montronsque 'est également le as pour l'intérieur de la ourbe de Jordan uv ∪ C. Pour ela, onnote Ca et Cb les deux omposantes de C \ {x} ontenant respetivement a et b et onnote w ∈ {u, v} l'extrémité de Ca autre que x. Il est lair qu'on ne peut avoir w = u,sinon la ourbe simple S formée de Ca, de la demi-droite horizontale à droite de x et de lademi-droite horizontale à gauhe de w formerait une ourbe de Jordan qui ne renontrepas Cb. Or l'intérieur de b est au dessus de S et l'extrémité v de Cb est au dessous de
S, e qui ontredit la onnexité de Cb. Don w = v. Comme l'intérieur de uv ∪ C est audessus et don à droite de vu, il en est de même pour Ca, i.e. l'intérieur de uv ∪ C est àdroite de a.Un raisonnement analogue permet de montrer que le sommet spéi�é dans (B) qui estévidemment extremum est également ré�exe. 2Déomposition en polygones monotonesThéorème 3.13 Il existe un algorithme de omplexité O(n logn) pour déomposer toutpolygone à n sommets, par l'ajout de diagonales au polygone, en polygones monotones .Preuve : Considérons la déomposition trapézoïdale d'un polygone P obtenue par loi-sonnement horizontal (f. setion 8.2). On suppose le polygone en position générale, i.e.deux sommets distints ont des ordonnées distintes. Chaque trapèze intérieur à P estdon inident à exatement deux sommets de P , un sommet supérieur sur le �té hor-izontal supérieur du trapèze et un sommet inférieur sur le �té horizontal inférieur dutrapèze. On ajoute une diagonale joignant es deux sommets si le sommet supérieur estun minimum ré�exe et/ou si le sommet inférieur est un maximum ré�exe. On obtientainsi une déomposition de P en polygones. On véri�e qu'auun sommet de P ne peutêtre extremum ré�exe dans les polygones qui lui sont inidents. Il suit du lemme 3.12 quees polygones sont tous monotones. Le as non général où plusieurs sommets peuventposséder une même ordonnée se traite en simulant une perturbation par rotation à l'aidede l'ordre lexiographique sur les paires (ordonnée, absisse).Notons que la déomposition trapézoïdale peut s'obtenir en temps O(n logn) et quel'ajout de haque diagonale s'obtient en temps onstant par diagonale (en utilisant une



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 48struture de arte planaire en demi-arêtes), e qui ahève la démonstration. 2Exerie 3.14 Dérire un algorithme de omplexité O(n logn) pour la déompositiond'un polygone P en polygones monotones qui n'utilise pas à proprement parler la déom-position trapézoïdale de P , mais seulement un balayage des sommets de P .Triangulation des polygones monotonesThéorème 3.15 Il existe un algorithme de omplexité linéaire pour trianguler un poly-gone monotone.Preuve : Soit P un polygone stritement monotone. En temps linéaire on peut ouper
P en deux haînes monotones. Les sommets sur haque haîne sont naturellement triésselon leur ordonnée. La fusion (en temps linéaire) de es deux listes permet d'obtenir laliste V des sommets de P triés selon leur ordonnée. On e�etue un balayage des sommetsde haut en bas. Au ours du balayage une partie de l'intérieur de P est triangulée etune autre Pi forme un polygone stritement monotone que l'on doit trianguler. Soit σile sommet maximum de Pi et soient Gi et Di les deux haînes monotones maximales de
Pi. On stoke les sommets balayés dans une pile Π de manière à onserver l'invariantsuivant : (i) les sommets dans Π forment une sous-haîne onave de sommets ré�exes de
Pi issue de σi et (ii) le sommet σi est également inident dans Pi à un sommet νi plus basque les sommets de Π. En partiulier, si les sommets de Π sont dans Gi (resp. Di) alors
νi est dans Di (resp. Gi). Au départ Π est initialisée ave les deux premiers sommets de
V (i.e. le sommet maximal de P0 = P et le sommet juste au dessous).Soit s le nouveau sommet balayé dans la liste V .1. Si s forme une haîne onave ave Π (i.e. le dernier sommet de Π est ré�exe) alorson empile s. Les invariants (i) et (ii) sont maintenus.2. Si s = νi et si s n'est pas le sommet minimal de P alors on relie s par des segmentsà haun des sommets de Π, hormis σi (qui est déjà relié à s). Notons que essegments sont des diagonales de Pi (et don de P ) ar auune arête entre deuxsommets de Π ne peut ouper une telle diagonale (par onavité de Π) ni auuneautre arête de Pi par monotonie de Π. On a ainsi triangulé une partie supérieurede Pi. Le reste onstitue le polygone Pi+1. On vide ensuite Π et on ré-insert sondernier sommet, qui devient le sommet σi+1, puis le sommet s ; es deux sommetsformant les deux plus hauts sommets de Pi+1. On dé�nit également νi+1 omme lesommet suivant Π le long de Pi. Clairement les invariants (i) et (ii) sont rétablis.3. Si s est inident au dernier sommet sℓ de Π mais ne forme pas une haîne onaveave Π (i.e. sℓ est onvexe dans Pi) alors on relie s par des segments aux dernierssommets sk, sk+1, . . . , sℓ−1 de Π, hormis le tout dernier sℓ auquel il est déjà relié, desorte que la droite ssk est support pour Π (i.e. les sommets de Π sont d'un même�té de ette droite) mais que la droite ssk+1 ne l'est pas. À nouveau es segmentssont des diagonales de Pi ar auune des deux haînes Gi et Di ne peut reouperle segment ssk du fait de leur monotonie. On a ainsi triangulé une partie de Pi.Le reste onstitue le polygone Pi+1. On dépile alors les sommets sk+1, . . . , sℓ de Π



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 49et insert le sommet s. Le fait que la droite ssk soit support de Π montre que Πontient bien une haîne onave et que les invariants (i) et (ii) sont rétablis.Lorsqu'on balaye le sommet minimal de P on se retrouve dans la dernière des trois sit-uations i-dessus et la triangulation qui suit ahève la triangulation de P . Pour haquesommet balayé les opérations e�etuées i-dessus se déomposent dans haun des troisas en un nombre onstant d'opérations élémentaires auquel s'ajoute un nombre d'opéra-tions proportionnel au nombre de diagonales ajoutées à la triangulation. Comme il y aun nombre linéaire de diagonales et que l'on balaye un nombre linéaire de sommets, leoût total de la triangulation est linéaire. 23.2.3 Appliation au problème de la galerie d'artLe problème ommunément attribué à Vitor Klee en 1973 est le suivant : étant donnéune galerie d'art dont le sol a la forme d'un polygone, ombien de gardiens (ou améras)�xes su�sent à garder la galerie ? On sous-entend que haque gardien peut regarder danstoutes les diretions autour de lui.De manière plus géométrique, soit P un polygone du plan et x ∈ IntP un point intérieur(au sens large) à P . La zone de visibilité de x dans P est l'ensemble des points intérieursà P et visibles depuis x dans P . C'est enore
VP (x) = {y ∈ IntP | xy ⊂ IntP}où xy dénote le segment joignant x et y. Un ensemble X ⊂ P ouvre P si

P = ∪x∈XVP (x)i.e. si l'union des zones de visibilités des points de X reouvre P . Le problème de la galeried'art revient don à herher un ensemble X de taille minimale ouvrant P . Le problèmede Klee était plus préisément de trouver la taille minimale g(n) telle que tout polygoneà n sommets est ouvert par un ensemble de taille g(n).Théorème 3.16 (de la galerie d'art, Chvátal 1973)
g(n) = ⌊n/3⌋.La preuve suivante due à Fisk en 1978 utilise la notion de oloriage. Un oloriage d'unensemble E par une ensemble C est une appliation de E dans C. Si le ardinal de C est

k on parle d'un k-oloriage de E.Preuve du théorème : g(n) ≤ ⌊n/3⌋ : soit P un polygone à n sommets et T unetriangulation de P . L'algorithme suivant onstruit un 3-oloriage des sommets de P telque tout triangle de T est triolore (ses trois sommets ont des ouleurs 2 à 2 distintes) :Choisir une arête a de P et olorier ses deux sommets, l'un en bleu et l'autre en blan.Cette arête est inidente à un unique triangle de T , e qui détermine la ouleur de sontroisième sommet, disons rouge. Si l'arête (rouge, blan) de e triangle est une diagonale,



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Franis Lazarus. 50olorier réursivement la partie de P oupée par ette diagonale et ne ontenant pas a.Faire de même ave l'arête (rouge, bleu).Remarquons alors que l'ensemble des sommets de P ayant la ouleur la moins fréquentedans un tel 3-oloriage est de ardinal au plus ⌊n/3⌋ et ouvre P , puisque ouvre touttriangle de T .
g(n) ≥ ⌊n/3⌋ : Pour tout k, on onstruit un polygone en forme de peigne de taille
3k, ayant k dents, qui ne peut être ouvert par moins de k points. Considérons pourela un triangle t ayant un �té horizontal de longueur 1 et k opies t1, t2, . . . , tk de tsuessivement translatées horizontalement de 2 unités. Ces opies sont don disjointeset forment les dents du peigne. On onsidère également un trapèze dont les bases sonthorizontales : l'une joint un sommet du �té horizontal de t1 ave un sommet du �téhorizontal de tk et l'autre joint un point intérieur à un �té non horizontal de t1 ave unpoint intérieur à un �té non horizontal de tk. Notre peigne est le bord de l'union de etrapèze ave les k triangles t1, t2, . . . , tk. Puisque les triangles sont disjoints, auun pointdu peigne ne peut ouvrir simultanément les deux pointes de deux dents du peigne. Ilfaut don au minimum k points pour ouvrir le peigne. 2L'algorithme de oloriage de la preuve du théorème est lairement de omplexité linéaire.Compte tenu de l'existene d'un algorithme de triangulation de omplexité linéaire [Cha91℄,ei permet de trouver en temps linéaire, pour un polygone donné, un ensemble ouvrantde taille minimale dans le as le pire. Par ontraste, trouver la taille minimale de toutensemble ouvrant pour un polygone préis est un problème NP-di�ile [Agg84℄.Référenes :- http://valis.s.uiu.edu/∼sariel/teah/2004/b/webpage/le/23_triang.pdf- http://valis.s.uiu.edu/∼sariel/teah/2004/b/webpage/le/24_triang_II.pdf- On pourra onsulter l'État de l'artArt Gallery and Illumination Problems. J. Urratia. Chap. 22 in �Handbook of Computa-tional Geometry�. Edited by J. R. Sak and J. Urrutia


