
Chapitre 6Enveloppes 
onvexes, Voronoi etDelaunay
6.1 Cal
uls d'enveloppes 
onvexesDe manière générale, on veut résoudreProblème 6.1 Soit un ensemble S = {s1, s2, . . . , sn} de n points de IRd, 
al
uler letreillis des fa
es de Conv(S).Le tri de n nombres {x1, x2, . . . , xn} se réduit en temps linéaire au 
al
ul de l'enveloppe
onvexe des n points du plan {(x1, x

2
1), (x2, x

2
2), . . . , (xn, x

2
n)} situés sur la parabole {y =

x2}. On en déduitLemme 6.2 Le problème du 
al
ul d'enveloppes 
onvexes en dimension supérieure ouégale à 2 admet pour borne inférieure Ω(n log n).En utilisant le modèle de l'arbre binaire de dé
ision algébrique pour l'analyse des algo-rithmes (
f. Preparata et Shamos, 1984, pp 101-104), on montre également que la seuleséle
tion des points extrêmes de Conv(S) (sans leurs adja
en
es) admet pour borne in-férieure Ω(n log n).6.1.1 Algorithmes naïfsPar séle
tion des points extrêmesPour véri�er qu'un point s ∈ S est extrême il su�t de véri�er qu'il n'est 
ontenu dansau
un des d-simplexes formés sur S \ s. Il y a (

n−1
d+1

) tels simplexes, 
e qui induit unalgorithme en temps O(n
(

n−1
d+1

)

) = O(nd+2).
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is Lazarus. 90Par séle
tion des fa
ettesUn sous-ensemble de d points de S engendre une fa
ette si son enveloppe a�ne ne séparepas les points de S (i.e. est support pour S). On en déduit un algorithme en temps
O(

(

n
d

)

n) = O(nd+1).Par propagation à partir d'une fa
etteDé�nition 6.3 L'angle dièdre de deux demi-espa
es est l'angle 
ompris entre 0 et πformé par les normales aux hyperplans supports tournées vers l'extérieur.Soit F une fa
ette de P = Conv(S) et G une fa
ette de F , i.e. une (d − 2)-fa
e de P .Pour tout s ∈ S \ F soit Hs le demi-espa
e bordé par G et s et 
ontenant F . Alors ledemi-espa
e support de la fa
ette adja
ente à F le long de G 
oïn
ide ave
 l'hyperplan
Hs formant un angle dièdre minimal ave
 le demi-espa
e support de F .Connaissant F et G, on peut don
 déterminer la fa
ette adja
ente en temps linéaire. Ensupposant P simpli
ial (i.e. S en position générale) toute fa
ette de F est déterminée parun sous-ensemble de d−1 des d sommets de F . Cela fournit un algorithme en O(nh) � où
h est le nombre de fa
ettes de P � pour déterminer toutes les fa
ettes et leurs adja
en
es.D'après le théorème de la borne supérieure 
ela fournit un algorithme en O(n⌊d/2⌋+1).Il reste à trouver une première fa
ette : prendre le point s0 ∈ S de 
oordonnées mini-males pour l'ordre lexi
ographique, puis l'arête s0s1 formant un angle minimal ave
 saproje
tion sur l'hyperplan H0 = {x1 = (s0)1}, puis le triangle s0s1s2 formant un an-gle minimal ave
 sa proje
tion sur l'hyperplan 
ontenant s0s1 dans le fais
eau dé�nitpar H0 et l'hyperplan normal à s0s1. De manière générale si on a déterminé une k-fa
e Fk = Conv({s0, s1, . . . , sk}) et un hyperplan support Hk de Fk on obtient Fk+1 =
Conv(Fk ∪ {sk+1}) en 
her
hant sk+1 tel que Conv(Fk ∪ {sk+1}) forme un angle minimalave
 sa proje
tion sur Hk. Et on obtient Hk+1 - 
ontenant sk+1 - dans le fais
eau dé�nitpar Hk et l'hyperplan normal à sksk+1 
ontenant sk. Cette étape prend un temps O(dn)et on obtient �nalement un algorithme en O(n⌊d/2⌋+1) pour la 
onstru
tion de toutesles fa
ettes. Notons que le treillis des fa
es de P étant 
oatomique, la 
onnaissan
e desfa
ettes de P détermine entièrement 
e treillis.On peut remarquer que 
et algorithme ne né
essite que des 
al
uls de déterminants pourordonner selon des angles.6.1.2 Cal
ul en 2DMar
he de JarvisEn deux dimensions l'algorithme pré
édent s'appelle la mar
he de Jarvis et fournit unalgorithme de 
omplexité O(n2).
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is Lazarus. 91balayage de GrahamSoit o un point intérieur à P = Conv(S) et soit s0 un point extrême de S, par exemplele point de 
oordonnées minimales pour l'ordre lexi
ographique. On 
onsidère l'ordre
y
lique sur les sommets si de S dé�ni par l'angle polaire des demi-droites osi ave
 os0(en fait l'ordre lexi
ographique sur la paire (angle, - distan
e à o)). P est un sous-ordrede 
et ordre 
y
lique obtenu en �tant ré
ursivement tous les points formant un angleré�exe ave
 leur su

esseur et leur prédé
esseur. D'un point de vu algorithmique, il su�tde par
ourir la liste ordonnée des points à partir de so et de supprimer le point 
ouranttant qu'il est le sommet d'un angle ré�exe. Chaque sommet n'étant supprimer qu'un foisau plus, P peut être 
al
ulé en temps linéaire à partir de 
ette liste, 
e qui fournit unalgorithme en temps O(n logn).Diviser pour régner1. On partitionne les points de S en deux selon la médiane de leurs abs
isses en temps
O(n).2. On 
al
ule ré
ursivement les enveloppes 
onvexes ECG et ECD de 
haque moitié, eton fait leur fusion en temps O(n).Le temps total T (n) requis pour le 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe véri�e ainsi.

T (n) = O(n) + T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉)D'où T (n) = O(n logn), 
e qui est optimal.La fusion de ECG et ECD s'obtient en re
her
hant leurs tangentes, ou ponts, supérieureet inférieure. Pour 
ela on part d'une arête joignant le sommet de ECG (ECD) le plus àdroite (gau
he) qui est visible par ECD (ECG) puis on mar
he le long de ECD (ECG)vers le haut et vers le bas pour 
ha
un des deux ponts haut et bas jusqu'à 
e que lesangles aux extrémités de 
haque pont ave
 les 
haînes 
orrespondantes de ECG et ECDsoient 
onvexes.balayageLe 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe de n points S = Sn = {s1, s2, . . . , sn} du plan peut sefaire à l'aide d'un algorithme par balayage. Cet algorithme repose sur trois étapes.1. On 
ommen
e par trier les n points si selon une dire
tion donnée (par exemple l'axedes abs
isses. Si plusieurs points ont même abs
isse on utilise l'ordre lexi
ographiquesur les 
ouples de 
oordonnées). On supposera par la suite que les indi
es des points
orrespondent à l'ordre 
roissant.2. On initialise Conv(S3) par le triangle s1s2s3 dans l'ordre 
ir
ulaire dire
t.3. Itération : On 
onstruit Conv(Si) à partir de Conv(Si−1) et du point si.Clairement (pourquoi ?) si 6∈ Conv(Si−1) et Conv(Si) s'obtient en supprimant les arêtesvues par si et en ajoutant deux arêtes issues de si et joignant les deux sommets auxextrémités de la 
haîne des arêtes supprimées.
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is Lazarus. 92Le 
oût de par
ours des arêtes supprimées peut être reporté (
hargé) sur le 
oût de
réation de 
es arêtes puisque toute arête 
réée n'est supprimée qu'une fois au plus. À
haque itération 2 arêtes sont 
réés don
 le 
oût total des itérations est linéaire. En tenant
ompte du tri initial on obtient ainsi un algorithme en O(n logn).algorithme dynamique- Dynami
 Planar Convex Hull. G. S. Brodal and R. Ja
ob. FOCS'02. pp 617 - 626.Van
ouver, Canada.�There exists a data stru
ture for the fully dynami
 planar 
onvex hull problem supportingINSERT and DELETE in amortized O(logn) time, and EXTREME POINT QUERY,TANGENT QUERY and NEIGHBORING-POINT QUERY in O(logn) time, where ndenotes the size of the stored set before th operation. The spa
e usage is O(n).�6.1.3 Cal
ul en 3DLa taille d'une enveloppe 
onvexe de n points en 3D est linéaire. Cela résulte dire
tementdu théorème de la borne supérieure ou bien de la formule d'Euler :
n− A+ F = 2 et 3F ≤ 2A =⇒ A ≤ 3n− 6 et F ≤ 2n− 4.Puisque le bord d'un polytope de dimension 3 est homéomorphe à une sphère on peutreprésenter le treillis des fa
es d'un tel polytope par une 
arte �planaire� (en fait sphérique).Dans 
e qui suit on supposera que les enveloppes 
onvexes sont représentées par une 
arteplanaire. Une autre possibilité, qui a l'avantage de se généraliser en toute dimension, estde représenter une enveloppe 
onvexe par le treillis de ses fa
es, 
'est-à-dire par le graphed'in
iden
e de ses fa
es : 
haque fa
e est représentée par un élément qui pointe sur sesfa
ettes et 
ofa
ettes.balayageLe 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe de n points S = Sn = {s1, s2, . . . , sn} de IR3 peut sefaire à l'aide d'un algorithme par balayage. Cet algorithme repose sur trois étapes.1. On 
ommen
e par trier les n points si selon l'ordre lexi
ographique sur leurs tripletsde 
oordonnées. On supposera par la suite que les indi
es des points 
orrespondentà l'ordre 
roissant.2. On initialise Conv(S4) par le tétraèdre s1s2s3s4, ou plus pré
isément par les quatrepremiers points non 
oplanaires, orienté positivement.3. Itération : On 
onstruit Conv(Si) à partir de Conv(Si−1) et du point si.Clairement si 6∈ Conv(Si−1) et Conv(Si) s'obtient en supprimant les fa
es et arêtes vuespar si et en ajoutant les fa
es et arêtes du 
�ne de sommet si et joignant le bord des fa
esde Conv(Si−1) supprimées.Le 
oût de par
ours des fa
es et arêtes supprimées peut être reporté (
hargé) sur le 
oûtde 
réation de 
es fa
es et arêtes. À 
haque itération O(n) fa
es et arêtes peuvent être
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réées don
 le 
oût total des itérations est quadratique. En tenant 
ompte du tri initialon obtient un algorithme de 
omplexité O(n2).Exer
i
e 6.4 Donnez un exemple de S pour lequel l'algorithme est un Ω(n2).Algorithme randomisé in
rémentalIl s'agit d'une version randomisée de l'algorithme par balayage. On 
onsidère un tétraèdrein
lus dans Conv(S), par exemple en prenant quatre points de S a�nement indépendants.On ajoute les points de S in
rémentalement dans un ordre aléatoire. On note Si l'ensembledes i premiers points insérés (hormis les 4 points du tétraèdre initial). Soit si le i-ièmepoint inséré.� si si ∈ Conv(Si−1), alors Conv(Si) = Conv(Si−1),� sinon Conv(Si) s'obtient en supprimant les fa
es et arêtes vues par si et en ajoutantles fa
es et arêtes du 
�ne de sommet si tangent à Conv(Si−1).Pour savoir si si ∈ Conv(Si−1) ou pour 
onnaître les fa
es de Conv(Si−1) vues par si onmaintient un graphe des 
on�its entre les fa
es de Conv(Si−1) et les points de S \ Si−1 :
haque fa
e f pointe vers la liste S(f) des points de S\Si−1 qui la voit (i.e. qui ne sont pas
ontenus dans le demi-espa
e support de f) et 
haque point s de S\Si−1 pointe vers la liste
F (s) des fa
es de Conv(Si−1) qu'il voit. On a si ∈ Conv(Si−1) si et seulement si F (si) estvide. Dans le 
as 
ontraire la mise à jour du graphe des 
on�its s'obtient en supprimant
si et toutes les fa
es (et leurs pointeurs) de F (si) et en ajoutant toutes les fa
es du 
�nede si ainsi que leur liste de 
on�its. Pour déterminer la liste des 
on�its d'une nouvellefa
e f in
idente à une arête d'horizon e (i.e. du bord du 
�ne), on remarque que toutpoint voyant f voyait au moins l'une des deux fa
es f1 et f2 de Conv(Si−1) in
identes à
e. Il su�t don
 de par
ourir S(f1) et S(f2) pour en extraire S(f) : pour 
haque sommet
s de S(f1)∪ S(f2) on test en temps 
onstant si s ∈ S(f), i.e. si s est dans le demi-espa
ebordé par le plan support de f et ne 
ontenant pas Conv(Si).AnalyseLemme 6.5 L'espéran
e du nombre de fa
es 
réées au 
ours de l'algorithme est linéaire.Preuve : Le nombre de fa
es 
réées par l'insertion de si est égal au degré di de si dans
Conv(Si). Or, sur l'ensemble des permutations de S dont on a �xé l'ensemble Si des ipremiers sommets, 
haque sommet s ∈ Si est le sommet si ave
 la probabilité 1/i, d'où

E(di|Si) =
1

i

∑

s∈Si

d(s) ≤
1

i
(6(r + 4)− 12) = O(1)En e�et, ∑s∈Si

d(s) vaut 2 fois le nombre d'arêtes de Conv(Si) et 
e dernier nombreest majoré par 3(i + 4) − 6 (voir le début de 
ette se
tion). On en déduit de manièrein
onditionnelle E(di) = O(1), d'où le résultat par linéarité de l'espéran
e. 2La mise à jour des listes de 
on�its F (.) et S(.) à l'instant i prend 
lairement un tempsproportionnel à la somme
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is Lazarus. 94� du nombre de listes supprimées, i.e. du nombre de fa
es supprimées,� du nombre de listes 
réées, i.e. du nombre de fa
es 
réées,� du nombre de 
on�its supprimés dans les listes, et� du nombre de 
on�its ajoutés dans les listes.Puisque le nombre de listes ou 
on�its supprimés est respe
tivement inférieur au nombrede listes ou 
on�its ajoutés, il su�t de 
omptabiliser 
es derniers, 
e qui 
orrespond au
oût de 
onstru
tion des listes S(f) pour les nouvelles fa
es f ajoutées à l'instant i.On 
onstruit initialement les listes de 
on�its des 4 fa
es du tétraèdre de départ, 
e quiprend un temps O(n) par simple inspe
tion de 
haque sommet. Il reste �nalement àévaluer le 
oût de 
onstru
tion des S(f) après initialisation. Pour 
ela on dé�nit S(e) =
S(f1) ∪ S(f2) la liste de 
on�its d'une arête e in
idente à deux fa
es f1 et f2.D'après 
e qui pré
ède le paragraphe d'analyse, le 
oût de 
réation des S(f) est propor-tionnel à la somme ∑

e |S(e)| pour toutes les arêtes d'horizon apparaissant au 
ours del'algorithme. On veut don
 majorer l'espéran
e de 
ette somme.Pour poursuivre l'analyse on dé�nit la région asso
iée à un quadruplet de points (p, q, r, s)
omme l'union du demi-espa
e ouvert bordé par p, q, r et ne 
ontenant pas s et du demi-espa
e ouvert bordé par p, q, s et ne 
ontenant pas r. Les points de S en 
on�it ave
 unerégion R sont par dé�nition les points 
ontenus dans 
ette zone. On note S(R) l'ensemblede 
es points. On supposera pour simpli�er l'exposé que les points de S sont enposition générale.À 
haque arête e = pq de Conv(Si−1) on peut asso
ier la région (p, q, r, s) où pqr et qpssont les deux triangles in
idents à e dans Conv(Si−1). Ré
iproquement les régions forméessur les points de Si−1 et sans 
on�it ave
 les points de Si−1 (les régions a
tives à l'instant
i−1) sont pré
isément obtenues à partir des arêtes de Conv(Si−1) 
omme pré
édemmentindiqué.Si e est une arête d'horizon de Conv(Si−1) pour si, alors S(e) est l'ensemble des som-mets en 
on�it ave
 la région asso
iée à e. Pour majorer ∑

e |S(e)|, il su�t don
 demajorer ∑

R |S(R)|, la somme portant sur l'ensemble de toutes les régions a
tives au
ours de l'algorithme. Par le lemme 11.8 des algorithmes randomisés in
rémentaux (voirse
tion 11.3.1), l'espéran
e de 
ette somme est majorée par
n

∑

i=1

42
n− i

i2
E(|Ai|)où Ai est l'ensemble des régions a
tives à l'étape i. Dans le 
as présent 
et ensemble
orrespond aux arêtes de Conv(Si), d'où E(|Ai|) ≤ 3(i+ 4)− 6. On en déduit

E(
∑

e

|S(e)|) = O(n logn)et par 
onséquentProposition 6.6 L'enveloppe 
onvexe de n points dans IR3 peut être 
al
ulée par unalgorithme randomisé en temps moyen O(n logn).
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is Lazarus. 956.1.4 Cal
ul en dimension quel
onqueOn se pla
e dans le 
adre dual du 
al
ul du treillis des fa
es d'un polytope P donné parune interse
tion de demi-espa
es dans IRd. Dans un premier temps on 
her
he un sommetde P maximisant une forme linéaire donnée. On propose dans 
e qui suit une appro
herandomisée due à Seidel [Sei91℄.Programmation linéaireSoit H une famille �nie de demi-espa
es de IRd, et soit h une forme linéaire, possiblementnulle. On �xe également un point O de IRd. Rappelons que par le théorème de Minkowski-Weil le polyèdre P = ∩H est la somme de Minkowski de son 
�ne de ré
ession ~P et d'unpolytope. Si P est non vide, il y a deux 
as possible.1. Ou bien h atteint une valeur maximale �nie hmax sur P et don
 sur une fa
e F =
P ∩ {h = hmax}. On a par exemple F = P si h = 0.2. Ou bien h est non majorée sur P , 
e qui équivaut à l'existen
e d'une dire
tion vde ~P telle que h(v) > 0. De manière en
ore équivalente, le ve
teur de ~P à distan
eminimale du ve
teur dual de h, vu 
omme point de IRd, est non nul.Dans le premier 
as on dé�nit la solution du problème de programmation linéaire donnépar (H, h, O) 
omme le point v de F à distan
e (eu
lidienne) minimale de O. Dans lese
ond 
as, on dé�nit la solution 
omme le ve
teur de ~P à distan
e minimale du ve
teurdual de h. Il est fa
ile de voir que la solution est dé�nie de manière unique dans les deux
as (
f. exer
i
e 
i-après).Si P = ∩H est non vide et si la solution du problème asso
ié à (H, h, O) est un point p,on peut ainsi 
on
lure que h est maximale en p sur P . Si la solution est un ve
teur v on
on
lut que h est non majorée sur P dans la dire
tion v, i.e. que h(v) > 0.Exer
i
e 6.7 On 
onsidère dans IRd un point O et un polyèdre non vide P . Montrer qu'ilexiste un unique point de P qui minimise la distan
e eu
lidienne à O.Lemme 6.8 Soit H une famille �nie de demi-espa
es ve
toriels dans IRd. Soit E unhyperplan ve
toriel valide pour le 
�ne C = ∩H et soit F = E

⋂

∩H, la fa
e de C
orrespondante. Il existe une sous famille H′ ⊂ H d'au plus d− dimF demi-espa
es telleque E est valide pour le 
�ne ∩H′.Preuve : Soit v la normale à E opposée à C. Pour tout demi-espa
e H ∈ H, on note
H = {x | vHx ≤ 0} son équation et H0 := {x | vHx = 0} son hyperplan bordant.On suppose dans un premier temps que C est de dimension d. Par la proposition 5.54 dedualité des 
�nes, il existe une sous-famille de K ⊂ H telle que

v =
∑

H∈K

λHvH (6.1)où les λH sont stri
tement positifs et où {vH}H∈K est de rang au plus d − dimF . Si
ette famille 
ontient plus d'éléments que son rang, alors elle est liée et on peut é
rire
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∑

H∈K µHvH = 0 pour des 
oe�
ients µH non tous nuls. On peut 
hoisir un réel α tel queles 
oe�
ients λH +αµH sont positifs et au moins l'un est nul. Ce
i permet de réduire Kd'un élément au moins. Par ré
urren
e on peut supposer que K 
ontient au plus d−dimF .L'équation (6.1) montre que l'on peut prendre H′ = K.Si C est de dimension k < d, alors par le lemme 5.45, on peut extraire une sous-famille
HC ⊂ H de taille d − k telle que l'espa
e engendré par C soit vec(C) = ∩H∈HC

H0. Enappliquant 
e qui pré
ède aux tra
es de E et H dans vec(C), on en déduit une sous-famille K ⊂ H de taille au plus k − dimF telle que E ∩ vec(C) est valide pour le 
�ne
∩K ∩ vec(C). On peut alors prendre H′ = HC ∪ K. 2Lemme 6.9 On 
onsidère dans IRd un point O et une famille �nie H de demi-espa
esve
toriels. On peut extraire une sous-famille H′ ⊂ H d'au plus d demi-espa
es telle quela distan
e de O à ∩H et la distan
e de O à ∩H′ soient minimisées par le même point.Preuve : On pose C = ∩H. Soit p le point de C qui minimise la distan
e eu
lidienne à
O. Si p = O on peut prendre H′ = ∅ (on 
onvient que ∩H = IRd si H = ∅). Supposonsdon
 p 6= O. Par 
onvexité de C, il suit aisément que l'hyperplan E orthogonal à Oppassant par p est valide pour C. Par le lemme pré
édent, on peut 
hoisir une sous-famille
H′ ⊂ H d'au plus d demi-espa
es telle que E est valide pour le 
�ne C ′ = ∩H′. Il suitque p ∈ C ⊂ C ′ minimise la distan
e de O à C ′. 2Théorème 6.10 Soit H une famille de n > d demi-espa
es de IRd, et soit h : x 7→
〈c,x〉 une forme linéaire sur IRd. On �xe également une origine O dans IRd. Il existe unalgorithme randomisé de 
omplexité moyenne O(2d(d!)n) qui détermine si ∩H est vide,et dans la négative 
al
ule une solution du problème de programmation linéaire dé�ni par
(H, h, O).Preuve : On suppose, par une double ré
urren
e sur d et n qu'il existe un algorithmerandomisé répondant aux exigen
es du théorème. On note T (d, n) sa 
omplexité moyenne.En dimension d = 1, l'interse
tion ∩H est un segment possiblement vide ou (semi)in�niqui se détermine aisément en temps O(n). On en déduit ensuite tout aussi aisément lasolution du problème en temps 
onstant. On a ainsi T (1, n) = O(n).Supposons don
 d > 1. Si n = 1, alors H 
ontient une unique demi-espa
e de la forme
H = {x | 〈c1,x〉 ≤ b1}. La solution s'obtient 
omme suit.� Si h(c1) < 0, alors h est non bornée sur H et la solution est le ve
teur c dual de h.� Sinon, soit cH la proje
tion orthogonale de c sur l'hyperplan ve
toriel bordant H .� Si cH 6= 0, alors h est non bornée sur H et la solution est le ve
teur cH.� Sinon h est bornée surH . Si O ∈ H la solution est le point O, sinon 
'est la proje
tionde O sur l'hyperplan a�ne bordant H .Ce 
al
ul peut triviallement s'e�e
tuer en temps O(d), d'où T (d, 1) = O(d).Si n > 1, on suppose que les demi-espa
es H1, H2, . . . , Hn de H sont donnés dans un ordrealéatoire pour la loi uniforme. On note respe
tivement H0

i , ~Hi, ~H
0
i l'hyperplan bordant

Hi, le demi-espa
e ve
toriel translaté de Hi en 0 et son hyperplan ve
toriel bordant. Parhypothèse de ré
urren
e, on peut 
al
uler la solution du problème dé�ni par
(H \ {Hn}, h, O) en temps moyen T (d, n− 1).
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is Lazarus. 971. Si la solution est que ∩i<nHi est vide, alors 
'est le 
as pour ∩H.2. Si la solution est non bornée et que le ve
teur 
orrespondant est 
ontenu dans ~Hn,alors 
'est aussi la solution du problème dé�ni par (H, h, O).3. Si la solution est bornée et que le point 
orrespondant est 
ontenu dans Hn, alors
'est aussi la solution du problème dé�ni par (H, h, O).4. Sinon, la solution de (H, h, O) est la solution du problème (H′, h′, O′) où� h′(x) = 〈c′,x〉 et c′ est la proje
tion orthogonale de c sur ~H0
n,� H′ = {Hj ∩H0

n}1≤j<n,� O′ est la proje
tion orthogonale de O sur H0
n.Les tests des 
as 2 et 3 s'e�e
tuent aisément en temps O(d).Dans le 
as 4, P ′ = ∩H′ est un polyèdre de dimension d − 1 dé�ni par l'interse
tion de

n− 1 demi-espa
es dans l'hyperplan H0
n. Le 
al
ul d'une base orthonormée 1 de H0

n peuts'e�e
tuer en temps O(d3), puis l'équation dans 
ette base de 
haque demi-espa
e Hj∩H
0
npeut s'obtenir en en temps O(d2). Ce qui permet de dé
rire le problème (H′, h′, O′) entemps O(d3n). Par hypothèse de ré
urren
e, on peut ensuite déterminer en temps moyen

T (d− 1, n− 1) la solution de (H′, h′, O′) et don
 de (H, h, O).Analysons la probabilité de se retrouver dans le 
as 4. On suppose P non vide. Ou bien
h est bornée sur P de valeur maximale hmax. On note p la solution de (H, h, O), et onpose E = {h = hmax}. Soit OH la proje
tion orthogonale de O sur E.
• Si h 6= 0, par le lemme 6.8, on peut extraire une sous-famille K ⊂ H de taille au plus
d telle que l'hyperplan E est valide pour ∩K. Puisque p ∈ E, p est aussi le point dela tra
e de P sur E le plus pro
he de OH. Par le lemme 6.9 appliqué dans E, on peutextraire une sous-famille K′ ⊂ H de taille au plus d − 1 telle que le point de le pluspro
he de OH dans ∩K′ est p. On en déduit que si Hn 6∈ K∪K′, alors h était borné sur
Q :=

⋂

1≤j≤n−1Hi et la solution du problème asso
ié était déjà p, 
e qui 
orrespondau 
as 2. Dit autrement, la probabilité de se retrouver dans le 
as 4 est majorée par laprobabilité que Hn soit dans K ∪K′. Cette probabilité est don
 majorée par 2d/n.
• Si h = 0, alors E = IRd, OH = O et p est par dé�nition le point de P le plus pro
hede O. Par le lemme 6.9, on peut extraire une sous-famille de taille au plus d dans Htelle que le point de le plus pro
he de l'interse
tion de 
ette sous-famille est p. Unraisonnement analogue à 
e qui pré
ède montre que la probabilité de se retrouver dansle 
as 4 est majorée par d/n.
• Si h est non bornée sur P , un raisonnement analogue montre que la probabilité de seretrouver dans le 
as 4 est aussi majorée par d/n.On en 
on
lut que T (d, n) véri�e la ré
urren
e :

T (d, n) ≤







O(n) si d = 1,
O(d) si n = 1,
T (d, n− 1) +O(d) + 2d

n
(O(d3n) + T (d− 1, n− 1)) sinon.La dernière inéquation s'é
rit en
ore.

T (d, n) ≤ T (d, n− 1) +O(d4) +
2d

n
(T (d− 1, n− 1))1. Conserver une base orthonormée permet de 
al
uler la norme eu
lidienne d'un ve
teur en temps

O(d) à partir de ses 
oordonnées dans la base.
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al
ul simple montre que T (d, n) = O(2d(d!)n). En e�et, supposons que T (d,m) ≤
a(d)2d(d!)m pour une 
ertaine fon
tion a(d) et tout m < n. En reportant dans l'équationde ré
urren
e 
i-dessus, il apparaît que l'inégalité s'étend à m = n si on 
hoisit a(d) =
O(

∑

1≤k≤d
d4

2d(d!)
). Cette série étant 
onvergente, on a a(d) = O(1). 2Cal
ul d'une interse
tion de demi-espa
esOn 
her
he i
i à dé
rire l'interse
tion P d'une famille de demi-espa
es On suppose queles hyperplans bordant les demi-espa
es sont en position générale. En 
onséquen
e, P estsimple et 
ha
un de ses sommets a d arêtes in
identes.Théorème 6.11 Soit un entier d > 3 �xé. Il existe un algorithme randomizé pour 
al-
uler le treillis du polytope interse
tion de n demi-espa
es donnés en position générale entemps moyen O(n⌊d/2⌋).Preuve : Soit H0

1 , . . . , H
0
n les n hyperplans bordant les demi-espa
es H1, . . . , Hn don-nés. Pour simpli�er l'exposé on 
ommen
e par ajouter les 2d demi-espa
es supports

H1−2d, H2−2d, . . . , H0 d'un grand 
ube 
ontenant l'interse
tion des Hi. Ce
i permet desupposer que l'interse
tion des hyperplans est bornée. Remarquons que l'interse
tion des
Hi est un polytope simple par hypothèse de position générale. Chaque sommet est don
in
ident à d arêtes et 
haque arête est in
idente à (d− 1) 2-fa
es.On 
onsidère que les Hi, i > 0, sont dans un ordre aléatoire pour la loi uniforme. Onmaintient in
rémentalement le 2-squelette de Pi :=

⋂

−2d<j≤iHj. Par la remarque pré
é-dente, 
e 2-squelette a une taille proportionnelle à son nombre de sommets (d est �xé !).Le 2-squelette du 
ube P0 est dire
tement 
al
ulé en temps 
onstant. Supposons avoir
al
ulé le 2-squelette de Pi pour un 
ertain i < n. On détermine si Hi+1 
ontient Pi ounon. Pour 
ela on détermine le sommet pi de Pi qui maximise la forme linéaire 
orre-spondant à Hi+1. D'après le théorème 6.10, pi peut être 
al
ulé en temps O(i). Si pi estdans Hi+1, alors Hi+1 
ontient Pi et Pi+1 = Pi. Sinon, il faut mettre à jour le 2-squelettede Pi+1 en 
oupant la partie de Pi dans le 
omplémentaire H+
i+1 de Hi+1. Pour 
ela onpar
ourt le 1-squelette de Pi à partir de pi pour trouver la partie (
onnexe) 
ontenuedans H+

i+1 et les arêtes a1, . . . , ak 
oupées par H0
i+1. Les nouveaux sommets de Pi+1 sontles interse
tions de H0

i+1 ave
 les aj , et les nouvelles arêtes sont les interse
tions de H0
i+1ave
 les 2-fa
es in
identes aux aj . Ce
i permet de 
onstruire le 1-squelette de Pi+1. Le2-squelette est obtenu en temps proportionnel au nombre de sommets par la propriétéde 
oatomi
ité des polytopes. Puisque 
haque sommet ne peut être supprimé qu'une foisaprès avoir été 
réé, le 
oût total de 
onstru
tion des 2-squelettes est proportionnel au
oût de 
réations des sommets. Ce 
oût est lui-même majoré par le nombre de sommets
réés au 
ours de l'algorithme auquel s'ajoute ∑i O(i) = O(n2) pour le 
al
ul des pi. Soit

mi+1 le nombre de sommets 
réés à l'étape i+ 1, 
'est-à-dire 
ontenu dans H0
i+1. Fixonsles (i+ 1) premiers demi-espa
es, et 
onsidérons toutes les permutations dont 
e sont les

(i+ 1) premiers éléments pris dans un ordre quel
onque. Ce
i �xe Pi+1. Puisque 
haquesommet de Pi+1 appartient à d hyperplans, la probabilité qu'un de 
es sommets soit 
rééà l'étape i + 1 est au plus d/(i + 1). Par le théorème de la borne supérieure, la valeur
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 un O( d
i+1

(i+ 1)⌊d/2⌋) = O((i+ 1)⌊d/2⌋−1). On en déduit que le
oût total est
∑

i

O((i+ 1)⌊d/2⌋−1) = O(n⌊d/2⌋)

26.2 Diagramme de VoronoiSoit S = {s1, s2, . . . , sn} un ensemble de n points ou sites de IRd. Pour tout X ⊂ S on
onsidère la région VX formée des points de IRd à égale distan
e des sites de X et stri
te-ment plus pro
hes de X que de S \X . Les VX sont des polyèdres (relativement ouverts),
ar interse
tions de demi-espa
es �médiateurs� de 
ouples de sites, et partitionnent IRd(pourquoi ?). Cette partition est appelée le diagramme de Voronoi de S.6.2.1 Lien ave
 les enveloppes supérieuresOn note (x, xd+1) un point de IRd × IR = IRd+1. On 
onsidère dans IRd+1 le paraboloide
U := {xd+1 = |x|2}. On relève 
haque site s de S en un point u(s) = (s, |s|2) sur U et onnote TU(s) l'hyperplan tangent à U en u(s) de sorte que
TU(s) = {xd+1 = 2 < s, x > −|s|2}. En�n, on note HU(s) le demi-espa
e bordé par TU(s)et tourné vers le haut : HU(s) = {xd+1 ≥ 2 < s, x > −|s|2}.Lemme 6.12 Soit x ∈ IRd et s ∈ S un site, alors la distan
e algébrique verti
ale de
TU(s) à u(x) vaut |x− s|2.Preuve : le projeté verti
al y de x (ou u(x)) sur TU (s) véri�e yd+1 = 2 < s, x > −|s|2.D'où (u(x)− y)d+1 = |x|2 − 2 < s, x > +|s|2 = |x− s|2. 2Proposition 6.13 Le diagramme de Voronoi de S est la proje
tion verti
ale sur IRd dubord du polyèdre ∩s∈SHU(s), enveloppe supérieure des TU(s).Dit autrement, les 
ellules du diagramme de Voronoi sont les proje
tions des fa
es del'enveloppe supérieure. Notons que les fa
es (possiblement vides) de ∩s∈SHU(s) sont pré-
isément de la forme ∩s∈XTU(s)

⋂

∩s∈SHU(s) pour X ⊂ S. 2Preuve : Soit X ⊂ S.
x ∈ VX ⇔ ∀si, sj ∈ X, ∀sk ∈ S \X : |x− si|

2 = |x− sj |
2 < |x− sk|

2.2. Chaque TU (s) est support d'une fa
ette de l'enveloppe supérieure 
ar s est intérieur au polyèdre
∩s′ 6=sHU (s

′) puisque s ∈ int(HU (s
′)) pour s′ 6= s. Le treillis d'un polytope P étant 
oatomique (propo-sition 5.32), 
haque fa
e de P est l'interse
tion de fa
ettes, i.e. l'interse
tion ave
 P de leurs hyperplanssupports. On étend sans mal à un polyèdre non borné.
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édent que l'interse
tion de la verti
ale en xave
 l'enveloppe supérieure des TU(s) est dans ∩s∈XTU(s). C'est-à-dire que x est dans laproje
tion verti
ale de la fa
e de l'enveloppe supérieure, obtenue 
omme interse
tion de
∩s∈XTU (s) ave
 ∩s∈SHU(s). 2Notons que 
ette proje
tion est non dégénérée puisqu'au
unHU(s) ne 
ontient la dire
tionverti
ale.Corollaire 6.14 Pour d �xé, la 
omplexité totale en nombre de 
ellules du diagrammede Voronoi de n sites est un O(n⌈ d

2
⌉).Preuve : D'après le théorème de la borne supérieure (version duale) la 
omplexité d'uneinterse
tion de n demi-espa
es en dimension d+ 1 est O(n⌊ d+1

2
⌋). 2En dimension 3 
ela donne en parti
ulier une borne supérieure en O(n2). Cette borne estatteinte pour 2n points répartis uniformément pour moitiés sur deux droites non sé
anteset non parallèles de IR3.6.2.2 Cal
ul en 2DD'après 
e qui pré
ède la taille du diagramme de Voronoi de n sites du plan est linéaire.Algorithme de FortuneIntéressant du point de vue historique ?Diviser pour régner1. On divise les points de S en deux selon la médiane de leurs abs
isses en temps O(n).2. On 
al
ul ré
ursivement le diagramme de Voronoi de 
haque moitié ainsi que l'en-veloppe 
onvexe, et on fait la fusion (expliquée si dessous) en temps O(n).

T (n) = O(n) + T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉)D'où T (n) = O(n logn), 
e qui est optimal.On note V or(S) le diagramme de Voronoi de S et VX(S) la région de Voronoi asso
iéeà X ⊂ S dans V or(S). On note également G et D les moitiés gau
he et droite de S
al
ulées à l'étape 1. On pose en�n
UG = {p | d(p,G) < d(p,D)}

I = {p | d(p,G) = d(p,D)}

UD = {p | d(p,G) > d(p,D)}
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V or(G) ∩ UG = V or(S) ∩ UG et V or(D) ∩ UD = V or(S) ∩ UD.Preuve : pour la gau
he :

∀X ∈ S : p ∈ VX(S) ∩ UG =⇒ X ⊂ Gd'où
p ∈ VX(S) ∩ UG ⇔ p ∈ VX(G) ∩ UG

2Lemme 6.16 I est une 
haîne (verti
alement) monotone simple 
omposée des arêtes de
V or(S) du type V{g,d}(S) où g ∈ G et d ∈ D. Comme g est à gau
he de d et que V{g,d}(S)est orthogonal à la droite gd, V{g,d}(S) n'est pas horizontale et peut être orientée vers lehaut de sorte que g (d) est à sa gau
he (droite).Preuve : Soit p ∈ I. Par dé�nition il existe g ∈ G et d ∈ D tels que d(p, g) = d(p, d) =
d(p, S), don
 p ∈ V{g,d}(S). Soit ℓ une droite horizontale. On veut montrer que ℓ interse
te
I en un unique point. Clairement, il existe un point x de ℓ su�samment à gau
he tel que
d(x,G) < d(x,D) et il existe un point y de ℓ su�samment à droite tel que d(y,G) >
d(y,D). Don
 f(p) = d(p,G)− d(p,D) 
hange de signe sur ℓ et s'annule né
essairement,fournissant ainsi un point q dans ℓ ∩ I. Soit C le 
er
le de 
entre q et de rayon d(q, G) =
d(q,D). C est vide de points de S et toute droite h de séparation de G et D 
oupe C.Supposons que h est à droite de q. Clairement tout x ∈ ℓ à droite de C est plus pro
hede d que de tout point à gau
he de h (et hors de C), don
 f(x) > 0. Si q est le point leplus à gau
he sur ℓ véri�ant f(q) = 0, 
'est don
 le seul. Par 
onséquent |ℓ ∩ I| = 1. 2La fusion des enveloppes 
onvexes de G et D s'obtient à l'aide des deux ponts haut et bas
omme dé
rit se
tion 6.1.2. Les médiatri
es de 
es ponts supportent né
essairement lessegments (in�nis) supérieur et inférieur de I. Notons g0 et d0 les sites extrémités du pontsupérieur. Pour 
al
uler V or(S) à partir de V or(G) et V or(D), et don
 pour 
al
uler I, on
ommen
e par la partie �supérieure� de la médiatri
e I0 de g0 et d0 qui est né
essairement
ontenue dans V{g0}(G) et dans V{d0}(D). On par
ourt en parallèle le bord de 
es régionspour trouver le segment de leur bord qui interse
te I0 le plus haut. Ce segment, que l'onsupposera border V{g0}(G) est une région V{g0,g1}(G). Le point i1 = V{g0,g1}(G) ∩ I véri�e
d(i1, g0) = d(i1, g1) = d(i1, d0) = d(i1, S). Don
 i1 est un sommet de I et le segmentsuivant sur I ne peut être que V{g1,d0}(S). On poursuit sur 
e segment jusqu'à interse
terun segment de V{g1}(G) ou V{d0}(D). On itère 
e pro
édé jusqu'à ren
ontrer la médiatri
edu pont inférieur. Le 
oût de 
onstru
tion de I est de l'ordre de la taille totale des régionspar
ourues qui est elle même majorée par la somme des tailles de V or(G) et V or(D) etest don
 linéaire.6.2.3 Variantes du diagramme de VoronoiDiagramme de puissan
e. Rappelons que par dé�nition la puissan
e d'un point x parrapport à une sphère S(c, r) de 
entre c et de rayon r vaut |x− c|2− r2 et que l'ensemble
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e relativement à deux sphères de 
entres distin
ts estun hyperplan (dit radi
al). Étant donné un ensemble de sphères de IRd, ou de manièreéquivalente de points pondérés, le diagramme de puissan
e de 
es sphères est la partitionde IRd en régions telle que dans 
haque région tout point ait une même puissan
e parrapport à un sous-ensemble �xe de sphères et une puissan
e plus grande par rapportaux autres sphères. Comme pour le diagramme usuel, les régions sont des polyèdres(interse
tions de demi-espa
es bordés par des hyperplans radi
aux). De manière analogueau diagramme de Voronoi usuel, un diagramme de puissan
e s'obtient 
omme proje
tionde l'enveloppe supérieure d'hyperplans obtenus en translatant les hyperplans tangents auxrelevés des sites sur le paraboloide U (
f. se
tion 6.2.1). Certains sites peuvent 
ependantavoir des régions vides 
ontrairement au 
as du diagramme usuel.Diagramme d'ordre k. Soit une famille S de n sites de IRd et un entier k < n. Onasso
ie à 
haque k-set (sous-ensemble de taille k) T ⊂ S la 
ellule formées de l'ensembledes points qui sont plus pro
hes des sites de T que de S \ T , i.e. {x | ∀t ∈ T, ∀s ∈ S \ T :
d(x, t) ≤ (.x, s). Les intérieurs relatifs des interse
tions de 
es 
ellules 
onstituent unepartition de Rd appelée diagramme de Voronoi d'ordre k. On montre aisément que 
'estla proje
tion verti
ale du k-ième niveau de l'arrangement des TU(s) (
f. se
tion 6.2.1)relativement à la dire
tion verti
ale vers le bas : 
'est l'ensemble des 
ellules de 
etarrangement qui ont k hyperplans au dessus d'elles (au sens large). Le diagramme d'ordre
k = n − 1 s'appelle en
ore le diagramme du voisin le plus loin. La 
ellule d'un site (i.e.des n−1 sites 
omplémentaires) est l'ensemble des 
entres des sphères 
ontenant tous lesautre sites. C'est en
ore la proje
tion verti
ale de l'enveloppe inférieure des TU(s).Autres diagrammes. On peut en
ore 
onsidérer des diagrammes de Voronoi pourdes distan
es autres que la distan
e Eu
lidienne. On peut également rempla
er les sitespon
tuels par des objets plus variés 
omme des segments, des 
onvexes, des droites,et
. . .La littératuresur 
e sujet est sans �n.6.3 Triangulation de DelaunaySoit S = {s1, s2, . . . , sn} un ensemble de n points ou sites de IRd. On 
onsidère les X ⊂ Stels qu'il existe une boule fermée BX , 
ir
ons
rite à X et véri�ant BX ∩ S = X . On pose
DX = Conv(X). Le diagramme de Delaunay de S est l'union des DX ainsi formés. Lebord d'une boule BX 
omme 
i-dessus s'appelle une sphère de Delaunay.6.3.1 Lien ave
 les enveloppes 
onvexesLemme 6.17 Soit X = {x1, x2, . . . , xd+1} un ensemble de d+1 points de IRd a�nementindépendants. Alors, il existe une unique sphère S(X) 
ir
ons
rite à 
es points et elle a
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∥

∥

∥

∥

∥

∥

|x|2 |x1|
2 . . . |xd+1|

2

x x1 . . . xd+1

1 1 . . . 1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= 0Preuve : En développant 
e déterminant selon la première 
olonne on trouve une équa-tion de la forme α|x|2 + 〈β|x〉 + γ = 0 ave
 α =

∥

∥

∥

∥

x1 . . . xd+1

1 . . . 1

∥

∥

∥

∥

non nul puisque lespoints de X sont a�nement indépendants. Cette équation est don
 
elle d'une sphère.Cette sphère est 
ir
ons
rite aux xi puisque 
e déterminant s'annule pour x = xi, pourtout i.Par ailleurs, si |x|2 + 〈β|x〉 + γ = 0 et |x|2 + 〈β ′|x〉 + γ′ = 0 sont les équations de deuxsphères 
ir
ons
rites à X , alors 〈β− β ′|x〉+ γ − γ′ s'annule sur X 
e qui implique β = β ′et γ = γ′ puisque X n'est 
ontenu dans au
un hyperplan.
2On rappelle la notation u(x) = (x, |x|2) de la se
tion 6.2.1. Soit X = {x1, x2, . . . , xd+1}a�nement indépendant. On note H(X) l'unique hyperplan 
ontenant

u(X) = {u(x1), u(x2), . . . , u(xd+1)}. On déduit du lemme pré
èdent que
x ∈ S(X) ⇔ u(x) ∈ H(X).Plus pré
isément si B(X) est la boule fermée bordée par S(X) on véri�e queLemme 6.18

x ∈ IntB(X) ⇔ u(x) est en dessous de H(X)et
x 6∈ B(X) ⇔ u(x) est au dessus de H(X)Corollaire 6.19 Soit X ⊂ S. Il existe une boule fermée BX 
ir
ons
rite à X et véri�ant

BX ∩ S = X si et seulement s'il existe un hyperplan HX de IRd+1 tel que u(S) est audessus de HX et HX ∩ u(S) = u(X).Preuve : ⇒ Soit Y un ensemble de d+1 points de BX a�nement indépendants. D'après
e qui pré
ède on peut prendre HX = H(Y ).
⇐ Prendre d+1 points de HX∩U tels que leurs proje
tions soit a�nement indépendanteset poser BX = B(Y ). 2Don
 DX est une 
ellule de Delaunay si et seulement s'il existe un hyperplan non verti
alau dessous de u(S) et qui 
ontient pré
isément u(X), 
e qui équivaut en
ore à dire que
Conv(u(X)) est une fa
e de Conv(u(S)) possédant un demi-espa
e support tourné versle haut. En appelant enveloppe 
onvexe inférieure la 
olle
tion des fa
es d'un polytopequi possédent un demi-espa
e support tourné vers le haut, on obtient �nalement,
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tion verti
ale de l'enveloppe 
onvexe inférieure de
u(S). En parti
ulier, Del(S) 
onstitue une subdivision polytopale 3 de Conv(S).Notons que 
ette proje
tion est non dégénérée puisque 
haque fa
e de l'enveloppe 
onvexeinférieure est 
ontenue dans un hyperplan non verti
al.Corollaire 6.21 Pour d �xé, la 
omplexité totale en nombre de 
ellules du diagrammede Delaunay de n sites est un O(n⌈ d

2
⌉).On dira que S est en position générale si d + 1 points quel
onques de S sont a�nementlibres et si d + 2 points de S ne peuvent être 
osphériques. En parti
ulier, il passe uneunique sphère par d+ 1 points quel
onques de S.Remarque 6.22 Si S est en position générale, les DX sont des simplexes. Dans 
e 
as

Del(S) est une triangulation de Conv(S).Exer
i
e 6.23 Montrer que le lemme 6.17 reste valide si on suppose seulement
dim aff(X) = d− 1 et si on autorise une sphère à être dégénérée en hyperplan.Exer
i
e 6.24 Démontrer le lemme 6.18.En deux dimensions, la liste ordonnée des angles des triangles de Delaunay est maximalepour l'ordre lexi
ographique sur toutes les triangulations de S.Une arête est dite lo
alement de Delaunay si la sphère 
ir
ons
rite à l'un de ses deuxtriangles in
idents ne 
ontient pas le troisième sommet de l'autre triangle in
ident. Si unearête n'est pas lo
alement de Delaunay alors l'arête obtenue par �ip est lo
alement deDelaunay.Proposition 6.25 Une triangulation est de Delaunay si et seulement si toutes ses arêtessont lo
alement de Delaunay.6.3.2 Dualité entre les diagrammes de Delaunay et de VoronoiSoit S un ensemble �ni de points de IRd.Proposition 6.26 Pour tout X ⊂ S, VX ∈ V or(S) ⇔ DX ∈ Del(S).Preuve : ⇐ : Le 
entre de S(X) est plus pro
he de X que de S \X .
=⇒ : Tout point de VX est le 
entre d'une sphère de Delaunay 
ir
ons
rite à X . 23. Une subdivision polytopale d'un espa
e est un 
omplexe polytopal dont 
et espa
e est l'espa
etotal. Un 
omplexe polytopal est une 
olle
tion de polytopes telle que toute fa
e d'un polytope estdans la 
olle
tion et telle que deux polytopes de la 
olle
tion s'interse
tent selon une fa
e 
ommune(possiblement vide).



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 105On note V̄X l'adhéren
e de VX . Comme VX est un polytope (relativement ouvert), V̄Xdésigne l'union de VX ave
 ses fa
es.Théorème 6.27 Il existe une dualité entre le diagramme de Voronoi et le diagramme deDelaunay qui asso
ie toute 
ellule VX de Voronoi à la 
ellule DX de Delaunay de sorteque
dimVX = i ⇔ dimDX = d− i

V̄X ⊂ V̄Y ⇔ DY ⊂ DX .Preuve : On peut donner une preuve dire
te de résultat utilisant les dé�nitions des
ellules VX et DX . On donne i
i une preuve s'appuyant sur le lien entre les diagrammesde Voronoi et Delaunay et la proje
tion de 
ertains poyèdres et sur la dualité des 
�nespolyédriques.Soit S un ensemble de sites de IRd. On 
onsidère à nouveau le paraboloide U et le relêve-ment u(x) = (x, |x|2) dans IRd+1. Par la proposition 6.13, le diagramme de Voronoi de Sest la proje
tion verti
ale sur IRd du bord du polyèdre P = ∩s∈SHU(s). Soit P ′ = ed+2+Ple translaté de P par ed+2 dans IRd+2. On 
onsidère le 
�ne C sur P ′ de sommet 0. Claire-ment, C est l'interse
tion des demi-espa
es ve
toriels {hs(x, xd+1, xd+2) ≤ 0}, s ∈ S, où
hs est la forme linéaire 2 < s,x > −xd+1 − |s|2xd+2. Par la proposition 5.53, le 
�ne
C∗ dual de C est l'enveloppe 
onique des ve
teurs vs = (2s,−1,−|s|2), s ∈ S. De plus,par la proposition 5.54 le posets des fa
es de C est opposé au poset des fa
es de C ′. Enappliquant l'isomorphisme linéaire de matri
e

M =





1
2
Id 0 0
0 0 −1
0 −1 0



aux ve
teurs vs, on déduit que C∗ est isomorphe à l'enveloppe 
onique des ve
teurs
Mvs = (s, |s2|, 1), s ∈ S. Par le lemme 5.51, les fa
es de C∗ sont don
 en 
orrespondan
eave
 les fa
es de l'enveloppe 
onvexe Q des points u(s), s ∈ S dans IRd+1.Par ailleurs, le même lemme indique que les fa
es de P sont en 
orrespondan
e ave
 lesfa
es de C qui interse
tent l'hyperplan E = {xd+2 = 1}. Par la proposition 5.49, 
es fa
esde C sont de la forme F = {hs = 0, s ∈ S ′ et hs ≤ 0, s ∈ S ′′} pour une partition S ′ ∪ S ′′de S telle qu'il existe un point E ∩ F est non vide p = (x, xd+1, 1) ∈ E ∩ F , i.e telle qu'ilexiste un point p = (x, xd+1, 1) véri�ant

s ∈ S ′ =⇒ 2 < s,x > −|s|2 = xd+1 et s ∈ S ′′ =⇒ 2 < s,x > −|s|2 ≤ xd+1En notant hx(u, ud+1) = 2 < u,x > −ud+1, on en déduit que le demi-espa
e {hx ≤ xd+1}de IRd+1 est support pour la fa
e Conv(u(S ′)) de Q. On note de plus que 
e demi-espa
eest tourné vers le bas (le 
oe�
ient de ud+1 dans hx est -1). Ce qui permet de 
on
lureque les fa
es de P sont en 
orrespondan
e ave
 les fa
es de l'enveloppe 
onvexe inférieurede u(S). Par la proposition 5.54, 
ette 
orrespondan
e préserve l'in
lusion et asso
ie unefa
e de 
odimension k à toute fa
e de dimension k. 2



Notes Géométrie Algorithmique. 8 juin 2010. Fran
is Lazarus. 1066.3.3 Algorithme randomisé in
rémental pour Delaunay1. On 
ommen
e par 
al
uler un grand triangle 
ontenant S.2. On 
al
ul in
rémentalement Del(Sr) en insérant sr dans Del(Sr−1).Après avoir trouvé le triangle ∆ de Del(Sr) 
ontenant sr on étoile 
e triangle à partir
sr. Si sr est sur une arête alors on supprime 
ette arête et on étoile le quadrilatèrerestant à partir sr. Les 3 (ou 4) arêtes in
identes à sr sont né
essairement (lo
alement)de Delaunay : on peut trouver une sphère 
ir
ons
rite à 
es arêtes et in
luse dans lasphère (initialement vide) de ∆. Seules les arêtes de ∆ peuvent ne plus être lo
alementde Delaunay. On �ippe les arêtes qui ne le seraient plus, 
e qui 
rée autant d'arêtesin
identes à sr et deux fois plus de nouveaux triangles. Les arêtes opposées à sr dans
es nouveaux triangles peuvent ne plus être lo
alement de Delaunay et on 
ontinu ainsijusqu'à 
e que toutes les arêtes soient lo
alement de Delaunay. Le nombre de triangles
réés est au plus 2dr − 3 où dr est le degré de sr dans Del(Sr).A�n de lo
aliser e�
a
ement sr dans Del(Sr−1) � i.e. de trouver le triangle de Del(Sr−1)qui 
ontient sr � on maintient une stru
ture de re
her
he sous forme d'un DAG dontles noeuds sont les triangles 
réés durant l'algorithme et les feuilles sont les triangles dela triangulation 
ourante. Chaque triangle pointe vers les triangles qui le rempla
ent etl'interse
tent. Le degré sortant maximal dans 
e DAG est don
 3.Le 
oût total de l'algorithme est proportionnel au nombre de triangles 
réés plus le nombrede triangles détruits plus la somme des longueurs des 
hemins de re
her
he dans le DAG.Notons que le nombre de triangles détruits est inférieur au nombre de triangles 
réés. Uneborne sur 
e nombre est donnée par le lemme suivant.Lemme 6.28 Le nombre moyen de triangles 
réés durant l'algorithme est majoré par
9n+ 1.Preuve : On note A(Sr) le nombre de triangles de Del(Sr). D'après 
e qui pré
èdele nombre de triangles 
réés à l'étape r est majoré par 2dr − 3. À Sr �xé, sr est l'unquel
onque des points de Sr de manière équiprobable don


E(|A(Sr) \ A(Sr−1)| |Sr) ≤
1

r

∑

s∈Sr

(2d(s)− 3)Or Del(Sr) étant une triangulation sur r + 3 sommets bordée par un triangle on a
|A(Sr)| = 3(r + 3) − 6 = 3r + 3. Si on omet les 3 sommets du triangle initial quiont degré deux au moins on obtient

∑

s∈Sr

d(s) ≤ 2|A(Sr)| − 6 = 2(3r + 3)− 6 = 6r.Par 
onséquent le nombre moyen de triangles 
réés à l'étape r est majoré par 9. Si ontient 
ompte du triangle initial on peut 
on
lure par le résultat annon
é. 2Il reste à estimer la somme des longueurs des 
hemins de re
her
he dans le DAG. Le
hemin de re
her
he de sr visite tous les triangles 
réés avant l'étape r et 
ontenant sr.
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is Lazarus. 107Chaque n÷ud ayant au plus trois enfants, 
e
i représente bien le 
oût de la re
her
heà un fa
teur 3 près. Si on 
ompte à part le triangle 
ontenant sr dans A(Sr−1), le 
oûtde la re
her
he est proportionnel à 1 plus le nombre de triangles 
réés et détruits avantl'étape r et 
ontenant sr. Ces triangles étaient soient des triangles de Delaunay à une étapeantérieure soit des triangles intermédiaires 
réés et détruits durant une même étape. Dans
e dernier 
as le triangle adja
ent qui a servi au �ip était e�e
tivement un triangle deDelaunay et son 
er
le 
ir
ons
rit 
ontenait le triangle détruit et don
 sr. On peut ainsireporter dans tous les 
as le 
oût de visite d'un triangle dans le DAG sur un triangle deDelaunay dont le 
er
le 
ir
ons
rit 
ontenait sr. Notons que 
es triangles de report sonttous distin
ts. Un triangle de Delaunay dont le 
er
le 
ir
ons
rit 
ontient un site est diten 
on�it ave
 
e site. Le 
oût total de la re
her
he est don
 borné par n (1 par site) plusle nombre total de tous les 
on�its entre des triangles de Delaunay 
réés (et détruits) au
ours de l'algorithme et des sites insérés par la suite. Par le lemme 11.8, 
e nombre estborné en moyenne par
n

∑

r=1

32
n− r

r2
E(|A(Sr)|).Comme |A(Sr)| = O(r), on en déduit que 
e 
oût moyen est un O(n logn).Proposition 6.29 La triangulation de Delaunay de n sites dans le plan peut être 
al
uléepar un algorithme randomisé en temps moyen O(n logn).


